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PRÉFACE. 


Le  plan  de  ce  Livre  lui  attirera  sans  doute  deux  reproches 
opposés  :  les  Géomètres  s'étonneront  d'y  voir  traitées  si  rapide- 
ment des  questions  si  diverses,  sans  que  la  place  mesurée  à  chacune 
d'elles  corresponde  à  son  importance  scientifique;  les  Ingénieurs 
pourront  trouver  superflus  les  Chapitres  consacrés  aux  Fonctions 
analytiques  et  aux  Fonctions  elliptiques. 

C'est  que  l'Ecole  Polytechnique  n'est  ni  une  école  de  pure 
théorie,  ni  une  école  de  pure  application.  Elle  ne  cherche  pas  à 
former  directement  des  savants  ou  des  praticiens.  Son  but,  nette- 
ment déûni  par  ses  fondateurs,  est  de  donner  à  de  futurs  Élèves- 
Ingénieurs,  militaires  ou  civils,  une  instruction  scientifique 
étendue  et  solide,  qui  leur  permette  plus  tard  non  seulement  de 
diriger,  mais  de  perfectionner  les  services  publics  auxquels  ils 
seront  attachés. 

Ces  principes  généraux  déterminent  avec  précision  le  caractère 
du  Cours  d' Analyse  professé  en  seconde  année. 

La  place  la  plus  importante  y  est  due  aux  Théories  fonda- 
mentales dont  la  Mécanique,  la  Physi(jue,  l'Art  de  Tlngénlcur 
ou  du  Constructeur  font  un  perpétuel  usage  :  j'ai  donc  consacré 
ta  moitié  de  mes  leçons  aux  Equations  diflérentielles,  qui  inter- 
viennent dans  la  plupart  des  problèmes  que  nous  posent  les 
Sciences  appliquées,  et  dont  l'étude  est  d'ailleurs  la  question 
maîtresse  de  l'Analyse;  j'ai  insisté  spécialement  sur  les  procédés 
d'intégration  et  de  réduction,  eu  les  éclairant  par  des  exemples 
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variés;  j'ai  donné  enfin  une  idée  des  méthodes  employées  pour 
l'étude  directe  des  solutions,  principalement  dans  le  cas  parti- 
culier des  équations  linéaires.  En  vertu  des  mêmes  principes,  j'ai 
développé  avec  soin  la  Théorie  des  Intégrales  multiples,  si  utile  à 
rÉIectricien;  j'en  ai  fait  des  applications  à  la  Géométrie,  à  la 
Mécanique;  j'y  ai  rattaché,  en  quelques  pages,  les  Intégrales 
Eulériennes. 

Mais  le  but  de  Tinstitulion  polytechnique  n'eût  pas  été  atteint 
si  le  Cours  d^ Analyse  n'avait  dépassé  ce  cadre  un  peu  étroit, 
mesuré  aux  besoins  actuels  des  Lcolcs  d'Ingénieurs  :  en  vue  des 
perfectionnements  possibles  de  l'application,  il  était  indispensable 
d'aller  au  delà,  en  introduisant  dans  le  Cours  des  notions  mathé- 
matiques d'un  ordre  plus  élevé,  simplifiées  cependant  par  l'effort 
continu  des  Géomètres,  et  mûres  pour  l'utilisation  pratique. 

Ce  développement  de  l'instruction  a  un  autre  avantage.  On  ne 
possède  en  effet  la  méthode  et  la  sûrclé  qui  sont  nécessaires  pour 
plier  à  une  application  nouvelle  une  théorie  d'Analyse,  même 
élémentaire,  que  si  l'on  est  maître  de  celle-ci  :  il  convient  dès  lors 
de  l'avoir  dépassée,  de  connaître  ses  liens  avec  les  théories  voi- 
sines qui  la  prolongent  et  Tilluminent.  L'Algèbre,  par  exemple, 
et  la  Géométrie  de  Descartes,  en  ('clairant  la  vieille  Géométrie 
d'Euclide,  n'en  ont-elles  pas  rendu  le  maniement  plus  facile  et 
plus  sûr? 

On  comprend  maintenant  dans  quel  but  ont  élé  inscrites  au 
Programme  de  ce  Cours  les  deux  Théories  des  Fonctions  analy- 
tiques et  des  Fonctions  elliptiques,  dans  leurs  parties  élémentaires. 

La  première,  en  raison  de  son  importance  mathématique,  ne 
peut  être  ignorée  de  ceux  qui  cultivent  les  sciences  exactes;  elle 
intéresse  aussi  les  fonctions  réelles,  dont  elle  précise  certaines 
propriétés  fondamentales;  elle  permet  d'étudier  les  solutions  des 
E(]uations  différentielles  quand  l'intégration  directe  est  impos- 
sible; elle  conduit  enfin  à  la  doctrine  des  Fonctions  elliptiques. 
Celle-ci,  prolongement   naturel   de  la  Trigonométrie,  offre    des 
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applications  fécondes  et  variées  à  TAnaljsc,  à  la  Géonirtrie,  à  la 
Mécanique;  ses  formules  se  traduisent  en  chiflVes  avec  facilité; 
elles  sont  simples,  souples,  d'un  maniement  aisé,  et  il  serait  injuste 
dWfirmer  a  priori  qu'on  en  a  épuisé  toutes  les  conséquences 
utiles. 

Dans  cette  partie  du  Cours,  qui  remplit  le  milieu  du  Volume, 
j'ai  réduit  au  minimum  la  théorie  pure,  en  Teflaçant,  aulant  que 
possible,  devant  les  applications.  J'ai  pris  comme  guides  les  Traités 
classiques  de  Briot  et  Bouquet  et  de  M.  Jordan  :  le  point  de  vue 
est  donc  plutôt  le  point  de  vue  de  Gauchy  que  celui  de  Weierstrass 
et  d'Hermite.  J'ai  laissé  de  côté  les  méthodes  de  Kiemann  :  elles 
m'étaient  d'ailleurs  inutiles,  car  les  seules  fonctions  algébriques 
dont  j'étudie  l'intégrale  dépendent  d'une  racine  carrée.  Pour  les 
fonctions  elliptiques,  j'adopte  les  principes  et  les  notations  de 
Weierstrass,  en  me  bornant  à  signaler  l'ancienne  fonction  snu» 

Le  Livre  complète  mon  Cours  oral  par  plusieurs  propositions 
générales  sur  les  fonctions  uniformes,  et,  en  particulier,  par  les 
théori'mes  célèbres  de  M.  Mittag-Leffler  et  de  Weierstrass;  le 
lecteur  trouvera  également,  à  la  fin  du  Volume,  quelques  Exer- 
cices, traités  jusqu'au  bout,  qui  le  familiariseront  avec  l'emploi 
des  fonctions  elliptiques. 

M.  Painlevé  a  bien  voulu  me  donner,  pour  la  rédaction  de  mes 
Leçons,  les  conseils  et  les  directions  les  plus  utiles;  je  lui  adresse 
ici  tous  mes  remercîments. 

PariS)  février  1904. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

COMPLÉMENTS  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 


CHAPITRE  I. 

INTÉGRALES  MULTIPLES. 


I.  "  NOTION  DE  L'INTÉGRALE  MULTIPLE. 


1.  Retour  sur  la  notion  d'aire.  —  La  définition  analytique  de 
Taire,  donnée  aux  n®*  274-275  du  Tome  I,  a  besoin  d'être  précisée 
et  dégagée  de  certaines  liaisons  géométriques. 

Soit,  dans  le  plan,  un  champ  fini,  C,  limité  par  un  contour  y, 
et  rapporté  à  deux  axes  quelconques,  Ox  et  Oy,  faisant  entre  eux 
an  angle  0.  Sur  chaque  axe  marquons  les  points  de  coordonnées 
entières,  ...,  —  3,  —  2,  — 1,0,  +1,  -f-2,  -H  3,  ...;  partageons 
chacun  des  segments  obtenus  en  deux  parties  égales,  puis  chacune 
de  celles-ci  en  deux  autres  égales,  et  ainsi  de  suite.  A  un  instant 
quelconque  de  cette  division,  menons,  par  chacun  des  points 
marqués  sur  un  axe,  des  parallèles  à  l'autre  axe  :  cette  réglure 
partage  le  plan  en  losanges  égaux. 

Considérons,  à  un  instant  quelconque,  ceux  des  losanges  qui 
H.  —  II.  I 
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sont  situés  tout  entiers  à  l'intérieur  du  champ  C  :  leur  aire  totale 
ne  peut  évidemment  que  s'accroître  quand  on  passe  d'une  divi- 
sion à  la  suivante,  puisque  chacun  des  losanges  primitifs  se  trouve 
alors  partagé  en  huit  autres,  également  intérieurs  à  C,  et  que  de 
nouveaux  losanges  peuvent  s'y  ajouter.  D'ailleurs,  Taire  totale 
considérée  reste  évidemment  inférieure  à  un  nombre  fixe,  par 
exemple  à  l'aire  d'un  losange  de  côtés  parallèles  aux  axes,  com- 
prenant le  champ  :  elle  tend  donc  vers  une  limite  finie  A,  que 
l'on  nommera  aire  du  champ  C,  par  rapport  aux  axes  O^  et  O^. 
De  même,  si  l'on  considère  Tensemble  des  losanges  qui,  à  un 
instant  quelconque,  sont  tout  entiers  à  l'intérieur  du  champ  C,  ou 
dont  une  partie  seulement  est  dans  C,  leur  aire  totale  ne  peut  que 
décroître  quand  on  passe  d'une  division  à  la  suivante;  comme 
elle  reste  supérieure  à  zéro,  elle  tend  vers  une  limite  finie,  A'  :  je 
dis  que  A'  est  identique  à  A,  c'est-à-dire  que  l'aire  totale  des 
losanges  qui  mordent  sur  la  surface  du  champ  a  pour  limite  zéro. 

2.  Pour  l'établir,  supposons  que  le  contour,  y,  du  champ  ne 
soit  coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oy; 
à  chaque  valeur  de  l'abscisse  x  comprise  entre  deux  limites, 
a  et  6  [Jig'  i,  (a  <  b)],  répondent,  sur  le  contour  y,  deux  points 

Fig.  I. 


0/      CL      jc  jc^  b 


M  et  N,  d'ordonnées  y\{x)  et  y2{x).  Supposons  que  y^  et  y^ 
soient  des  fonctions  continues  Aqx  dans  l'intervalle  a6,  extrémités 
comprises  :  la  continuité  étant  uniforme  (Tome  I,  n®  11),  soient 
T,|(e)  et  'r\i{z)  les  modules  de  continuité  uniforme  de  ces  deux 
fonctions,  pour  le  nombre  e;  si  Tj  est  le  plus  petit  des  deux,  l'iné- 
galité 

(i)        mod(5'— 0<^         entraîne 

\  et  Ç'  étant  des  valeurs  de  l'intervalle  ab  (Tome  I,  n°  258). 
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Considérons  maintenant,  à  un  instant  quelconque,  une  division, 
PP',  de  l'axe  des  x^  ayant  pour  longueur  p;  soient  x  cX.  x'  les 
abscisses  de  P  et  P'^  MP  et  M' F  sont  y\{x)  eX.  y^{x').  Si  o  est 
inférieur  à  tj,  la  différence  des  ordonnées  de  deux  points  (|uel- 
conques  de  l'arc  MM'  sera,  en  vertu  de  (i),  inférieure  à  e  :  il  en 
résulte  aisément  que,  à  l'instant  considéré,  le  nombre  des  losanges 
qui  appartiennent  à  la  tranche  comprise  entre  les  droites  PMN, 
FM'N',  et  qui  contiennent  des  points  de  l'arc  MM',  est  inférieur 

à  — h  2.  La  même  conclusion  s'applique  à  l'arc  NN'  :  la  somme 

des  aires  des  losanges  qui  contiennent  des  points  de  l'un  ou  de 
Tautre  arc  est  donc  plus  petite  que  ^(e  -+-  2p)psin8. 

Désignons,  à  l'instant  considéré,  par  v  le  nombre  des  divi- 
sions PP',  de  l'axe  des  x^  qui  comprennent  des  points  du 
segraeat  ab  :  chacune  des  divisions  PP'  ayant  pour  longueur  o, 
il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'aire  totale  des  losanges  conte- 
nant des  points  du  contour  Y)  c'est-à-dire  mordant  sur  le  champ  C, 
est  inférieure  à 

(a)  V. 2(e-H  2p)p  sinO; 

comme  d'ailleurs  pv  est  évidemment  plus  petit  que  b  —  a-h  2p, 
l'expression  (2)  est  inférieure  à  2sin8(e -h  2p)(6 — a4-2p), 
quantité  qui  peut  décroître,  avec  e  et  p,  au-dessous  de  toute  limite. 

c.    Q.    F.    D. 

La  démonstration  est  la  même  pour  un  contour  rencontre  par 
une  parallèle  à  Oy  en  un  nombre  de  points  supérieur  à  deux, 
mais  fini. 

3.  Expression  anal3rtique  de  Faire.  —  Reprenons  la  tranche  des 
losanges  compris,  à  un  même  instant,  entre  les  droites  PMN 
et  P'M'N'  :  ceux  d'entre  eux  qui  sont  complètement  intérieurs  au 
champ  C  forment  une  file  dont  la  longueur,  comptée  parallèlement 
à  O^',  est  au  plus  égale  à  MN;  ceux  qui  sont  intérieurs  a  C  el  ceux 
qui  mordent  sur  G  forment  une  file,  de  longueur  au  moins  égale 
à  MN  :  sous  une  autre  forme,  la  quantité  MN  p  sinO  est  comprise 
entre  les  aires  de  ces  deux  files.  En  répétant  le  même  raisonnement 
pour  toutes  les  tranches,  on  voit  que  la  somme 

(3)  SMNpsiaO,        ou        £[/i(^)— >^i(^)](a:'— ar)5inO, 
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étendue  à  toutes  les  divisions  PP',  est  comprise  entre  l'aire  totale 
des  losanges  intérieurs  à  C  et  Taire  totale  des  losanges  intérieurs 
à  C  ou  mordant  sur  C.  Ces  deux  dernières  aires  ayant  une  même 
limite,  A,  qui  est  Taire  du  champ,  il  en  sera  de  même  de  la 
somme  (3).  D'ailleurs  celle-ci  a  évidemment  pour  limite  Tinté- 

grale  définie  sinO  /     [y2{^) — y^  {x)]dx^  de  sorte  que  Ton  a 


(4) 


A  =  sin6   /    [yi(x)--jri{x)]dx. 


Si  l'on  avait  procédé  par  tranches  parallèles  à  Oj:,  on  aurait 
trouvé  de  même  : 

i^^hU)  A  =  sinO/    {xt^y)-- Xx{y)\dy, 

Je 

les  notations  s'expliquant  d'elles-mêmes. 

Plus  généralement,  si  le  contour  de  l'aire  est  rencontré  par  une 
parallèle  à  l'axe  des  y^  d'abscisse  x^  en  un  nombre  fini  de  points, 
et  si  X(x)  est  la  longueur  totale  que  le  champ  intercepte  sur  cette 
parallèle,  on  aura,  pour  A, 

(5)  A  =:sinô  Ç   \{x)dx, 

et  ane  expression  semblable  par  une  intégrale  en  y, 

4.  Influence  du  choix  des  axes.  —  L'aire  d'un  champ,  telle  que 
nous  l'avons  définie,  dépend,  en  apparence,  du  choix  des  axes  de 
coordonnées;  nous  allons  montrer  qu'elle  en  est  indépendante. 

Tout  d'abord,  dans  les  expressions  (4),  (4  6^^)  et  (5)  de  A, 
n'intervient  évidemment  que  la  direction  des  axes;  comme 
d'ailleurs  un  changement  d'axes  autour  de  l'origine  peut  s'opérer 
en  modifiant  les  deux  axes  l'un  après  Tautre,  il  suffira  d'établir 
que  l'expression  (5)  garde  la  même  valeur  quand  on  conserve 
Taxe  O^,  en  changeant  Taxe  des  x,  l'origine  demeurant  fixe. 

Soient  donc  Ox  et  Ox\  l'ancien  et  le  nouvel  axe  des  x\  6  et  8| 
les  angles  j^O^  et  yOx\  ;  on  a,  pour  Taire  du  champ  dans  les  deux 
systèmes, 

A  =  sinO   /     'k{x)dxy        Ai  =  sin6i   i       li{xi)  dx^, 

Ja  *-  a. 
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D^ailleurs  (^fig>    2),  les   abscisses  ancienne  et  nouvelle  d'un 
même  point,  Q,  du  plan,  x  et  a^i,  sont  liées  par 

(6)  ^sin6  =  â?i  sinOi; 

enfin,   si  x   et  X\    vérifient  cette  relation,   les  deux  fonctions 


X(j:)  et).|(j:i)  sont  égales,  puisque  toutes  deux  représentent  la 
longueur  MN.  Cela  posé,  faisons,  dans  l'intégrale  A|,  le  change- 
ment de  variable  défini  par  (6);  il  vient,  en  vertu  de  ce  qui  pré- 
cède, 

A]  =  sin6i   /     X(ar)rf57-V— r- =  sinO  /     X(a?)û?a7=A, 

car 

asinO  =  ai  sinOii         6  sin6  =  61  siaOi, 

ainsi  que  le  montre  immédiatement  Xz.  Jig.  2. 

La  définition  de  Taire  ajant  maintenant  une  base  analytique 
solide,  nous  pouvons  passer  à  celle  de  l'intégrale  double. 

5.  Intégrale  double.  —  Pour  les  anciens  analystes,  la  notion 
d^iotégrale  double  se  rattachait  à  celle  de  volume,  de  même  que 

Fig.  3. 


'S/ 


cr 


la  notion  d'intégrale  simple  se  rattachait  à  la  notion  d'aire.  Soit 
en  effet,  dans  le  plan  des  xy  (axes  rectangulaires),  une  aire 
limitée,  C  {fig<  3)  :  pour  évaluer  le  volume  compris   entre  la 
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surface  z-=f{^x^y)^  le  plan  des  xy  el  le  cylindre  droit  ayant 
pour  base  C,  on  peut  décomposer  Taire  C  en  éléments  très  petits, 
At,,  Aa'2,  ...,  At;,,  ...,  et,  si  Ton  désigne  par  ^;,,^^^un  point  quel- 
conque del'élément  Ao"„,  on  comprend  intuitivement  que  le  volume 
proposé  est  la  limite  de  la  somme 

lorsque  les  dimensions  des  éléments  At;,  tendent  vers  zéro  dans 
tous  les  sens.  Cette  limite  se  représente  par  le  symbole 

/    f  f{^,y)^^j    ou     Scf(x,y)d(j; 

sa  signification  géométrique  montre  qu^elle  est  indépendante  du 
mode  de  division  de  Taire  C  en  éléments,  ainsi  que  du  choix  du 
point  Xn^  yn  dans  chaque  élément.  En  particulier,  si  Ton  divise  C 
eu  éléments  infiniment  petits  par  des  parallèles  à  Oj:,  distantes 
de  dy^  et  par  des  parallèles  à  Oy^  distantes  de  dx^  l'élément 
d'aire  rfo-  sera  dx  dy^  et  l'intégrale  double  s'écrira 


\  j  f^^yy)dxdy. 


6.  Théorème.  —  Il  est  clair  que  cette  définition  est  tout  à  fait 
insuffisante,  au  point  de  vue  analytique,  comme  Tétait  celle  de 
l'intégrale  simple  par  une  aire.  Mais  on  peut,  en  admettant  la 
continuité  de  la  fonction  y(a:,^)  dans  Taire  C  et  sur  son  contour, 
et  en  supposant  cette  aire  limitée,  établir  la  proposition  sui- 
vante : 

Si  Von  décompose  l'aire  C,  supposée  d'un  seul  tenant,  en 
éléments  de  surface  Ati,  Aa-2,  . . .,  At,^,  , ,,,  et  si  Xni yn,  est  un 
point  quelconque  pris  à  r intérieur  de  Vêlement  At;,,  ou  sur 
son  contour,  la  somme 

tend,  lorsque  les  dimensions  des  éléments  Aa,,  ont  pour  limite 
zéro  dans  tous  les  sens,  vers  une  limite  finie  et  déterminée, 
indépendante  du  mode  de  décomposition  de  Vaire  G  et  du 
choix  des  points  x,i,y,i. 
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7.  Pour  le  démontrer,  suivons  exactement  la  même  marche 
que  dans  la  théorie  de  l'inlégrale  définie  (Tome  I,  n°  âo9). 

On  commence  par  considérer  un  mode  de  décomposition  parti- 
culier de  l'aire  G  et  un  choix  particulier  des  points  Xn^  yw  A  cet 
effet  on  marque,  sur  les  axes  Oo:  et  Oy^  supposés  rectangulaires, 
les  points  aux  distances  ...,  — 3,  — 2,  — i,  o,  -|-i,  +2,  +3,  ..• 
de  l'origine,  et  par  chacun  de  ces  points  on  mène  les  perpendi- 
culaires à  l'axe  correspondant;  on  divise  ensuite  chaque  inter- 
valle, sur  Ox  et  sur  Oy^  en  deux  autres  égaux;  par  les  nou- 
veaux points  de  division  on  mène  encore  des  perpendiculaires; 
et  ainsi  de  suite.  A  chaque  période  de  cette  division,  on  a 
décomposé  le  plan  en  carrés  égaux  :  soit  alors,  à  un  instant  quel- 
conque, A7/I  l'aire  d'un  de  ces  carrés  compris  entièrement  dans 
Faire  C,  ou  la  portion  d'aire  intérieure  à  G  d'un  carré  non  com- 
pris entièrement  dans  G  ;  si  rrin  est  le  minimum  de  f{oc^y)  pour  les 
points  ;r,  y  de  l'aire  A<t„  et  de  son  contour,  on  considère  la  somme 

et  l'on  démontre  qu'elle  a  une  limite  finie  et  déterminée  en 
observant  :  i^  qu'elle  est  inférieure  à  MG,  M  étant  le  maximum 
de  f{x^  y)  dans  l'aire  G,  et  G  étant  la  valeur  de  cette  aire; 
2^  qu'elle  croit  quand  l'on  passe  d'une  division  à  la  suivante. 

Soit  ^cfi^^y)^^  '^  limite  ainsij  obtenue;  on  établit  ensuite, 
en  calquant  les  raisonnements  du  n''  260,  Tome  I,  les  corollaires 
suivants. 

Corollaire  1®.  —  Si  l'on  partage  l'aire  G  en  deux  autres  G| 
et  G2,  par  une  ligne  A,  on  a 

Se  =  Se,  -h  Se.. 

En  effet,  à  un  instant  quelconque  de  la  division  de  l'aire  en 
carrés,  désignons  par  S,  S|,  S2  les  sommes  qui  ont  pour  limites 
Se,  Se,,  Se,;  la  différence  S  —  S<  —  S2  provient  seulement  des 
carrés  ou  portions  de  carrés  intérieurs  à  G,  et  traversés  par  la 
ligne  A.  Soient  5  la  somme  des  aires  de  ces  carrés,  Mo  le  maximum 
du  module  àt  f(^x^y)  dans  G  et  sur  son  contour;  la  différence 
S  —  Si  —  S2  est  évidemment,  en  valeur  absolue,  inférieure  à  2M05  : 
or  il  est  clair  que  s  tend  vers  zéro  avec  les  côtés  des  carrés,  ce 
qui  établit  la  proposition. 
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Plus   généralement,    si    Ton    partage    l'aire    C    en    p    autres 
C|,  C2}  •••)  Cp,  on  a  de  même 

(0  Se  =  Se,  -+-  Se,  -h ...  -h  Se^. 

Corollaire  2°,  —  Les  m ^  étant  compris  entre  le  minimum,  m, 
et  le  maximum,  M,  Aeff^x^  y)  dans  C,  on  a  évidemment 

et,  à  la  limite,  en  désignant  par  G  l'aire  du  champ  C, 

/wG<Sc/(ar,^)É?(i<MG, 
d'où 

Sc/(^,r)^'  =  f*G, 

jjL  étant  compris  entre  m  et  M,  Comme  f(x^  y)  prend  la  valeur  jjl 
en  un  point  Ç,  t^  de  G  ou  de  son  contour  (Tome  I,  n**  8),  on  a 

(2)  Se/(ar,^)rf(i=C/(î,T,). 

C'est  le  théorème  de  la  moyenne. 

Montrons  enfin  que  la  somme  ^/{xn^yn)  At;,,  où  la  loi  de  dé- 
composition de  l'aire  C  et  le  choix  du  point  Xu^yn  dans  l'élé- 
ment Ao"/!  sont  arbitraires,  a  pour  limite  SQf{x^y)d9.  On  a, 
par(i)  et  (2), 

Sc/(a?,  ^)«^<r  =  Sa<7, -h  S  Aff,   -+-... -h  Saj. -+-... 

i/tj  '^n  étant  un  point  de  l'élément  At/^  ou  de  son  contour.  On  en 
conclut  : 

(3)      2/(^/1»  r»)  A^n  -  Se/(:r,  ^)  rfd  =  S  Ad;,  [/(:r„,  r«)— /(Ç«,  t)„)]. 

Mais  /(^5  JK)  est  uniformément  continue  (Tome  I,  n®  H)  dans 
l'aire  C  :  celte  fonction  admet  donc,  pour  tout  nombre  e,  un  mo- 
dule de  continuité  uniforme  Ti(e),  c'est-à-dire  que,  si  les  diffé- 
rences x' — X  ci  y — y  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures,  àTj(e), 
la  différence/(.r',  y)  —  /{x,  y)  est  inférieure  à  e.  Or  les  aires  Ao-^ 
tendant  vers  zéro,  il  arrivera  un  moment  à  partir  duquel  chacune 
d'elles  sera  comprise  dans  un  carré  dont  les  côtés,  parallèles  aux 
axes,  ont  pour  longueur  t\(£)  :  alors  les  différences  x,i — Ç/j  et 
y»  —  '^ïn  resteront,  en  valeur  absolue,  inférieures  à  ^^(e),  puisque 
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les  deux  poinls  Ç^,  t^,,  et  Xni  yn  apparliennenl  à  Faire  Ao*,,  ou  à  son 
contour;  la  différence  /{ocn^yn) — /(S/i?  "^m)?  restera  donc,  en 
valeur  absolue,  inférieure  à  e,  et  Ton  aura  dès  lors,  d*après  (3), 

mod[S/(arrt,^„)A(j„— Sc/(^,  r)^^]<«2:  A<i«=  eC, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

La  limite  dont  l'existence  est  ainsi  établie  se  nomme  Vintégrale 
double  de  la  fonction  f{Xy  y)^  prise  dans  le  champ  d^ intégra- 
tion C,  et  se  représente  par  les  notations  indiquées  au  n^  5. 

8.  Volumes.  —  Soit,  dans  Tespace,  un  solide  fini.  S,  limité  par 
une  surface  fermée,  S.  Désignons  par  Ox^  Oy,  Oz  trois  axes 
rectangulaires,  sur  chacun  desquels  nous  marquerons  les  points 
de  coordonnées  entières,  ...,  — 3,  — 2,  — i,o,  +i,  +2,  +3,  .... 
Partageons  chacun  des  segments  obtenus  en  deux  parties  égales, 
puis  chacune  de  celles-ci  en  deux  autres  égales,  et  ainsi  de  suite. 
A  un  instant  quelconque  de  cette  division^  menons,  par  chacun 
des  points  marqués,  des  plans  normaux  à  l'axe  correspondant  : 
nous  partageons  ainsi  l'espace  en  cubes  égaux. 

On  reconnaît,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux 
des  n<>'  1-2, 

I**  Que  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  au  solide  S  tend 
vers  une  limite  V; 

2**  Que  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  à  S  et  des  cubes 
qui  mordent  sur  S  tend  vers  une  limite  V; 

3**  Que  ces  deux  limites  coïncident. 

Leur  valeur  commune,  V,  sera,  par  définition,  le  volume  du 
solide  S  par  rapport  aux  axes  Oor,  Oy,  Oz, 

Il  est  aisé  d'en  donner  une  expression  analytique. 

Considérons  la  tranche  des  cubes  qui,  à  un  instant  quelconque 
de  la  division,  est  comprise  entre  deux  plans  successifs,  normaux 
à  0-3,  de  cotes  z  et  z'  {z^>  z)  :  le  solide  S  intercepte,  sur  le  plan 
de  cote  ^,  une  portion  d'aire  <r{z).  Or  ceux  des  cubes  de  la 
tranche  considérée  qui  sont  complètement  intérieurs  à  S  ont 
évidemment  un  volume  total  inférieur  à  (z', —  z)(j(z);  ceux  qui 
sont  intérieurs  à  S  et  ceux  qui  mordent  sur  S  ont  un  volume  total 
supérieur  à  la  même  quantité.  En  répétant  le  même  raisonnement 


m 
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pour  tontes  les  tranches  on  voit  que  la  somme 

(4)  I.(z'-z)aiz), 

étendue  à  toutes  les  divisions  z^ — z  de  l'axe  des  2,  est  comprise 
entre  le  volume  total  des  cubes  intérieurs  à  S  et  le  volume  total 
des  cubes  intérieurs  ou  mordant  sur  S  :  elle  a  donc  pour  limite  le 
volume  V  du  solide.  D'ailleurs  la  somme  (4),  d'après  sa  forme 
même,  tend,  lorsque  les  divisions  z' — z  décroissent  indéGniment, 

vers  l'intégrale  définie    /     ^{z)dz^  a  et  b  désignant  le  minimu 

et  le  maximum  de  la  cote  z  d'un  point  de  la  surface  limite  du 
solide.  On  a  donc 

(5)  V=  f    <T{z)dz, 

da 

et,  si  l'on  procède  par  tranches  normales  à  O^  ou  à  O^y,  on 
trouve  de  même 

(6)  V=   r  \,{x)dx^  f  \,{y)dy, 

les  notations  n'ajant  pas  besoin  d'être  expliquées. 

L'expression  (5)  de  V  ne  dépend  évidemment  que  de  la  direc- 
tion de  Taxe  des  ;;;  une  remarque  analogue  s'applique  aux 
expressions  (6).  Il  en  résulte  que  le  volume  d'un  solide,  tel  que 
nous  l'avons  défini,  est  indépendant  du  choix  des  axes  :  car  on 
peut  toujours  passer  en  trois  temps  d'un  système  d'axes  rectangu- 
laires à  un  autre  de  même  origine,  un  axe  étant  laissé  fixe  à 
chaque  temps. 

9.  Autres  expressions  du  volume.  —  Soit  G  la  région  du  plan 
des  œy  à  l'intérieur  de  laquelle  se  projettent  les  points  du  solide  S  ; 
à  un  instant  quelconque,  le  plan  des  xy  se  trouve,  d'après  l'hypo- 
thèse, divisé  en  carrés  égaux  :  appelons  At  l'aire  d'un  carré  inté- 
rieur à  C,  ou  l'aire  de  la  partie  intérieure  à  G  d'un  carré  mordant 
sur  G.  L'un  et  l'autre  des  carrés  considérés  sert  de  base  à  une  file 
de  cubes,  parallèle  à  Oz,  Désignons  par  j:,^^  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'aire  At;  par  \{^x^  y)  la  longueur  totale  interceptée  par 
le  solide  sur  la  parallèle  à  l'axe  des  z  issue  de  ce  point  :  ceux  des 
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cubes  de  la  file  envisagée  qui  sont  intérieurs  au  solide  ont  un 
volume  total  évidemment  inférieur  à  ).(:r,  j^)  At;  en  répétant  le 
même  raisonnement  pour  toutes  les  files  qui  rencontrent  le  solide, 
sommant  et  passant  à  la  limite,  on  obtient  ainsi  l'inégalité 


\^fj\{x,y)d^. 


De  même,  en  considérant  les  cubes  de  la  file  qui  sont  intérieurs 
au  solide  ou  qui  mordent  sur  lui,  on  trouvera 

on  a  donc  rigoureusement,  puisque  V'=  V  (n**  8), 

ce  qui  exprime  le  volume  par  une  intégrale  double,  car  \{x^y) 
peut  se  calculer  sans  quadrature,  dès  qu'on  connaît  Féquation  de 
la  surface  qui  limite  le  solide.  En  procédant  par  files  parallèles 
à  Ox  ou  Oy^  on  obtiendra  deux  autres  expressions  analogues 
pour  V. 

10.  Intégrale  triple.  —  L'intégrale  triple  se  définit  de  la  ma- 
nière suivante.  Soit  f{x^  y^  z)  une  fonction  de  trois  variables 
continue  à  l'intérieur  d'un  corps  ou  volume  limité,  V;  si  Ton  dé- 
compose V  en  éléments  de  volume,  AV, ,  ...,  AV„^  ...  et  si 
^niXat  Zn  cst  un  point  quelconque  de  l'élément  AV,,,  la  somme 

tend,  lorsque  les  dimensions  des  éléments  AV/,  ont  pour  limite 
zéro  dans  tous  les  sens,  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  indé- 
pendante du  mode  de  décomposition  de  V  et  du  choix  des  points 

^nj  ynj  ^fi- 

Cette  limite  se  représente  par  le  symbole 


SIX 


V 

En  particulier  si  Ton  divise  le  volume  V  en  éléments  infiniment 
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petits  par  des  plans  normaux  à  Ox  distants  de  dx^  à  Oy  distants 
de  dy,  k  Oz  distants  de  dz  (axes  rectangulaires),  Pélément  de 
volume  AV  sera  dx  dy  dz  et  l'intégrale  triple  s'écrira 


/  j  l  f{x,y,z)dxdy  dz. 


On  démontre,  comme  dans  le  cas  de  l'intégrale  double,  que 
l'intégrale  triple  existe  et  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  indé- 
pendante du  mode  de  décomposition  du  volume  V,  ainsi  que  du 
choix  des  points  Xn^yn^  ^n*  H  suffit  que  f{x^y^  z)  soit  continue 
à  l'intérieur  et  sur  le  contour  du  volume  V,  supposé  lui-même 
limité  dans  tous  les  sens  :  ce  volume  est  dit  champ  d^ intégra- 
tion de  rintégrale  triple. 

11.  Remarque.  —  Pour  définir  une  intégrale  double  ou  triple 
il  faut  donc  se  donner,  non  seulement  la  fonction  à  intégrer,  mais 

un  champ  d^ intégration,  aire  pour  /  /,  volume  pour  1  1  f  » 

Analytiquement  le  champ  est  défini  par  une  ou  plusieurs  iné- 
galités; par  exemple,  si  le  champ  est  l'intérieur  du  cercle 
x^-f- )'-=  R^,  on  peut  dire  que  l'intégrale  double  est  étendue  à 
tous  les  points  x^y  qui  vérifient  l'inégalité 

L'existence  de  l'intégrale  double  ou  triple  n'a  été  établie  qu'à 
la  condition  que  le  champ  soit  fini  (c'est-à-dire  n'ait  aucun  point 
à  l'infini)  et  que  la  fonction  à  intégrer  soit  continue  à  l'intérieur 
et  sur  le  contour  de  ce  champ.  On  essaiera  plus  tard  de  s'afiranchir 
de  ces  restrictions. 


II.  -  CALCUL  DES  INTÉGRALES  MULTIPLES. 


12.  Lemme  I.  —  Décomposons  le  champ  C,  d'une  intégrale 
double,  en  rectangles,  ayant  leurs  côtes  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées,  et  cela  d'une  manière  quelconque;  faisons  tendre 
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easuîte  vers  zéro,  suivant  une  loi  arbitraire,  les  deux  dimensions 
de  chaque  rectangle. 

A  un   instant  quelconque,  Paire  G  est  ainsi  décomposée  en 

Fig.  4. 


éléments  A(t„,  dont  certains,  ombrés  sur  la  figure,  proviennent  de 
rectangles  mordant  sur  C  Je  dis  qu'on  peut  négliger  dans  la 
somme 

(i)  2/(ar„,^„)A(J„, 

dont  la  limite  est  l'intégrale  double   /  /  /{^^  y)d^i  les  termes  (*) 

qui  correspondent  à  ces  éléments  ombrés.  La  limite  de  la  nouvelle 

somme  sera  toujours 

r  r 


IL 


La  valeur  absolue  de  la  partie  négligée  est  en  effet  inférieure 
à  MoQ*,  Mo  désignant  le  maximum  du  module  àe  /{x^  y)  dans 
Taire  C,  el  t  la  somme  des  aires  ombrées  :  comme  t  tend  évidem- 
ment vers  zéro  (^)  en  même  temps  que  les  dimensions  de  tous  les 
rectangles,  le  lemme  est  établi. 

On  verrait  de  même  que  l'on  peut  remplacer  dans  la  somme  (i), 
sans  changer  sa  limite,  chacune  des  portions  ombrées  (')  par  Taire 
totale  du  rectangle  auquel  elle  appartient. 

Lemme  II.   —    Soit    Tinlégrale   simple   1=  /      ?(jK)^rj    où 

«/y'  Ml 

Ton  suppose  J^'<;J^^  et  où  ^{y)  est  une  fonction  continue  Aey, 


C)  Ou  quelques-uns  seulement  des  termes. 

(^)  Car,  lorsque  les  dimensions  des  rectangles  deviennent  suffisamment  petites. 
Taire  ombrée  totale  finit  par  rester  comprise  entre  la  courbe  C  et  une  courbe 
parallèle  et  intérieure  à  C,  aussi  voisine  qu'on  veut  de  C. 

C)  Ou  quelques-unes  seulement. 
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DésîgQODS  par  th,  T,2,  ...,  Tr;)^, ...,  Tjp  des  quantités  croissantes, 
arbitrairement  choisies  entre  ^'  ct^';  posons,  pour  la  symétrie 
des  notations,  j^'=  71q,j^''=  71^,^.4,  et  soient  [x^t  et  Ma  le  minimum 
et  le  maximum  de  ç(j')  entre  7\f(  et  7;;^^,.  Je  dis  que  I  est  compris 
entre  les  deux  sommes 

2a:(tî*+i— l)A)fJlA      et      Sjt(T)j^4-i— l)*)M;t. 

En  effet  on  peut  écrire 


I 


f      -h  /      -f-...4-   /         -+•...-!-    /         ; 

tJo  *^TQi  ^fik  ^rip 


et  l'on  a  (Tome  I,  n«  263,  2») 

ce  qui,  par  addition  des  inégalités  analogues  membre  à  membre, 
démontre  la  proposition. 

13.  Calcul  de  Tintégrale  double.  —  Cela  posé,  pour  calculer 
Fintégrale  double 

nous  admettrons,  ce  que  Ton  peut  toujours  réaliser  par  le  partage 
de  l'aire  C  en  plusieurs  autres,  que  le  contour  du  champ  n'est 
coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oy  («). 

Divisons  le  champ  en  tranches  verticales  par  des  parallèles 
à  Oy^  menées  par  les  points  Xo,  ^1,  .  . .,  Xm,  - . .,  X©  de  l'axe 
des  X  {Jig'  5);  x^  et  X©  sont  les  abscisses  extrêmes  des  verti- 
cales qui  rencontrent  le  contour  du  champ  (^x^  étant  inférieur 
à  Xq),  et  jTi  ,  . .  . ,  Xm-i  •  •  •  sont  marqués  arbitrairement  en  allant 
de  Xq  vers  Xq. 

Considérons  maintenant  la  tranche  comprise  entre  les  verti- 
cales Xjn  et  Xm^\  ;  divisons-la  en  rectangles  par  des  horizontales, 
dont  les  deux  extrêmes  passent  par  les  points,  d'ordonnées  y\^^ 


(*)  Pour  simplifier  le  langage,  on  appellera  verticales  ,les  parallèles  à  O^; 
horizontales  les  parallèles  à  Ox. 


/ 
/ 
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et  y^,  où  la  verticale  Xm  rencontre  le  contour  du  champ 
0'm<:Km)î  soient  r,,,  7)2,  ...,7i;t,  ...,  vip  les  points  de  division 
sur  cette  verticale. 

Désignons  par  ^Lj^m  et  M^m  le  minimum  et  le  maximum  de 
/(or,  y)  sur  le  segment  'r\kri/[+i  y  en  vertu  de  la  définition  de  l'in- 
tégrale J  et  du  lemme  I,  J  est  la  limite  commune  des  deux  sommes 
doubles 


Zl  Z^(^m^i  —  ^m )  (^^1  —  "n*)  V-km 


m      k 


et 


^^^J.^m-^\  —  ^m){'rik-^\  —  'nk)^km' 


m      k 


Dans  chacune  de  ces  sommes,  considérons  les  termes  qui  cor- 
respondent aux  rectangles   de    la   tranche  Xm^m^x  \  le  facteur 

Fig.  5. 


0     JCoJC^ 


Xm-¥i 


Xft    OD 


Xm^i  —  Xm  leur  est  commun  et  peut  sortir  du  signe  sommatoire  S^t, 
de  sorte  que  les  deux  sommes  s^écrivent 

Or  Y-km  et  ^km  sont  le  minimum  et  le  maximum  de/(x^y)  sur 
le  segment  tiatja+i,  c'est-à-dire  de  la  fonction /(:r;,i,j^),  lorsque  x^ 
étant  regardé  comme  constant,  y  varie  de  r^k  à  7)a+i«  Donc,  en 
vertu  du  lemme  II,  on  a 

fi^mi  y)  dyi2.k(r^k+i  —  -nk)^hmy 

rïTn 

étant  bien  entendu  que  dans  1  intégrale    /      /(^m?  y)  dy^  Xm  est 

J  m 

regardé  comme  une  constante   et  que  la  variable  d'intégration 


l6  PREMIERE   PARTIE.   —   COMPLEMENTS   DU   CALCUL   INTEGRAL. 

est  y.  Celte  iatégrale  est  dès  lors  une  fonction  de  Xmi  dont 
dépendent  aussi  ses  limites  j^)^  et  j^'„  ;  appelons-la  F(jC;,t),  en 
posant  (*) 

(3)  r  V(^/n,^)^^  =  F(^/«)- 

Multiplions  maintenant  par  Xm+î  — ^m  (quantité  positive)  les 
trois  membres  des  inégalités  (2),  et  faisons  la  somme  pour  tous 
les  intervalles  Xm^m+i  »  nous  voyons  que  la  somme 

est  comprise  entre  les  deux  sommes 


2m (^m-M  —  a7,„ )  2jfc(7Jjt-i-i  —  "ïl*) Ma 


/n» 


Mais,  comme  on  Ta  dit  plus  haut,  ces  deux  dernières  ont 
pour  limite  l'intégrale  double  J,  lorsque  les  intervalles  Xm^m+t 
et  Tiffir^ff^i    tendent  vers  zéro;  la  première  somme  a  évidemment 

y»X( 

pour  limite  l'intégrale  simple    /      F(x)clx,  et  l'on  a  dès  lors,  en 
remplaçant  F(^)  par  sa  valeur  (3), 

(4)  J=y     F(x)dx  =  J''dx\J    f(x,y)dy\ 

y  eiy  étant  les  ordonnées  des  points  où  la  verticale  d'abscisse  x 
rencontre  le  contour  du  champ. 

On  voit  ainsi  que  l'intégrale  double  se  calcule  à  l'aide  de  deux 
quadratures  simples  successives;  dans  l'intégrale  simple  en ^,  que 
l'on  calcule  d'abord,  x  est  traité  comme  une  constante,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut,  de  sorte  que  cette  intégrale  est  une  fonc- 
tion de  x^  qui  figure  aussi  dans  ses  limites  y  et  y,  La  fonction 
de  X  obtenue  ainsi  doit  ensuite  être  intégrée  par  rapport  à  x 
entre  Xq  et  Xq,  ces  deux  limites  étant  des  constantes  absolues. 

14.  Remarque  I.  —   Le  résultat  aurait  été  le  même,  puisque 


(')  Il  est  facile  d'établir  que  F{x)  est  une  fonction  continue  de  ar,  entre  a?, 
et  X<„  si  y'  et  y"  sont  elles-mêmes  des  fonctions  continues  de  x  dans  le  même 
intervalle,  extrémités  comprises. 
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rintégrale  double  a  une  valeur  unique,  si  l'on  avait  procédé  par 
tranches  parallèles  à  Ox.  Si  donc  yo  cl  Yq  sont  les  ordonnées 
des  parallèles  extrêmes  à  Ox  qui  rencontrent  le  contour  du 
champ,  et  a/,  x"  les  abscisses  (fonctions  de  y)  où  le  contour  est 
coupé  par  la  parallèle  à  Ox  d'ordonnée  j^,  on  aura(*) 


(5) 


f^dxlj    A^.y)dA=J^djrïjJ/(x,y)dxX 


lo.  Remarque  II.  —  Dans  le  cas  où  le  champ  d'intégration  est 
un  rectangle  {Jig'  6),  compris  entre  les  parallèles  aux  axes 

X  =  a,        X  =  6;         Y  =  c,         \  =  d        {a<byC<^d), 

les  limites  jK^  et  j^'  de  Tintégrale   f     fi,^i  y)^y  sont  indépen- 
dantes  de  x  et  égales  à  c  el  rf;  x^  et  X©  sont  a  et  h.  De  même, 


Fig.  6. 


y 

d. 


CL 


OC 


au  second  membre  de  (3),  les  limites  j^o  et  Yo,x'et  xf'^  sont  aussi 
c  et  rf,  a  et  6,  de  sorte  que  la  formule  (5)  devient 

(     dx  I     f{x,y)dy=  f    dy  j    f{x,y)dx\ 

ce  qu'on  exprime  en  disant  que  : 

Entre, des  limites  constantes,  on  peut  renverser  l'ordre  des 
intégrations. 

Mais  on  ne  peut  le  faire  avec  sécurité  que  si  la  fonction  /(x,  y) 
est  continue  dans  le  rectangle,  supposé  lui-même  fini,  car  l'exis- 
tence de  l'intégrale  double  n'est  établie  que  -dans  ces  conditions. 


(*)  En  supposant  que  les  parallèles  à  Ox  coupent  le  contour  du  champ  en  deux 
points  aa  plus. 

H.  —  II.  3 
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Règle.  —  En  résumé,  voici  la  règle  à  retenir  pour  le  calcul 
de  V intégrale  double  I  j  f{x^y)dxdy. 

On  écrit 

dans  l'intégrale  1  /{x,  y)  dy,    que  Ton  calcule  d'abord,  x  est 

regardé  comme  constant,  et  les  limites  sont  les  valeurs  de  ^  qui 
correspondent  aux  deux  points  du  contour  du  champ  dont 
Tabscisse  est  x,  la  limite  inférieure  étant  la  plus  petite  de  ces 

deux  valeurs;  dans  l'intégrale  /  dx  1  /{x,  y)  dy  que  Ton  cal- 
cule ensuite,  les  limites  sont  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur 
que  prend  x  sur  le  contour  du  champ. 

16.  Calcul  de  l'intégrale  triple.  —  Pour  calculer 

j  j   j  f{T,y,  z)d\     ou    j  j  I  f{x,y,z)dxdydz, 

on  peut  raisonner  exactement  comme  on  vient  de  le  faire  dans  le 
cas  de  l'intégrale  double;  toutefois,  pour  abréger,  nous  présente- 
rons la  dcmonslration  sous  une  forme  moins  rigoureuse  et  plus 
sommaire  :  il  n'y  aurait  aucune  difficulté  à  rétablir  la  rigueur. 

Admettons  encore,  ce  que  l'on  peut  toujours  réaliser  par  le 
partage  du  champ  en  plusieurs  autres,  que  la  surface  qui  limite  le 
volume  donné  V  n'est  coupée  qu'en  deux  points,  au  plus,  par 
toute  parallèle  à  l'axe  des  z. 

Divisons  le  champ  V  en  tranches  verticales,  par  des  cylindres 
juxtaposés,  n'empiétant  pas  les  uns  sur  les  autres,  et  de  généra- 
trices parallèles  à  O;;  {fig-  l)- 

Soient  d^  i'aire  de  la  section  (droite)  d'un  de  ces  cylindres  par 
le  plan  des  xy\  x^  y  les  coordonnées  d'un  point  pris  à  l'intérieur 
ou  sur  le  contour  de  cette  aire;  z'  et  z"  les  cotes  des  deux  points 
où  la  verticale  du  point  x,  y  coupe  le  contour  du  champ. 

Décomposons  maintenant  la  tranche  verticale  considérée  en 
éléments  de  volume  infiniment  petits  par  des  plans  normaux  à  Os, 
distants  de  dz.  Si  z  est  la  cote  d'un  point  d'un  de  ces  éléments, 
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dont  le  volume  est  (hdz,  le  terme  de  l'intégrale  triple  qui  cor- 
respond à  Téléinent  envisagé  est  /{x, y,  z)d(Tdz]  la  somme  des 
termes  analogues  qui  correspondent  aux  éléments  du  volume  V 
situés  à  rintérieur  du  cylindre  considéré  est  évidemment,  à  la 
limite, 


(6) 


X  el  y  étant  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale  en  z.  11 
faut  faire  maintenant,  pour  avoir  la  valeur  de  Tintégrale  triple,  la 
somme  des  expressions  (6)  qui  correspondent  à  toutes  les  tranches 

Fig.  7. 


.y 


K3^^'*/ 


verticales  comprenant  des  points  du  volume  V  :  celte  nouvelle 
somme  s'étend  par  suite  à  toutes  les  aires  rfo*  et  à  tous  les  points  x^y 
situés  à  rintérieur  du  contour  apparent,  C,  du  volume  V  sur 
le  plan  des  xy.  Le  résultat  de  la  sommation  est  donc,  à  la  limite, 


Y  intégrale  double 


//'^'U  •^^'•^•'^H' 


prise  dans  le  champ  G;  ce  champ,  répétons-le,  est  rintérieur 
du  contour  apparent  du  volume  V  sur  le  plan  des  j:^,  ou  encore, 
la  région  du  plan  des  xy  à  Tintcrieur  de  laquelle  se  projettent  les 
points  de  ce  volume. 

Sous  le  bénéfice  de  cette  définition,  on  a  donc 

j  j  jfiJr.y,  z)dxdydz=:J  J  dxdylj     /{x,  y,  z)dz    , 

et  Ton  ne  devra  pas  oublier  : 

i"  Que  z'  et  z"  sont  fonctions  de  x  et  y; 
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2**  Que  X  ety  sont  regardés  comme  conslants  dans  PintégratioD 
par  rapport  à  z. 

On  calculera  ensuite  l'intégrale  double  par  la  règle  donnée  plus 
haut. 

17.  Remarque.  —  Si  le  volume  V  est  l'intérieur  du  parallélé- 
pipède rectangle  P,  dont  les  arêtes  sont  parallèles  aux  axes  et  dont 
les  faces  ont  pour  équations 

X  =  ai,        X  =  aj;        Y  =  6i,        Y  =  6i;        Z  =  ci,        Z  =  Cj, 

on  a  évidemment,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus, 
r  r  r  /•"•  /•*«  /•'"« 


les  limites  sont  donc  toutes  des  constantes  absolues.  Les  intégra- 
tions commencent,  comme  toujours,  par  la  droite. 
Par  exemple 

III  ^y^  ^^  dy  dz  =   l      dx  I      dy  1      xyz  dz^ 

et,  puisque  x  ^\.y  sont  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale 
en  z^  ainsi  que  x  dans  l'intégrale  en  y^  on  peut  écrire 

f       X  dx   \      y  dy  I      z  dzy 

c'est-à-dire 

cJ  —  cf  bl — ^î  a|  — a} 

2.  'I  '1 

De  même 

j  j  j  ?(^)4'(.r)7.('S)«^^.r^- 

f       o{x)dx  j      '^iy)dy  j      x{z)dz, 

le   second  membre  étant   ainsi   le  produit    de   trois   intégrales 
simples. 
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III.  -  APPLICATIONS. 


I®  Volumes. 

18.  Expressions  diverses.  —  D'après  le  n°  9,  le  volume  d'un 
solide,  S,  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la  région  finie  C  du 
plan  des  xy^  s'exprime  par  l'intégrale  double 

ri)  /  j\{x,y)dxdy, 

)»(x,  y)  désignant  la  longueur  interceptée  par  le  solide  sur  la 
parallèle  à  O^  d'abscisse  x  et  d'ordonnée j^  (axes  rectangulaires). 
En  particulier  : 

1®  Le  volume  compris  entre  le  plan  des  xy,  la  surface 
z  =z/(x^  y),  et  le  cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  courbe 
fermée,  C,  du  plan  des  xy^  a  pour  expression 

(2)  j j  f{^,y)dxdy, 

en  supposant  que  toute  parallèle  à  Ow,  ayant  son  pied  à  l'intérieur 
de  C,  ne  rencontre  la  surface  z  =f{x^  y)  qu'en  un  point. 

2°  Pour  un  solide  se  projetant  dans  la  région  G  du  plan  des  xy^ 
et  coupé  en  deux  points,  de  cotes  Z\{x^  y)  ei  z>^{x^  y)^  parla 
parallèle  à  Oz  issue  de  tout  point  {x^  y)  de  cette  région,  le 
volume  eât 

(3)  j  j  [zt(x, y)^ zi{x, y)]dx dy         («j>^i). 

Enfin,  si  l'on  peut  calculer  directement  VairCy  <^{z)y  que  le 
solide  S  intercepte  sur  le  plan  normal  à  O^,  de  cote  s,  le  volume 
de  ce  solide  (n®  8)  s'exprime  encore  par  Tintégrale  simple 

(4)  f   ^(z)dz, 

a  et  b  désignant  le  minimum  et  le  maximum  de  la  cote  ^,  sur  la 
surface  limite  du  solide. 
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Remarque.  —  Il  est  clair  que  le  volume  du  solide  S  est  égale- 
ment donné  par  l'intégrale  triple 


(5) 


/  /   /  dxdydz. 


car  celle-ci,  par  définition,  est  la  somme  des  éléments  de  vo- 
lume AV,2,  intérieurs  au  solide.  Elle  se  ramène  d'ailleurs  immé- 
diatement à  l'expression  (i). 

Donnons  quelques  applications  de  ces  formules. 

19.  Volume  du  tétraèdre.  —  En  menant  la  hauteur  SO  d'un 
tétraèdre  SABC,  on  décompose  le  tétraèdre  en  trois  autres,  de 
sommet  S,  ayant  pour  bases  respectives  les  triangles  OAB,  OAC, 
OBC.  Il  suffît  donc  de  savoir  calculer  le  volume  d'un  tétraèdre, 
SOAB  par  exemple,  dont  une  arête  est  en  même  temps  hauteur. 

Le  point  O  étant  l'origine  {fig^  8),  OS  l'axe  des  5,  OA  Taxe 

Fig.  8. 


'OC 


des  X  (axes  rectangulaires),  et  la  longueur  OA  étant  prise  pour 

unité  de  longueur  afîn  de  simplifier  les  formules,  posons  OS  =  c, 

et  soient 

my  —  j-  =  o,         \Ly  —(x  —  i)  =  o, 

les  équations  des  droites  OB  et  AB  dans  le  plan  des  xy. 

Le    volume    du    tétraèdre    SOAB    est    donné    par    l'intégrale 
double  (2) 

z  dx  dy^ 


If 


«-'OAB 


OÙ  Z  est  la  cote  du  point  d'abscisse  x  et  d'ordonnée  y^  dans  le 
plan  SAB.  Ce  plan  ayant  pour  équation 


•^  -^  j  —  KJ'  -  I  =  ^ 
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le  volume  cherché,  V,  a  pour  expression 


le  champ  étant  Tintérieurdu  triangle  OAB.  Pour  faire  le  calcul, 
écrivons  suivant  la  règle 


V  =  c  I  df  I  (i  "-  X -\-  [Ljr)  dx. 


Les  limites  de  Tintégrale  en  x  sont  les  valeurs  de  Tabscisse  x 
qui  correspondent  aux  points  P  et  Q  où  la  parallèle  à  Ox,  d'or- 
donnée^, coupe  le  contour  du  champ  ;  ce  sont  donc  my  et  i  -h  ^Ly  ; 
quant  aux  limites  de  l'intégrale  en  y,  ce  sont  o  et  Tordonnce  du 

point  B,  c'est-à-dire  •  Ainsi 


0  •m  V 


y  étant  regardé  comme  conslant  dans  l'intégrale  en  x.  Effectuons 
les  calculs;  il  vient 


1 


rm-\k       r                          ,      "li  +  tAr 
V  =  c    /  dy\{i-\-\iy)x x^\ 

Jo  L  ^       Jmy 

1 


^     X  ^  ^  "U        3(K-,7,)       Jo        " 


6(m  — |i) 


L'aire  de  la  base  OAB  étant  — r  et  la  hauteur  SO  étant  c, 

a(  m  —  ji)  ' 

on  retrouve  l'expression  classique  du  volume  du  tétraèdre. 

20.  Remarque.  —  On  a  commencé  par  l'intégration  en  x\  on 
aurait  pu  commencer  par  celle  (t\\  y  et  écrire 


V  =  c   l  dx  I  (i  —  X  -h  \iy)dy. 


Les  limites  pour  l'intégrale  en  y  sont  les  ordonnées  des  ])oints 
où  la  parallèle  à  Oy^  d'absciss<î  x,  coupe  le  contour  du  champ  ; 
la  limite  inférieure  est  o,  mais  la  limite  supérieure  est  l'y  de  la 
droite  OB,  ou  Vy  de  la  droite  BA,  selon  que  x  est  plus  petit  ou 
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plus  grand  que  OH,  en  désignant  par  H  le  pied  de  la  hauteur  BH. 
Il  faut  donc  décomposer  Tinlégrale  en  deux 

ff  -If  *si  • 

et  écrire  successivement,  puisque  OH  est  égal  à » 


m 


OBII       ^0  *^0 


/    /      =    /  dx    i  (i  — a^-4- fJt^)^/. 

//i  — {1 

Les  calculs  s^achèvent  alors  sans  difficulté. 

21 .  Volume  de  l'ellipsoïde.  —  Soit  Pellipsoïde 

x^         y«        ;;* 

—  -h  7^  -H-  —  —  i  =  o; 
a*         6*         c* 

la  section  de  cette  surface  par  le  plan  normal  à  O^,  de  cote  z,  est 
Tellipse 

z  étant  regardé  comme  une  constante.  Les  demi-axes  de  cette 
ellipse  sont 

son  aire,  o"(3),  est  donc 

On  aura  dès  lors  le  volume  de  Tellipsoïde  par  la  formule  (4)  : 

V=    /        (j{z)dz  =  r.ab  I       II -jdz  =  T.abl^c  —  ^;—^j=^Tzabc. 


2®  Centres  de  gras^ité. 


22.   Déûnition.  —  On  définit  les  coordonnées  Sj-^o^  ^"  centre 
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de  gravité  d'un  corps  homogène,  V,  par  les  formules 

j   l    I  xdx  dy  dz  j  j    l  y  dx dy  dz 

Il    I  dx  dy  dz 


a5 


<;  = 


fll'^'' 


r.  = 


;  = 


/  /    /  z  dxdy  dz 
JJJdrdydz 


les  intégrales  triples  étant  toutes  prises  à  l'intérieur  du  corps  V. 
D'ailleurs  l'intégrale  f  f  f  rfo^rf^rf:;,  qui  figure  au  dénominateur, 
est  le  volume  de  ce  corps. 

23.  Exemple.  —  Centre  de  gravité  d\in  demi-ellipsoïde.  — 
Considérons  {fig»  9)  l'ellipsoïde 


X*        y^       z^  __ 


proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  gravité  de  la  portion 
de  ce  volume  située  en  avant  du  plan  des  zx. 


Par  raison  de  symétrie,  le  point  cherché  sera  sur  l'axe  des^; 
il  suffit  donc  de  calculer  sa  coordonnée  r\.  D'ailleurs  le  volume  du 

demi-eUipsoïde  étant  -Tzabc^  on  aura 

-  T.  abc  ri  =  I  f  I  ydxdydZf 
l'intégrale  ajant  pour  champ  le  demi-corps.  Écrivons 


-Tz abc  T^  =   j  I  dx  dz  j  y  dy. 
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Les  limites,  pour  Tintégrale  en  y,  sont  o  et  Tordonnée  du  point 
où  la  parallèle  Oy,  d'abscisse  .r  et  de  cole  5,  coupe  l'elUpsoïde, 
en  avant  du  plan  des  zx;  Téquation  de  Tellipsoïde  étant 

jri  jrJ  jsi 

05  "^  6«  "^  ^  ^'' 


l'ordonnée  en  question  est 


/  T*  Z* 


Quant  au  champ  de  Tlnlégrale  double  en  x  elz^  c'est  évidemment, 
dans  le  plan  des  xZj  l'intérieur,  C,  de  l'ellipse  principale  ABA'. 
Ainsi,  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  j^,  on  a 


2 

3'= 


zabcr\  =   1    1   dx  dz  —  (i — -) 

J  Je  '^   \         «'        ^V 


Calculons  l'intégrale  double  dans  C.  Les  limites  pour  5,  quand  x 

est  donné,  sont  —  ci/  i  —  ^  et  H-  ci/  i  —  ^  ;   les  limites  de  x 
sont  ensuite  —  a  et  H-  a  ;  donc 

-Tzabcr.  =  —    1         dx    I  (i r]dz 


n  /  •  .   •  e  ^ti 


On  calcule  l'intégrale  en  x  par  le  changeme;it  de  variable 


TZ 


2  4      r  ' 

x  =  acos<p,  d'où  -TraTj  =  -ba    j      sin^cpc^tp; 

o 

d'après  le  n*'  273  du  Tome  I,  l'intégrale  simple  est  égale  à  —  t:; 

donc  : 

3  .  3 

7:r,  =  26  — t:;         c'esl-à-dire         Tj  =  -  ^. 
10  o 
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24.   On  définit  de  même  le  centre  de  gravité  d'une  aire  plane,  C, 
par  Jes  formules 

I   l  xdxdy  l   l  ydxdy 

Ç  =  — TT-^; •         T^  = 


j  j  dxdy  j  j  dxdy 


et  l'on  a  ainsi  à  calculer  trois  intégrales  doubles;  celle  qui  figure 
en  dénominateur  est  Faire  du  champ  G. 


3"  Moments  d^ inertie, 

25.  Définition.  —  On  nomme  moment  d^ inertie  d'un  élément 
de  volume  par  rapport  à  une  droite  le  produit  de  la  masse  de 
l'élément  par  le  carré  de  sa  distance  à  la  droite;  le  moment 
d'inertie  d'un  corps  est  la  somme  des  moments  d'inertie  des  élé- 
ments de  volume  qui  le  composent.  Si  donc  V  est  le  corps,  si  (Ji 
est  la  densité  de  l'élément  dSf  ^  r  sa  distance  à  la  droite,  le  moment 
d'inertie  du  corps  V  sera 


'=///^'-''^- 


Pour  un  corps  homogène,  (jl  =  const.;  et  tout  revient  à  calculer 
l'intégrale  triple 


m 


r^d\, 

V 


26.  Exemple.  —  Moment  dHnertie  d^un  prisme  rectangu- 
laire par  rapport  à  un  de  ses  axes,  —  Soit  le  prisme  d'arêtes 
2a,  26,  ac,  dont  le  centre  est  l'origine,  et  dont  les  arêtes  sont 
parallèles  aux  ânes.  Son  moment  d'inertie  par  rapport  à  Oz  est, 
en  faisant  (ji  =  i, 


1=111  {x^  -^y^)  dx  dy  dz  ; 


et,  puisque  le  champ  est  un  parallélépipède  rectangle  de  faces 
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parallèles  aux  plans  de  coordonnées,  on  a  (remarque  du  n°  17) 


I 


^-hrt  ^-^-b  ^-\-c 

=        /        dx    {        dy    \        {x'^-^y^)dz 
J—a  J-b  ^—c 

=  2C  j       dx   I        (x^-hy^)dy 

=  2C  j       dxfx^y-h^j      =  ibc  I        (x*'h-^jdx  = 


g 

-a6c(a--i-6»). 


IV.  —  CHANGEMENT  DE  VARIABLES  DANS  UNE  INTÉGRALE 

MULTIPLE. 


27.  Coordonnées  polaires.  —  Nous  traiterons  le  cas  de  l'inté- 
grale double  en  considérant  d'abord  un  exemple  particulier. 
Dans  Tintégrale 

I  =  j  j  f{x,y)dxdy, 
prise  dans  un  champ  limité  C,  on  fait  le  changement  de  variables 


X  —.  p  cos 


w, 


y  =  psinw, 


et  l'on  demande  l'expression  transformée  de  I,  en  p  et  (o. 

L'intégrale  proposée  s'écrit    /  /  f{x^y)d7^  du  étant  Télément 
d'aire  du  plan  :  or,  si  l'on  divise  le  champ  en  éléments,  par  des 


Fig.  10. 


circonférences  ajanl  pour  centre  Torigine  et  par  des  rayons  issus 
de  ce  centre  (//^.  lo),  l'aire  ombrée,  comprise  entre  les  circonfé- 
rences de  rayons  p   et  p  +  c/p,  et  les  rayons  d'angles  polaires  lo 
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et  to  -\-  t/(i),  a  pour  expression  rigoureuse  (différence  des  aires  de 
deux  secteurs)  : 

Aï  =  --(p  -\-  dpy  d(jj p^  dw  =  p  dp  do)  -^.-  -  rfp*  rfto. 

Xê  é&  JS 

Or  l'intégrale  I  étant,  par  définition,  la  limite  de  la  somme 

S/(pcosa),  psin(o)A9, 
on  aura 

I  =  lira     2/(p  coso),  p  sin  (i})p  dp  dis}  -{ — 1,/dp^  d(u    . 

Dans  cette  expression,  la  seconde  somme  a  pour  limite  zéro 
quand  les  dp  et  dto  tendent  vers  zéro.  En  effet,  soient  M©  le 
maximum  du  module  de  /{x^  y)  dans  le  champ  G,  et  A  l'aire  du 
champ  (A)  en  p,  w  qui  correspond  à  G,  c'est-à-dire  l'aire  de  la 
région  d'un  plan  où  reste  le  point  de  coorAonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires, p,  (o  quand  le  points,  y  reste  dans  G  :  dès  que  les^fp 
sont  inférieurs  à  e,  le  module  de  la  seconde  somme  est  inférieur  à 

-MçitZdp  diù.     ou  à     -MneA, 

ce  qui  démontre  la  proposition,  car  le  champ  A  est  fini  lorsque  le 
champ  G  l'est  lui-même. 

Quant  à  la  première  somme,  elle  tend  évidemment  vers  l'inté- 
grale double 

/  /  yCpcosu),  p  %\inù) p  dp  dm ^ 

prise,    en    coordonnées    cartésiennes    rectangulaires,    dans    le 
champ  (A). 

Tel  est  le  résultat  demandé  :  d'ailleurs  pour  calculer  l'inté- 
grale transformée  en  p,  w,  il  n'est  pas  nécessaire  de  passer  par 
l'intermédiaire  du  champ  (A)  :  grâce  à  la  signification  géométrique 
simple  des  coordonnées  polaires,  il  est  aussi  aisé  de  se  servir  du 
champ  G.  On  a  en  effet,  en  appliquant  la  méthode  générale  de 
calcul  d'une  intégrale  double, 


l  =  I  dbi  I  f.pdp; 


les  limites  de  l'intégrale  en  p  sont  les  valeurs  extrêmes  que  prend 


3o 
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le  rayon  vecleur  lorsque  Tangle  polaire  a  la  valeur  co;  ce  sont 
donc  {fig'  1 1),  p=  OM'  el  ^0"=  OM''  ;  les  limites  de  l'intégrale  en  w 

Fig.  II. 


sont  (Oq  et  Qq,  minimum  et  maximum  de  Tangle  polaire  pour  tout 
le  champ.  Ainsi 

1=1        rfo)   /       /(p  cosoi,  p  sin(t))p  rfp, 

28.  Remarque.  —  Cet  exemple  montre  qu'on  ne  doit  pas  rem- 
placer rf^c  et  dy  dans   /  /  /{x^y)dx  dy  par  leurs  valeurs  obtenues 

en  différentiant  les  équations  x  =  p  cosw,  ^  =  p  sinw,  du  change- 
ment de  variables  ;  cette  opération,  d'ailleurs,  conduirait  à  un 
résultat  sans  signification,  puisqu'elle  introduirait  des  termes 
en  rfp2  et  rfw^,  et  non  pas  seulement  un  terme  en  dp  dit), 

29.  Cas  général.  —  Si  Ton  a  à  faire  le  changement  de  variables 
général, 

on  pourra  raisonner  d'une  manière  analogue,  en  divisant  le  plan 
à  l'aide  des  courbes  u  =  const.  et  v  =  const.  :  la  courbe  u  =  Uq 
est  celle  dont  on  obtient  l'équation  en  faisant  u  =  Uo  dans  les 
deux  relations  précédentes,  et  éliminant  i>  entre  ces  relations; 
on  délinit  de  même  la  courbe  v  =  r,,. 

Or  il  est  aisé  de  trouver  la  valeur  principale,  û^o-,  de  l'aire 
ombrée  (.A^'.  12)  comprise  entre  les  courbes  (//)  de  paramétres 
u  et  u  -H  du,  vl  les  courbes  (t^)  de  paramètres  v  cl  \f  -h  di^  :  le  plan 
peut  être  en  effet  regardé  comme  une  surface  définie  paramétrique- 
ment  par 


-  =  o; 
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el  l'on  a  trouvé,  pour  la  valeur  principale  c\ieTchée{'}  (ïomel, 

n"  4i8),  

ik  =  du  dv  /a»  -1-  B>  +  C>. 


deux  foDctions  ç{«,  v)  cl  ■}'{«,  i*);  d'ailleurs  A  ^=  B^  o.  On  a 
donc,  pour  la  valeur  exacte  de  l'aire  coosidérée, 

iT  =  d«rft.[modJ(  «,»-)+»„„], 

ehv  désignant  une  qtianlilé  qui  s'annule  avec  du  et  dv;  el  de  [A 
résulte  pour  l'intégrale  proposée, 

l'expression 

I  =  li[n2/[<p(u.w),  ^(u,v)]inodS  dudf  -^-]imI./.l^^  dudv. 
La  première  somme  a  pour  limite  l'iiilégrale  double 

prise  dans  un  champ  en  ii,  v  facile  à  déterminer;  pour  établir 
que  la  seconde  a  pour  limite  zéro,  il  faudrait  montrer  que  modeu* 
reste,  pour  toutes  les  valeurs  de  u,  c  comprises  dans  le  champ, 

(')  On  pourrait  opérer  auLremenl  en  observant  que  l'aire  curvîtigne  MNQP  a 
pour  valeur  principale  k  double  Je  l'aire  du  triangle  rceliligne  M.\P.  Or  les 
points  M,  >,  P  ont  respeclWenient  pour  coordonnées  (  aux  ioûniiucnt  pclils  pris 

du   second  ordre)  x,  y;  x  +  -^da,  y  -h  -f  du;  x  -t-  -j-  dv,  y  +  -^  dv;  l'aiie 
'     '  ^  '  Ou         ■'du  àv         •'        àv 

du  triangle  est  par  )uiLe,  en  vertu  de  son  expression  connue  par  ua  déterminant, 

égale  à  idudvmod  J(u,  v),  ta  valeur  principale. 
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et  à  partir  de  valeurs  suffisamment  petites  de  duy  dvy  inférieur  à 
un  nombre  donné,  a,  si  petit  soit-il  :  sans  cela,  on  ne  sera  pas 
sûr  que  la  seconde  somme  tende  vers  zéro  {voir  un  cas  analogue 
au  n**  315  du  Tome  I).  La  démonstration  serait  délicate  et  s'éten- 
drait difficilement  d'elle-même  au  cas  de  l'intégrale  triple;  il  sera 
plus  simple  de  suivre  une  autre  méthode  et  de  fractionner  la 
question. 

30.  Première  partie.  —  Supposons  d'abord  qu'on  ne  change 
quune  seule  des  deux  variables,  y  par  exemple,  en  posant 

u  étant  la  nouvelle  variable  remplaçante^;  il  s'agit  de  chercher 
l'expression,  en  x  et  w,  de  l'intégrale 


^=  f  f  /{^^y)dxdjr. 


On  peut  admettre,  sans  restreindre  la  généralité,  que  la  fonc- 

lion  j-  garde  un  signe  constant  dans  le  champ  d'intégration  :  en 

jp  • 

effet,  -p  est  une  fonction  de  x  et  de  w,  et,  par  suite,  d'après  (i)^ 

c'est  une  fonction  de  x  et  de  y^  soit  ç(x,  y)  ;  or,  la  courbe 

divise  le  champ  primitivement  donné  en  champs  partiels,  dans 

chacun  desquels  la  fonction  'j,  c'est-à-dire  r— >  conserve  le  même 

1  *  '  ou 

signe,  et  il  suffira  de  supposer  d'abord  que  G  est  un  des  champs 
partiels. 

Cela  posé,  regardons  x  el  y  comme  les  coordonnées  rectangu- 
laires d'un  point  dans  un  plan  P,  x  et  u  comme  les  coordonnées 
d'un  point  dans  un  plan  P',  et  établissons  entre  les  points  de  P  et 
de  P'  la  correspondance  suivante.  A  un  point  M'(:r,  u)  de  P',  fai- 
sons correspondre  le  point  M  de  P,  qui  a  même  abscisse,  t,  et 
qui  a  pour  ordonnée  la  quantité  jk  définie  par  (i),  j^r:=  F(:c,  u). 

Lorsque  le  point  M  (Jiff»  i3)  reste  à  l'intérieur  du  champ  C,  le 
point  correspondant  M'  reste  à  l'intérieur  d'un  champ  C;  il  est 
clair  que  si  M  est  sur  le  contour  de  C,  M'  est  sur  le  contour  de  G'; 
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de  plus,  pour  les  deux  champs  G  et  C,  les  abscisses  exlrômes 
Xq  et  Xq  sont  évidemment  les  mêmes  :  on  admet  essentiellement 
que  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  champs  est  uni- 
voque,  c'est-à-dire  qu'à  un  point  x^  ii  de  C  ne  répond,  par  (i), 
qu'un  point  x,  y  de  G,  et  inversement. 
Cela  posé,  on  peut  écrire  l'intégrale  1  : 


<-^) 


/»  Xq  /*}'% 


y%  et  y^  étant  les  valeurs  de  y  qui  correspondent,  sur  le  contour 
du  champ  G,  à  la  valeur  x  de  Tabscisse. 


Or,  dans  l'intégrale    /      /(«p,  y)  dy^  x  est  regardé  comme  con- 


stant; si  donc  on  pose  j^  =  F(x,  w),  on  aura  dy  =  j;]du,  et,  par 
suite. 


du 


(3) 


//i  et  W2  étant  les  valeurs  de  u  qui  répondent  par  y  =  F(»3^j  '')» 
aux  valeurs^!  eiyi  de  ^;  ce  sont,  en  d'autres  termes,  les  u  des 
points  du  plan  P'  qui  correspondent  aux  points  (.r,  y^  )  et  (  j?,  y^^^ 
du  plan  P. 

Soient  U|  la  plus  petite,  U^  la  plus  grande  des  quantités  u^^  u^] 
H.  —  IL  3 
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je  dis  que  Ton  a 

(4)  /'V(^.ï^^)^^"  =  /  '/(x,F)moâ(^l^du. 


Car  la  relation 


dy  =  -r—  du 

•^        au 


montre  que,  si  j-  est  positiCdans  le  champ,  u  croît  en  même  temps 

que  j^  (x  étant  constant),  el,  comme  on  a  y^  <>'2>  on  aura 

M,<a,, 
c'est-à-dire  que 

et  la  relation  (4)  est  évidente.  De  même,  si  r—  est  négatif  dans  le 

champ,  u  décroît  quand  y  croît  (x  étant  constant),  et,  comme 
on  a  yi  <!  y^,  on  aura 

d'où 

a,  —  U,,         Mj— Ui, 

et  la  relation  (4)  est  encore  évidente. 

Donc  enfin,  en  vertu  de  (a),  (3)  et  (4),  il  vient 

('y)  \--j       dx  /{T,F)modlj-jdu. 

Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  figure  i4,  on  voit  que  le 
second  membre  de  (5)  n'est  autre  chose,  d'après  sa  forme  même, 
que  l'intégrale  double 


/r/(.,F)mod(^)rfW« 


prise  dans  le  champ  C  ;  car,  pour  calculer  celte  intégrale,  la 
règle  générale  conduit  précisément  à  écrire  le  second  membre 
do  (:•)). 

On  a  ainsi  résolu  le  problème,  c'est-à-dire  trouvé  la  forme  de 

l'intégrale  donnée  en  introduisant  les  variables  x  et  u  :  observons 

ôF 
maintenant  que  -r-  n'est  autre  chose  que  le  jacobien  des  anciennes 

variables,  x  el  y^  par  rapportant  nouvelles,  x  et  w.  Les  formules 


I 

0 

d¥ 

ôF 

dV 

'       \ 

ou 

dx 

du 
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de  transformation 

X  =  X,        ^  =  F(ar,  u) 
donnent  en  effet 

à{x,y)  _ 

Ô{Xj  u) 

l^a  formule  fînale  est  donc 
.6)         ff/(^.y)dxdj'=JJ/{x,F)mod^^^^^dxd 

liemarque,  —  Cette  formule  est  indépendante  du  signe  con- 

dF 
stant  que  —  a  été  censé  garder  dans  le  champ  C;  on  en  conclut 

qu'elle  est  vraie  même  si  -r-  change  de  signe  dans  le  champ. 

En  effet,  supposons  que,  dans  la  partie  d  du  champ,    -  soit 

positif,  et  que,  dans  la  partie  C2,  il  soit  négatif.  La  formule  (6) 
étant  vraie  pour  les  champs  C|  et  Ca,  on  a 

/   /  f{^}  y)dx  dy  ^   I   j    /(x,  F)  modJ  dx  du, 
/  /    f{^>  y)dxdy  —    j    I    /(x,  F)  modJ  dx  du; 


C, 


d'où  Ton  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

f  f  A^yX)  dxdy=    I    1  /(XyF)mod5  dx  du, 

Celant  le  champ  total,  C,  -h  C^,  en  a:  et  w,  qui  répond  au  champ  C 
en  X  et  j^.  c.  q.  f.  d. 

31.  Seconde  partie.  —  Changeons  maintenant  les  deux  va- 
riables X  qX.  y\  soient  u  et  r  les  nouvelles  variables. 

Si  nous  prenons  d'abord  pour  variables,  à  la  place  de  x  et  y,  les 
variables  x  et  a,  nous  aurons,  comme  on  vient  de  le  voir, 


y  étant  remplacé,  dans  la  seconde  intégrale,  par  sa  valeur  en  x  et  «, 
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et  C  étant  le  champ  des  systèmes  de  valeurs  de  x,  u  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x^y  du  champ  C. 

Prenons  maintenant  comme  variables,  à  la  place  de  x  et  de  u, 
les  variables  w  et  i^;  nous  aurons,  toujours  d'après  (6), 


t/     «/rr 


,  d(a:,  y)   ,      , 
f(Xy  y)  mod-T-i — ^—-dxdu 


C"  étant  le  champ  des  systèmes  de  valeurs  de  w,  v  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x^  u  du  champ  C,  c'est-à-dire  aux  valeurs 
Xj  y  du  champ  G. 

Or,  d'après  une  propriété  fondamentale  des  jacobiens  (T.  I, 
n"  49),  on  a 

à(x,y)  dJTy  u)  __  d(Xj  y) 
O(XjU)  d(UtÇ)  ~~  d(Uj  v) 

ce  qui  donne  finalement 

X  et  y  étant,  au  second  membre,  supposés  remplacés  par  leurs 
valeurs  en  (/  et  i^  :  c'est  le  résultat  trouvé,  moins  rigoureusement, 
au  n*»  29. 

Voici  donc  la  conclusion. 

32.  Règle.  —  Pour  changer  de  variables  dans  une  intégrale 
double 

J  j  fi^^y)dxdy, 

on  substitue  à  x  et  y^  dans  /(x^y)^  leurs  valeurs  en  /onction 
des  variables  nouvelles  u  et  c,  et  Von  remplace  dxdy  par 
modJ  du  dvj  J  étant  le  jacobien  de  x  et  y  par  rapport  à 
u  et  r. 

Le  champ  de  V intégrale  nouvelle  est  V ensemble  des  systèmes 
de  valeurs  de  «/,  v  qui  correspondent  aux  systèmes  de  valeurs 
de  .r,  y  compris  dans  le  champ  primitif  C. 

Ainsi,  le  champ  C  étant  défini  par  une  ou  plusieurs  inégalités 
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le  champ  nouveau  sera  défîni  par  les  mêmes  inégalités,  où  Ton 
suppose  X  eiy  remplacés  par  leurs  valeurs  en  u  et  i'. 

33.  Remarque.  —  Les  démonstrations  précédentes  supposent 
qu'à  un  point  (x,  ^)  du  champ  primitif  C  correspond  un  et  un 
seul  point  du  champ  nouveau  en  u,  r,  et  inversement.  S^il  en  est 
autrement,  on  décomposera  le  champ  primitif  en  champs  partiels, 
de  manière  à  vérifier  la  condition  indiquée. 

Par  exemple,  si  C  est  l'intérieur  du  cercle  x^-^y-  —  R^r^o, 
et  si  l'on  pose 

on  décomposera  le  cercle  en  quatre  quadrants,  par  les  axes  de 
coordonnées;  à  un  point  ('/,(')  correspond  alors,  dans  chaque 
quadrant,  un  seul  pointa:,  y,  et  réciproquement. 

L'intégrale  double  donnée  sera  ainsi  la  somme  de  quatre  autres, 
à  chacune  desquelles  on  appliquera  séparément  la  règle  du  chan- 
gement de  variables. 

3i.  Intég^rale  triple.  —  La  règle  est  la  même  pour  une  intégrale 
triple  ;  on  remplace  dx  dy  dz  par  du  dv  dw  mod  J,  J  étant  le  jaco- 
bien  de  .r,  y^  z  par  rapport  à  «,  r,  <v.  La  démonstration  est  sem- 
blable à  celle  qui  précède. 


Applications, 

35.  Coordonnées  polaires.  —  Si  l'on  pose 

ar  =  pcosa),        ^  =  psina>, 


on  trouve 


et,  comme  p  est  essentiellement  positif,  dxdy  doit  être  remplacé 
par  p  f/p  rfto,  ainsi  qu'on  l'a  trouvé  au  n"  27. 

Comme  application,  cherchons  le  centre  de  gravité  du  demi- 
cercle  C^  de  rayon  R,  tangente  l'origine  à  l'axe  des  j'  {fiS-  '^)- 
Ce   point  est  évidemment  sur  la  parallèle  à  Oy  menée  par  le 
centre  D  \  il  suffit  donc  de  calculer  son  ordonnée  r,. 
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On  aura  (n*»  24) 


^  = 


j   l  ydxdy       i  j  j  y  dx  dy 
I   I  dxdy 


car  Taire   du   demî-cercle,   qui  csl  le   dénominateur   de  7^,    esl 
Transformons  l'intégrale  du  numérateur  en  coordonnées  po- 

Fig.  i5. 


laires;  il  vient 


-7:R'7)=    /   /  p^  s'in  (x)  dp  dtù. 


Commençons  à  intégrer  par  rapport  à  p,  en  écrivant 

-irR^r,  =    /  s'inoi  d(t)  j  p^  dp. 

Les  limites  de  l'intégrale  en  p  sont  o  et  OM,  valeurs  de  p  qui 
correspondent  à  l'angle  polaire  w  sur  le  contour  du  champ;  les 

limites  de  l'intégrale  en  to  sont  o  et  ~>  valeurs  extrêmes  de  l'angle 

polaire  sur  le  contour  (n**  27);  et,  comme  OM  =  2R  cosw,    il 
vient 


Tt 


S  R  cos  (I) 


TC 


-7:R*7)=    /      sinoj  ^co    /  p*  dp  =  -    j     8  R' cos'w  sinto  «fw, 


i: 


cos^oj  sinw  dtxi 


-( 


1: 


COS*(o\'_    I 

~1     /o  ~  4  ' 


d'où,  iinalement, 


4  R 

''  =  3  ^ 


36.  Remarque.  —  Si  le  champ  C  est  la  région  comprise  entre 
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les  deux  cercles  de  rayons  Rq  et  R|  qui  ont  l'origine  pour  centre, 
el  entre  les  deux  rayons  vecteurs  d'angles  polaires  Wq  et  w^ 
Kfig'  16),  on  a 

les  limites  étant  des  constantes  absolues. 

Car  les  valeurs  dep  qui  correspondent,  sur  le  contour  du  champ, 

Fig.  16. 


à  l'angle  polaire  w,  sont  R©  et  R|  ;  les  valeurs  extrêmes  de  w  sur 
le  contour  sont  iùq  et  o)|. 

On  peut  dire  aussi  que  le  champ  est  défini  par  les  inégalités 

c'est-à-dire  que,  si  (o  et  p  sont  regardées  comme  les  coordonnées 
rectangulaires  à^ un  point  d'un  plan,  le  champ  est  l'intérieur  d'un 
rectangle  de  côtés  parallèles  aux  axes  {fig.   17).  Donc  (n**  15) 


Ri 

Fig; 

•  «7- 

Ro 

1 
î 

0 

a 

>o 

(X 

iy 

0) 


les  limites  sont  Rq  etR|  pour  l'intégrale  en  p,  Wq  et  o)|  pour  l'in- 
tégrale en  w. 

Les  coordonnées  polaires  seront  donc  très  avantageuses  quand 
on  aura  à  calculer  des  intégrales  doubles  dans  des  champs  limités 
par  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  issus  de  leur  centre 
commun. 
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37.  Volumes  et  aires  planes  en  coordonnées  curvilignes.  — 
Soit  la  surface  définie  paramétriqiiement  par 

IjC  volume  compris  entre  cette  surface,  le  plan  des  xy  et  un 
cylindre  droit  ayant  pour  base,  dans  ce  plan,  une  courbe  C,  est, 
comme  on  sait  (n**  18), 

\=JJzdxdy; 

s\  l'on  remplace  dans  l'intégrale  x^y  el  z  par  leurs  valeurs  para- 
métriques en  {/  et  {\  celle-ci  devient 

v=//.,„.,,™.(gg-g*).*.A 

le  champ,  en  i/,  r,  étant  déterminé  comme  on  l'a  expliqué  au  n^32. 
Faisons,  dans  ces  formules,  5  =  1;  elles  donneront  Vaire  de  la 
portion  du  plan  des  xy  comprise  à  l'intérieur  du  champ  C. 

Exemple.    —    On    demande   la    valeur  de    l'aire   ombrée  C 

Kig.  jS. 


{Jig-  iH),  comprise  entre  les  quatre  paraboles 

yi=aoW,        y^^-oix,         a'i=boy,         ar*  =  617, 

on  supposant  a<  >  r/o  !>  o,  b\  >*  />o  >  <^- 

Dans  l'intégrale  qui  donne  Tuirc,  à  savoir   /    /  dxr/y^   fai 

le  changement  de  variables 


isons 


=  a, 


—  =  i\ 
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On  cil  tire 


1  1 


1    1 


d'où,  pour  le  jacobîen, 


0(11,  i') 


I 


L'inlégrale  proposée  devient  donc 


d'ailleurs,  le  champ  ancien,  en  x  et  y^  étant  défini  par  les  inéga- 
lités 

j-  y 

le  champ  nouveau,  en  u  et  i^,  sera  déflni  par 

ce  sera  donc  l'intérieur  d'un  rectangle,  et  l'on  aura,  pour  l'aire 
cherchée, 


d^  =■  r,{ai—  ao)(hi—bQ). 


38.  Élément  de  volume  en  coordonnées  polaires  et  semi-polaires. 

i"  Les  coordonnées  polaires  d'un  |)oint  M  de  Tespace  {/fg-  19) 


<2C 


(Tome  I,  n"  283)  sont  les  quantités  p,  6  et  «j;  de  la  figure:   si 
j:,  yj  z  sont  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  de  ce 
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point,  on  a 


X  =  Oq 
y=mq 
z  =  M  m 


0/n  cosi}'  =  psinô  cos<|/, 
Om  sini)^  =  p  sîn6  sini|/, 
=  p  cosO. 


Il  importe  d'observer  que,  quelle  que  soit  la  position  de  M 
dans  l'espace,  on  peut  supposer  p  positif,  6  compris  entre  o  et  it, 
A  compris  entre  o  et  itz.  Réciproquement  à  un  système  de 
valeurs  de  p,  6,  ^  satisfaisant  à  ces  conditions  correspond  un  et  un 
seul  point  {oc^y^  z)  de  Tespace. 

Les  formules  de  transformation  ci-dessus  donnent  : 


sinOcosi}^     pcosOcosi};    — psinOsin^ 
sinOsini)^     pcosOsinij/  psinOcos^ 

cosO  —  p  sinO  o 


=  p'  siiiô. 


Ainsi,  dans  une  intégrale  triple,. l'élément  de  volume  dx dy  dz 
sera  remplacé  par  p^  sin8  rfp  ^6rf'}  ;  il  n'y  a  pas  à  introduire  le 
module  du  jacobien,  puisque  p^  et  sinÔ  sont  positifs. 

7.^  Les  coordonnées  semi-polaires  de  M  sont  Om  =  /•,  i  et  z', 
on  a  les  formules  de  transformation 


a7=rcostj/,        ^=rsin<j/, 


•3  —  Z  » 


On  peut  supposer  r  positif  et  4  compris  entre  o  et  27r. 

Le  iacobicn  ^ — \'  ^-  est  é^ral  à  r  :  l'élément  de  volume  sera 

donc  r  drdif  dz^  puisque  r  est  positif. 
Voici  quelques  applications. 

39.  Volume  d'une  portion  de  sphère.  —  Considérons  un  corps  V 
limité  ^fig^  5io)  : 

i"  Par  deux  sphères,  ayant  Torigine  pour  centre,  de  rayons  Oq 
^t  p<  ; 

•2"  Par  deux  demi-cônes  de  révolution  autour  de  O^,  d'angles 
au  sommet  2 9^  et  28,  ; 

3°  Par  deux  demi-plans  menés  par  0.3,  et  faisant  avec  zOx  les 
angles  «j^o  et  «{>|. 


L'emploi  des  coordonnées   polaires  est  très  avantageux  dans 
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toutes  les  intégrales  triples  étendues  au  corps  V.  En  effet,  pour  un 
point  quelconque  (p,  0,  à)  de  ce  champ,  on  a 

po^pLpu       OolOlOi,        hi^thy 

cl  réciproquement^  si  p,  0,  ^  vérifient  ces  inégalités,   le   point 
(p,  0,  i*)  est  à  l'intérieur  de  V. 

Si  donc  on  transforme  en  coordonnées  polaires  une  intégrale 


I  -  j j  j  A^*y^  ^)dTdydz, 


ayant  V  pour  champ,  le  nouveau  champ,  en  regardant  p,  6  et  •! 


Fi  g.  'io. 


—  œ 


comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  sera  un  paral- 
lélépipède rectangle  de  faces  parallèles  aux  plans  de  coordonnées. 
On  aura  donc  (n°  17) 

/  /   /  •^^^'-^'  z)dxdydz 

/»?!  r^^  /•'t'i 

—    /       rfp   /       d^  I       ^<}/p*  sinO/(p  sin6  costj^,  p  sinô  sin<|/,  p  cosO) 

•^p.         *\         »^4/. 

0, 


f      p^do  /      sine^^O  /      /é/^. 


Ainsi,  le  volume  du  torps  V  s'obtiendra  en  faisanty=  i;  d'où 

3  3 

V-  ej-^"(cosOo--cose,)(4.,-i|/o). 
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40.  Moment  d'inertie  d  un  volume  de  révolution  par  rapport  à 
son  axe.  —  Les  coordonnées  semi-polaires  sonl  avantageuses  clans 
les  questions  relatives  aux  surfaces  de  révolution  autour  de  O^. 

Considérons,  par  exemple,  le  volume  de  révolution  V  engendré 
par  une  courbe  fermée  du  plan  des  xz^  tournant  autour  de  O^. 

Soit  z  =  'f(»^)  cette  courbe  {/iff^  21),  supposée  rencontrée  en 

Fig.  :ii. 


deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oz  :  désignons  par 
'^i(x)  et  Oi{x)  les  deux  valeurs  de  z  qui  correspondent,  sur  la 
courbe,  à  l'abscisse  x,  'f  i(»^)  étant  inférieur  à  «2(x). 

Le  moment  d'inertie  (n"  25)  du  volume  V,  par  rapport  à  Ov, 
est,  en  coordonnées  semi-polaires, 

1=   r  f  f{x^-^y-)dxdj'dzr=  Ç Ç Ç r^drd^dz. 


écrivons 


r  fr^drd'\>  f  dz. 


les  limites  de  1  intégrale  en  z  sont  les  valeurs  de  z  qui  corres- 
pondent, sur  la  sur/ace  de  révolution,  aux  valeurs  /*  et  ^  des 
deux  autres  coordonnées,  c'est-à-dire,  puisque  z  =  C5(r)  est 
Téq nation  de  la  surface, 

I  r^   f       r^[oi(r)—r^i{r)]drd'l, 

et  le  champ  de  celte  intégrale  double  est  Tensemble  des  valeurs 
de  /*,  'i  qui  correspondent  aux  points  du  volume  de  révolution. 
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Kn  d'autres  termes,  ce  champ  est  la  région  du  plan  des  xy  où  se 
projettent  les  points  du  volume,  c'est-à-dire  la  couronne  circu- 
iaire  comprise  entre  deux  circonférences  de  centre  O  et  de 
rayons  Rq  et  R|,  Ro  et  R^  désignant  le  minimum  et  le  maximum 
de  la  distance  d'un  point  de  la  courbe  méridienne  à  l'axe  Oz.  Par 
suite  (n"  36)  l'intégrale  double  s'écrit 

^R|  /»«1ï  /.Ri 

-il.  Exemples.  —   i"  Sphère,  —  La  méridienne  est 

z  —  dz/H*  — a:*, 
d'où 

et 

,R 


Pour  intégrer,  on  prendra  pour  variable  z*^,  puisque  l'on  n'a, 
sous  le  signe   /,  que  rdr  et  r^;  mieux  encore,  on  posera 


d'où 

R 


i"  Cylindre,  —  On  a  évidemment,  en  désignant  par  h  la 
hauteur  du  cylindre,  par  R  son  rayon  et  en  supposant  la  base 
dans  le  plan  des  xy^ 

(p,(a7)=/<,         <pi(ar)=o; 
donc 

3"   Tore,  —  La  méridienne  est  {^fig-  2'i) 

(r  — a)«-h-5«=  Rî,        z  =±:v/R«  — (or-  a)*, 
d'où 


tp,(a7)  =  H-y/R«  — (a?  — a)«,         (p,(ar)=  — /R*  — (ar  —  «)*. 
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On  a  donc 

,/r4  R 


\  —iTZ  j  ir^^K'^  —  {r  —  aydr. 

*^ii  -  R 


Pour  intégrer,  on  peut  ramener  aux  lignes  trigonométriques  en 

posant 

r  —  a  =  R  sino; 
ce  qui  donne 

-A 

I  =  ÎTrR*    1         (a -+- Rsinçp)*  cos*oc^çp; 

2 

on,  en  développant, 

- — —  \  r=  a^  j         cos*  cp  do  -f-  3  a*  R   /         sin  q  cos*  cp  cfçp 


7C 


TC 


-r-  JaR*   /         sin*cp  cos*oû?© -r- R'   /         sin'tp  cos*<p  c^©. 
"s  s 

Au  second  membre,  la  deuxième  et  quatrième  intégrales  sont 

Fig.  J3. 


Oy 


-a> 


nulles,  car  ce  sont  des  intégrales  de  fonctions  impaires,  entre  des 
limites  égales  et  de  signes  contraires  (Tome  1,  n®  263,  4*')- 

On  a  d'ailleurs,  en  se  servant  des  formules  établies  à  propos  de 
celle  de  Wallis  (Tome  I,  n'>  273), 


ir 


/cos'  o  <io  =  •?.  /      (I  —  sin* co  )  û?«&  =  2  (  — —  1  =  - 


ir 


T. 


I         sin'ocos'o^cD  =  •;>.  /      sin*  o(i  —  sin*o)û?(?  =  2  ( 1—  - 
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Finalement 

\  2  8  /  Jl 


AIRES  SUR  LES  SURFACES. 


i2.  Définition.  —  Soit  51  une  surface,  pour  laquelle  les  coor- 
données d'un  point  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  Ox, 
Oy,  Ow,  sont  des  fonctions  de  deux  paramètres,  u  et  v^  et  sur 
laquelle  le  carré  de  l'élément  d'arc  a  pour  expression  (Tome  I, 
n«  412) 

(  I)  ds*=  E(m,  v)du^-\-  •;•. F(m,  v)dudv  -h  G(m,  v)dv^. 

Considérons  une  portion  finie,  A,  de  S;  les  valeurs  de  f/,  v  qui 
répondent  aux  points  de  cette  portion  vérifient  certaines  inégalités, 
et  réciproquement;  sous  une  autre  forme,  si  Ton  regarde  i/,  i' 
comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan, 
aux  points  de  la  portion  de  surface  A  correspondent  les  points 
d'une  région,  C,  de  ce  plan.  Nous  supposerons  que  la  correspon- 
dance ainsi  établie  entre  la  surface  A  et  la  région  C  est  univoque, 
le  mot  aj'ant  la  signification  donnée  au  n**  30. 

Cela  posé,  nous  définirons  Taire,  <vl>,  de  la  portion  de  surface  A 
par  la  relation 

i-i)  ^o^   C  Ç  /EG  —  F«  du  dv, 

l'intégrale  double  étant  prise  dans  la  région  C  du  plan  des  uv. 

Cette  définition  est  indépendante  du  choix  des  axes  de  coor- 
données, Ox,  0^etO>3,  parce  que,  si  l'on  fait  un  changement 
d'axes  rectangulaires,  en  gardant  toujours  les  mêmes  paramètres 
u  et  ^,  l'expression  (i)  de  ds'^  demeure  évidemment  inaltérée,  en 
raison  de  sa  signification  géométrique. 

Je  dis  maintenant  que  la  définition  est  indépendante  du  choix 
des    paramètres   u    et    v.    Faisons    en    effet    le   changement  de 
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variables 

l'expression  de  ds-  devient 

rf*'=E(/,^)(grf«'+grf.')V 

ce  qui  s'écrit 

(4)  ds^=  Kxdu*-^i¥xdu'  dv'-h  G,  rfr'», 

étant  posé 

dans  les  seconds  membres,  E,  F,  G  désignent' 

Dans  le  système  des  paramètres  //',  r',  l'aire,  c-l.|,  de  la  portion 
de  surface  considérée  est  définie,  d'après  (4),  par  la  relation 

(  0 )  Xx^-  f  f  /E,G,--FÎ  du'  di\ 

^'  «/Cl 

C|  étant  la  région  du  plan  des  a',  v'  qui  répond  à  la  portion  de 
surface,  c'est-à-dire  qui  répond,  par  les  formules  de  transforma- 
tion (3),  à  la  région  C  du  plan  des  uv.  Il  s'agit  d'établir  que  Xi 
est  égal  à  Q.l>. 

Or,  si,  dans  l'intégrale  double  (2),  qui  donne  cl»,  on  effectue  le 
changement  de  variables  (3), 

w  =/("',  v'),         V  -  g(u\  r'), 
celte  intégrale  devient 

^\^=  f  f  •E(/,iOG(/,^)-FH/.  ^)  inod  ^7/;^  du'  dv', 
C|  étant  le  champ  du  plan  des  u\  r'  défini  tout  à  l'heure. 
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D'ailleurs,  des  relations  (5),  on  déduit,  par  un  calcul  facile, 
Fidentité  suivante  : 

E,G,-F|.<EG-K.,(gg-g|j)', 


c'est-à-dire 


/EG  -  F«  mod  ^'^?-  =  /K, G,-¥\, 


E,  F,  G  désignant  encore 

E(/,  ^-),     F(/,  A'),     G(/,  ^). 
L'expression  ci-dessus  de  i\i>  s'écrit  donc  : 

-.1.=   /    /    /KiOi  —  F}  û?a'<'/i'',         c'est-à-dire         ^\o  =  e\<.i. 

c.  Q.   F.   D. 

43.   Cas  particuliers.    —    i^our   une    surface    représentée    par 
z  ^=zf[x^y)^  on  a  (Tome  I,  n"  414) 

(  7  )  ds^  =  ( I  -+- ^î )  dx^  H-  ipq  dx  dy  -\- (\  -r~  q^)  dj'^, 

p  Cl  q  désignant-^  et  -^-  L'aire  de  la  portion  de  surface  qui  se 

projette  à  l'intérieur  de  la  région  C  du  plan  des  xy,  et  qui  n'est 
coupée  qu'en  un  point  par  toute  parallèle  à  O^  avant  son  pied 
dans  celle  région  (*),  est  donc,  d'après  (7)  et  (2)  : 

(  81  ,1,  =    /   y   /r^ /?»-+- y*  dx  dy. 

On  aurait  des  expressions  analogues  en  résolvant  l'équation  de 
la  surface  par  rapport  à  j)^  ou  à  x. 

Si  la  surface  est  le  plan  z  =  o^  p  clq  sont  nuls,  et  l'on  retrouve, 

pour  iX>,  l'expression  ordinaire  de  l'aire,   /   /  dxdy. 


4i.  Remarque  I.  —  La  quantité  y/EG  —  F^duds^,  qui  figure 
sous  le  double  signe  soinmatoire  dans  l'expression  de  (tl>,  n'est 


(*)  Car  il  est  nécessaire  que  la   portion   de  surface  cl  le  champ  C  se  corres- 
pondent d'une  manière  univociuc. 

H.  -  II.  4 
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autre  chose  que  la  valeur  principale  de  rélément  d^aire  sur  la  sur- 
face proposée,  en  coordonnées  curvilignes  (Tomel,  n®  418).  Mais 
il  eût  été  difficile  de  partir  de  cette  expression  pour  définir  l'aire 
d'une  région  finie  de  la  surface,  parce  qu'elle  ne  donne  qu'une 
valeur  principale,  c'est-à-dire  approchée,  dont  on  ne  peut  fixer 
aisément  le  degré  d'approximation. 

L'expression  (a)  de  Taire,  ne  dépendant  que  de  E,  F,  G,  est  la 
même  pour  deux  surfaces  applicables  Tune  sur  l'autre  (Tome  I, 
n°  155),  c'est-à-dire  que  la  représentation  d'une  surface  sur  une 
autre,  quand  elle  conserve  les  longueurs,  conserve  aussi  les  aires. 

Remarque  II.  —  On  a  trouvé  (Tome  I,  n**  418) 

EG— F«=A«-4-B«-f-C«, 

A,  B,  C  étant  les  coefficients  de  l'équation  du  plan  langent 
(Tome  I,  n°  408).  On  pourra  donc  remplacer  EG  —  F^  par  cette 
valeur,  dans  (2). 

45.  Exemple  I.  —  Soit  la  sphère  or'^+X'^-l- 5^==  R'-',  de  centre  0, 
rencontrant  en  A  {fig»  ^3)  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  On 


Fi  g.  23. 


considère,  dans  le  plan  des  xy^  une  ellipse  intérieure  à  la  sphère, 
d'axe  O^,  de  sommets  O  et  A,  d'équation  y^=:^m^x{K  —  x): 
on  demande  l'aire  de  la  portion  de  sphère  située  au-dessus  du 
plan  des  xy,  qui  se  projette  à  l'intérieur  de  la  demi-ellipse  OMA. 
En  dérivant  par  rapport  k  x  ely  l'équation  x^  -hy^  -i-  z^=  R*, 

on  obtient  les  valeurs  de  -^  et  --^j  ou  p  et  (7  : 

Ojc        Of  ri 


X  -^  pz  =  o, 


y-\-qz  =  o. 
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L'aire  cherchée,  JU,  est  donc,  d'après  (8), 


v^  =    /    /      dxdyi/  \-\ 


OMA  ■  ^ 


=    /   I  dxdy—  =   I   I  dx  dy—-  1 

J  J  ^       J  J  ^R«— j:t_^i 

en  vertu  de  Féquatlon  de  la  sphère. 

Calculons  X  en  commençant  l'Intégration  par  rapport  k  y\  les 
limites,  dans  l'intégrale  en  y^  sont  o  et  l'ordonnée,  pour 
l'abscisse  x^  de  l'ellipse  y*  =  m*vc(R  —  x)]  dans  l'intégrale  en  x^ 
les  limites  sont  o  et  R.  On  a  donc 


Il  ^  w  |/x  (  K  —  J- 1  f 


X  =  R   /      dx    i 

Jo  Jo  \/R^^x*  —  y^ 

L'intégrale  indéfinie  /    , il    .  étant  Arc  sin —»  il  vient 

°  J   ^a^  —  y*  a 

«         D    r*^  A        •     fns/x{K-x)^         n    r^  K        '        a  /     -^       .7 
fll,  =  R   /      Arc  sin _  — dx  =  ï\    1      Arcsin/wi/T- dx. 

Jo  •R*  — ^*  Jo  V    H-r-j; 

Calculons  l'intégrale  en  x  par  le  changement  de  variable 


d'où 


et 


/     X  /n'  X 

Arcsinm^^^-^  =  <,         ou         ^__  =  sin«/; 

Rsin*/                ,            R/n*cos^sin/  , 
X  =  — 1 :— T->  dx  =  7.  ' — :— - — -  dt. 


Arc»ln  — 


v^«     .  .         cosf  sin/ 


JJ^  (m* — sin«/)* 

,                  .   ,        co*»»  1 9\ï\  t  dt     .           1      i*/v*^          •   11       1               I 
La  quantité  1-, — ^—rrTi  étant  la  dilierentielle  de   — r :— r- 

on  trouve,,  en  intégrant  par  parties, 

Arc  tin  -— :  Arc  sln  — 

^    ^.   .  r       ^'^      dt 


JU  =  Rî/n«f     .     ^  .   ,,)  '-R^m*   T 


m*  —  sin*^ 


L'intégrale  restante  se  calcule  aisément  par  le  changement  de 
variable  tang/=:  u  (Tome  I,  n<»  230,  i"). 
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Dans  le  cas  particulier  de  m  =  i ,  Tellipse  devient  une  circonfé- 
rence ;  l'intégrale  indéfinie  au  second  membre  est  tangf,  et,  comme 

Arcsin — =  =  --,  on  trouve 

v/'2  ^ 


.^.R.(^_.). 


Sous  une  autre  forme,  si,  du  huitième  de  sphère  compris  dans 
Tangle  positif  des  axes,  on  retranche  la  partie  qui  se  projette  à 
rintérieur  du  demi-cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre  dans 

le  plan  des  xy^  Taire  de  la  portion  restante  est  -ttR* — JU,  c'est- 
à-dire  R^.  Elle  est  donc  exactement  quarrable;  c'est  le  problème 
dit  de  la  voûte  de  Viviani, 


i6.  Exemple  II.  —  Soit  la  sphère  représentée  paramétrique- 
ment,  en  coordonnées  polaires,  par  les  équations  (Tome  I,  n'*416) 

a^  =  R  sinO  cosij;, 
^  =  K  sinO  siinl, 
5  =  R  cos6; 

on  demande  l'aire  (ombrée)  {Jîg'  '^^l)  comprise  sur  cette  surface 


y 


ciUre  les  méridiens  i  =  J/q,  '}  =  'ii ,  el  l'arc  AB  de  la  loxodroniie 
(Tome  I,  i\^  467)  définie  par  l'équation 

'2 

On  a  trouvé  sur  la  sphère  (Tome  1,  n"  416) 

ds^=  Rî(ûro*H-sin«Or/^«); 
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d'où 

Ecrivons 

X  =  Rî  Ç d^  Tsineû^O. 

Les  limites  de  l'intégrale  en  6  sont  les  valeurs  de  8  qui  corres- 
pondent, sur  le  contour  du  champ,  à  la  valeur  i(  de  l'autre  coor- 
donnée, c'est-à-dire  les  8  des  points  P  et  M  où  le  méridien  4  coupe 
ce  contour.  La  limite  inférieure  est  donc  o  (point  P);  la  limite 
supérieure  (point  M)  est  la  valeur,  0,  que  fournit,  en  fonction 
de  ^,  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire 

tang-  =  Xe^y, 

0  =  2  arc  tangXe«4'. 
Ainsi 

X  =  R«   /       d^  \      sine  rfO  =.  Rî   /       rf^K-  cosO)'         '        , 

c'est-à-dire,  en  utilisant  la  formule  qui  donne  cos2i/  en  fonction 
de  tangi^, 

**  ^.  /         '  -  X«e««4'\       R«    /•+•  2aX«e««* 


et  finalement,   puisque,  sous   le  signe    / ,  le  numérateur  est  la 
dérivée  du  dénominateur, 


R«        iH-X^e'^+t 

47.  Remarque.  —  On  peut  parfois  évaluer  une  aire  par  une 
seule  quadrature;  un  premier  exemple  en  a  été  donné  au  Tome  I 
à  propos  de  l'aire  des  surfaces  de  révolution  :  en  voici  un  second. 

Soit  le  cylindre  de  révolution  (la  méthode  s'appliquerait  à  un 
cylindre  quelconque) 

x^-\-y^=  Ri; 

on  demande  l'aire  comprise  sur  cette  surface  {Jig>  25),  entre  le 


54  PREMIERE   PARTIE.   —   COMPLÉMENTS  DU   CALCUL  INTEGRAL. 

plan  des  xy  et  le  plan 

z  =  ax  -\-  b. 

Sur  la  circonférence  de  base  dans  le  plan  des  xy^  marquons  deux 
points  voisins,  m  et  /?i',  de  coordonnées  x^  y  eX.  x  -^  dx,  y  +  dy: 
les  génératrices  qui  passent  par  ces  points  découpent,  sur  Paire  a 
évaluer,  une  surface  (ombrée)  infiniment  petite.  La  valeur  prin- 
cipale, rfo-,  de  cette  surface  est  évidemment  l'aire  d'un  rectangle 

Fig.  25. 


qui  aurait  pour  base  Tare  de  cercle  m/w',  et  pour  hauteur  mn, 
c'est-à-dire  ax-i-b;  on  a  donc,  en  remplaçant  mm' par  la  diffé- 
rentielle de  l'arc 


fJ<j  =  dx  v/i  -^y'^ {ax  ~  b 
Or  Téquation  x'^-^-y-^^^  R^  donne 


d'oii  y,  et 


d<j  —  dxi/  iH -(ax  -^  b)  = 


R 


v/h*— 


-  iax  -r-  b)  dx. 


x^ 


La  moitié  de  la  surface  totale  cliercliée  s'obtiendra  évidemment 
par  rintégrale  simple 


*^-R 


R 


ax  -h  b 


/Rï-_a:î 


=  dx, 


qui  se  calcule  très  aisément. 
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VI.  —  EXTENSION  DE  LA  NOTION  D'INTÉGRALE  DOUBLE  ET  TRIPLE. 


48.  Définitions.  —  Cherchons  d'abord  à  étendre  la  notion  d'in- 
tégrale multiple  au  cas  d'un  champ  infini,  ou  A^ une  fonction  à 


intégrer  discontinue. 


Soit,  par  exemple,  une  intégrale  double 

J  j  •^^^'•^^^'^ 

prise  dans  un  champ  C.  Si  la  fonction /(a:,  j^)  devient  discon- 
tinue en  un  point  du  champ  (exemple  — ^  j  ou  le  long  d'une 

ligne  (exemple  —•_ — j>  on  partagera  le  champ  C  en  deux  régions. 

R  et  r,  dont  l'une,  r,  enveloppe  le  point  ou  la  ligne  de  disconti- 
nuité. 

Dans  les  figures  ci-dessous  {fig>  26),  O  et  AB  sont  le  point  et 

Fig.  26. 


la  ligne  de  discontinuité,  R  est  la  région  ombrée,  r  la  région  non 
ombrée. 

De  même,  si  le  champ  d'intégration  est  infini,  on  le  décompo- 
sera en  deux  régions,  l'une,  R,  finie,  l'autre,  r,  s'étendant  à  l'in- 
fini. 

Cela  posé,  l'intégrale 


/X^<''^> 


d<s 
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aura  une  valeur  finie  et  déterminée,  puisque  /(^,  y)  est  continue 
dans  R,  et  que  R  est  fini;  on  appellera  valeur  de  V intégrale 
doublcy  dans  le  champ  C  primitif,  la  limite  vers  laquelle  tend 

/  /  fi^^y)^^  lorsqu'on  fait  décroître   indéfiniment   l'étendue 

de  la  région  r  (cas  de  la  discontinuité)  ou  croître  indéfiniment 
rétendue  de  R  aux  dépens  de  r  (cas  du  champ  infini). 

Cette  définition  suppose  essentiellement  que    /   /    tend  vers 

une  limite  finie,  déterminée,  indépendante  de  la  forme  de  la 
région  r. 

49.  L'extension  précédente  est  une  généralisation  directe  de 
celle  qui  s'est  présentée  dans  la  théorie  des  intégrales  simples;  il 
y  a  toutefois,  entre  les  deux  cas,  une  différence  importante. 

Plaçons-nous,  pour  fixer  les  idées,  dans  l'hypothèse  d'un  champ 
infini.  L'intégrale  simple 

/  f{x)dx 

est  la  limite  de  l'expression   /     /(z*)  dx^  pour  p  croissant  indéfi- 

niment;  dans  cette  dernière  expression,  à  mesure  que />  augmente, 
les  (Aémewis  f{x)  dx  se  présentent  dans  un  ordre  déterminé, 
qui  est  celui  des  valeurs  successives  et  croissantes  de  x.  Au  con- 
traire, dans  l'intégrale  double   /   /  /{-^^  y)  d^^  donl  le  champ  R 

augmente  indéfiniment,  rien  ne  fixe  a  priori  l'ordre  dans  lequel  se 
présentent  les  éléments /(a:,  ^)  rfo*;  cet  ordre  dépend  de  la  ma- 
nière dont  on  fait  croître  R  aux  dépens  de  r.  De  là  résulte  une 
profonde  dissemblance. 

En  effet,  dans  le  cas  de  l'intégrale  simple,  les  éléments  positifs 

et  négatifs  de  l'intégrale    /  /{x)  dx  peuvent  avoir  séparément 

des  sommes  infinies,  leur  différence  restant  néanmoins  finie 
(Tome  I,  n**  301),  à  cause  de  l'ordre  bien  déterminé  dans  lequel 
se  succèdent  ces  éléments  dans  la  somme  totale.  Il  en  est  tout 
autrement  dans  le  cas  de  l'intégrale  double  :  faisons  croître  R;  la 
somme  des  éléments  positifs  de  l'intégrale  augmente  avec  R  et 
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lend  par  suile  vers  une  limite  finie  ou  infinie  L|,  indépendante 
de  la  manière  dont  R  croît  aux  dépens  de  /'(*);  de  même  la  somme 
des  éléments  négatifs  a  une  limite  finie  ou  infinie  —  L2.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'intégrale  double  ait  une 
valeur  finie,  déterminée,  et  indépendante  de  la  forme  de  la  région  /•, 
est  que  les  limites  L|  et  L2  soient  séparément  finies  :  car  si  elles 
étaient  toutes  deux  infinies,  la  différence  L4  —  L2  serait  indéter- 
minée, puisque  Tordre  dans  lequel  se  succèdent,  dans  l'intégrale 
totale,  les  éléments  positifs  et  négatifs,  est  tout  à  fait  arbitraire. 
Si,  au  contraire,  L|  et  L2  sont  finis,  l'intégrale  double  aura  pour 
limite  h^  —  L2,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  région  r. 

Des  considérations  identiques  s'appliquent  au  cas  de  la  discon- 
tinuité de  la  fonction. 

Ainsi,  pour  que  l'intégrale   /   /  /(.r,  j>^)  rfo- ail  une  limite  finie 

et  déterminée,  il  faut  et  il  suffit  que  les  éléments  positifs  et  néga- 
tifs de  l'intégrale  aient  séparément  des  sommes  finies,  condition 
équivalente  à  la  suivante  : 


L'intégrale 


ff[modf{T,y)]d<J 


doit  avoir  une  limite  finie. 

50.  il  n'y  a  pas  de  règle  générale  permettant  de  reconnaître  si 
l'intégrale   /   /  \^mo(\f[x^y)\cl<7  a    (ou   non)   une   limite   finie; 

comme  dans  la  théorie  des  intégrales  simples,  on  doit  se  borner  ù 
des  règles  particulières  dont  voici  les  plus  intéressantes. 

51.  Champ  infini.  -  -  Supposons  que,  pour  tous  les  points  .r,  j', 
extérieurs  à  un  cercle  fixe  Cq,  de  rayon  po?  on  ait 

mod/(x,^)i:--. 
p  étant  la  distance  du  point  x^  y  au  centre  du  cercle  Cq,  A  une 


(')  Car  une  somme  de  lermcs  de  même  signe  est  indépendanlc  de  l'ordre  de 
ces  termes. 
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constante,  a  un  exposant  supérieur  à  s.  Je  dis  que,  dans  ces  con- 
ditions, rintégrale 

[moàf{x,y)\d9 


SI 


est  finie  dans  un  champ  infini  quelconque. 

En  effet,  dans  la  partie  du  champ  intérieure  au  cercle  Co,  Tin- 
tégrale  ci-dessus  a  une  valeur  finie,  si,  bien  entendu,  f{x^y)  est 
une  fonction  continue  dans  le  champ  donné  ;  quant  à  sa  valeur  dans 
la  partie  du  champ  extérieure  au  cercle  Cq,  on  Paugmente  en  pre- 
nant pour  champ  toute  la  région  du  plan  extérieure  à  ce  cercle, 
car  tous  les  éléments  de  l'intégrale  sont  positifs.  Or,  dans  ce  nou- 
veau champ,  on  a,  d'après  Th^pothèse, 

J  I  [  mod/(a7,  y)]  d<j  i  JJ  ^9  dp  rfoj, 

en  remplaçant  l'élément  d'aire,  cfo-,  par  pdpdd)^  en  coordonnées 
polaires  (n®  27).  Dans  l'intégrale  double  du  second  membre,  les 
limites  sont  po  et  oo  pour  p,  o  et  p.tî  pour  w  (n®  36);  elle  s'écrit 
donc 

,    r*  pdp    r^'^  ,            ,       ,    ,.                -iTtA    /    I    \* 
A   1       - — -    I        doi,         c  est-a-dire (  r  )    > 

expression  qui  se  réduit  à  p*"^^  puisque  a  >•  2.  Cette  quan- 

lité  étant  finie,  l'intégrale  double  primitive  est  elle-même  finie. 

c.    Q.    F.    D. 

52.  Fonction  discontinue  en  un  point.  —  Supposons  que 
f{x^y)  soit  infinie  en  un  point  O,  mais  de  telle  sorte  que,  dans 
l'intérieur  du  cercle  Co,  de  rayon  po,  ayant  ce  point  pour  centre, 
on  ait 

\X\Oi\f{X,y)\    '—y 

? 

p  étant  la  distance  du  point  x^  y  au  point  O,  A  une  constante, 
a  un  exposant  inférieur  à  a.  Je  dis  encore  que,  dans  ces  condi- 
tions, rintégrale 

[mod/(j',  7)Jrf(j 


// 


est  finie  dans  un  champ  fini  quelconque,  entourant  le  point  O. 
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Il  suffit  en  efict  de  le  démontrer  en  prenant  pour  champ  tout 
rîntérieur  du  cercle  Co.  Or  on  a,  d'après  l'hypothèse, 

j   I    [moâ/(x,  y)]  du^J    I    -^p  dp  do), 

et  l'intégrale  du  second  membre  s'écrit 

A    /       ^—;r    I       ^^»        c'esl-à-dire * — ( —z-z)    ; 

elle  est  donc  finie  et  égale  à  ; — "- —  pj~*,  puisque  a  est  inférieur  à  2. 
11  en  résulte  que  l'intégrale  double  primitive  est  elle-même  finie. 

c.    Q.    F.    D. 

53.  Fonction  discontinue  le  long  d'une  ligne.  —    Supposons 
que  /{^j  y)  soit  infinie  le  long  d'une  ligne  L  (/ig.  27),  mais  de 

Fig.  27. 


telle  sorte  que,  dans  une  zone  R,  limitée  par  deux  lignes  L|  et  L2; 
parallèles  à  la  ligne  L  et  comprenant  celle-ci,  on  ait 

mo(l/(.r,^  M  ;  ^, 

/  étant  la  distance  du  point  xy  à  la  ligne  L,  A  une  constante,  a  un 
exposant  inférieur  à  l'unité.  On  peut  établir  assez  aisément  que 

Tintégrale   /  j  [mod/(x,  y)]d(T  est   finie   dans    un    champ    fini 

quelconque,  traversé  ou  bordé  par  la  ligne  L. 

Pour  simplifier,  on  ne  donnera  cette  démonstration  que  dans  le 
cas  011  la  ligne  L  est  une  droite,  qu'on  peut  toujours  supposer 
coïncider  avec  l'axe  des  x. 

Il  suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  en  prenant  pour 
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champ  la  région  (ombrée)  limitée    par  Taxe   des  or,   l'une  des 

lignes  L2  ou  Li  (  fig,  28),  qui  sont  ici  des  droites  parallèles  à  Oj", 

et  par  deux  parallèles  quelconques  à  Oy^  situées  à  distance  finie. 

Soient 

y  ~  h.      y  -  o, 

les  équations  des  quatre  droites  limitant  le  champ;  on  a  dans  ce 


Fig.  -^S. 


,y 


u 


champ,  en  vertu  de  riivpolhèse, 


L'intégrale  du  second  membre  s'écrit 


c'est-à-dire 


—  Kih^a^i 


a  —  I 


quantité  finie,  puisque  a  <<  i  ;  ce  qui  démontre  la  proposition. 


Exemples, 


54.  Triangle.  —  Désignons  par  P,  Q,  Il  trois  fonctions  linéaires 
de  jr,  y\  l'intégrale 


QP 

prise  à  l'inlérieur  du  triangle  formé  par  les  trois  droites  P  =  o, 
Q  -_—  o,  Il  =  o,  est  finie  et  déterminée  si  a  <;  i ,  j3  <[  i ,  y  <  i  • 

Soit  en  efl'et  ABC  le  triangle  considéré  {Jiff>  '29);  retranchons-en, 
aux  angles,   les  trois  petits  parallélogrammes  ombrés  :  il  s'agit 
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(l'établir  que  Tinlégrale 


1 


-// 


modPatQfiRY 


prise  :  V  dans  la  région  reslanle  non  ombrée;  a**  dans  chacun  des 
parallélogrammes  ombrés,  esl  finie. 

Or,  au  voisinage  du  côté  ab^  dans  la  région  non  ombrée,  Q  et  K 
ne  s^annulent  pas,  de  sorte  que,  le  long  de  ab  et  au  voisinage  de 

ce  côté,  mod  — s —  est  inférieur  à  une  quantité  finie:  donc,  en 
'  QPRY  ^  '  ' 

vertu  d'une  proposition  précédente  (n°  o3),  puisque  a  est  plus 
petit  que  Tunité,  la  discontinuité  de  la  fonction  ^  ^^^  >  due  à 
Tévanouissemcnt  de  P  le  long  de  aby  n^empêche  pas  l'intégrale  i 


d'être  finie.  Les  exposants   ^  et  y  étant  de  même  inférieurs  à 

l'unité,  l'intégrale  1  est  finie  dans  le  champ  non  ombré  intérieur  au 

triangle  ABC. 

Reste  à  prendre  cette  intégrale  dans  les  trois  parallélogrammes 

ombrés.  Soit  par  exemple  celui,  tc,  qui  a  pour  sommet  6  :  si  l'on 

prend  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  P  =  o,  Q  =  o  qui  se 

coupent  en  6,  eu  désignant  leur  angle  par  0,  on  a,  pour  l'élément 

d'aire, 

û?(j  =  d\  d\  sinO; 

d'ailleurs  P(a:,j^)est  proportionnel  à  X,  (^[x^y)  à  Y,  et,  dans  le 

parallélogramme  tî,  R  ne  s'annule  pas,  de  sorte  que  mod  ^  reste 
inférieur  à  une  limite  finie.  Donc 

d<s  ^^.   C  r  d\d\ 


J  X  modP^'QPRY-     J  X   ' 


X«YP 
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L'inlégrale,  au  second  membre,  s'écrit 


M 


c  et  b  désignant  les  longueurs  des  côtés  du  parallélogramme  t: 
cette  expression  est  finie,  puisque  l'on  a 


11 


?<î: 


l'intégrale  I  est  donc  finie  dans  ic.  Elle  est  de  même  finie  dans  les 
deux  autres  parallélogrammes,  ce  qui  établit  le  théorème. 
On  a  une  proposition  semblable  pour  l'intégrale 


// 


P«QPRY 


prise  dans  le  même  triangle,  pourvu  que  f{Xyy)  reste  inférieure 
en  valeur  absolue,  dans  ce  triangle,  à  une  quantité  finie. 


>.  Intégrale  de  Cayley.  —  Donnons,  d'après  Cajrley,  un 
exemple  d'intégrale  double,  prise  dans  un  champ  infini,  et  dont  la 
valeur  dépend  de  la  forme  de  la  région  R  :  cette  intégrale  sera 
nécessairement  formée  d'éléments  positifs  et  négatifs,  de  sommes 
séparément  infinies  (n°  49). 
Soit  l'intégrale 


1=    /   /  sin(j'*-h^«)  rfj, 


étendue  à  l'angle  indéfini  xOy. 

Pour  la  calculer,    prenons    d'abord   pour  champ   R    un   rec- 


tangle OACB  {fig*  3o),  de  côtés  a  et  6,  que  nous  ferons  ensuite 
croître  indéfiniment. 
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L'ililégrale  s'écrit 


G{ 


-"    I      sinx^dx   I     cosy^  dy -h    1 


cosar'  dx 


/     sin^'  dy. 


Les  intégrales  (dites  de  Fresnel) 


/      sinj?'  dx    el       /      cosar*  dx 

sont  finies  et  égales  à  — ^>  comme  on  le  verra  plus  tard;  on  a  donc, 
en  faisant  croître  indéfiniment  a  et  bj 


1  =  1 


4 


Évaluons  autrement  I,  en  prenant  pour  champ  R  un  quart  de 


Fig.  3r 


-OD 


cercle  de  centre  O  et  de  rayon  p  que  nous  ferons  ensuite  croître 
sans  limite  {^fig^  3i).  On  a,  en  coordonnées  polaires, 


1=11  (sinp*)pe/pe/(i), 


c'est-à-dire 


TC 


1=    r    (sinp«)pû??    r    ^^=^(— ^^)    =  ^('  — cos/>»), 
expression  qui  n'a  pas  de  limite  déterminée  pour  p  infini. 

56.  Intégrales  multiples  en  général.    —  Nous  n'avons   parlé 
jusqu'ici  que  d'intégrales  doubles   et  triples;  la   généralisation 
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s'impose  d'elle-même.  Ainsi  Tintégrale  quadruple 

I  =  fffff^ ^' ^'  z,t)dx dy dz dt, 

étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x^  y,  z,  t  qui  vérifient  une  ou 
plusieurs  inégalités, 

sera   finie    et    déterminée   si,   pour  l'ensemble   de  ces    valeurs, 
f{x^y^  s,  t)  est  continue  et  si  aucune  de  ces  valeurs  n'est  infinie. 
Le  calcul  de  l'intégrale  I  se  ramènera  à  celui  d'une  intégrale 
triple^  si  par  exemple  on  a,  pour  définir  le  champ,  la  seule  iné- 
galité 

on  aura 

\=fjjdxdydz\  j'* f{x,y,z,t)dty 

x^  y^  z  étant  regardés  comme  constants  dans  l'intégrale     / 

^1,  ^2  étant  les  valeurs  que  donne  pour  /,  en  fonction  de  Xy  y^  3, 
l'équation 

^*^-/*H-  ^*-h  /2—  R*=  o. 

Quant  au  champ,  V,  de  l'intégrale  triple,  il  comprendra  l'en- 
semble des  valeurs  de  x^y^  z^  telles  qu'il  leur  corresponde,  par 
l'équation  précédente,  une  valeur  de  t  réelle;  ce  sera  donc  l'inté- 
rieur de  la  sphère  x-  -^ y'^  -^  z-  —  R^  :=  o. 

57.  La  théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 
doubles  et  triples  s'étend  sans  difficulté  aux  intégrales  multiples 
d'ordre  quelconque  :  on  remplace  dx  dy  dz  dt  par 

mod  J  dit  dv  dw  e/0, 

en  désignant  par  J  le  jacobien  des  anciennes  variables  x,jKi  «s,  /, 
par  rapport  aux  nouvelles,  w,  r,  (v,  0. 


et 


58 


.  Dérivation  sous  les  signes  //»///»  —  —  On  établit. 
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comme  dans  le  cas  de  l'intégrale  simple,  les  formules 


65 


da 


JJJf^'^^y^  ^,  ^)dW=JJJf'^{x,y,z,  0L)d\, 


pourvu  que  les  champs  (V  intégration  y  c'est-à-dire  l'aire  plane  C 
et  le  volume  V,  soient  indépendants  du  paramètre  a.  Ces  formules 
donnent  lieu  à  des  observations  semblables  à  celles  que  l'on  a 
présentées  en  parlant  de  la  règle  de  Leibniz  (Tome  I,  n°  322). 


fl.  -  II. 
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CHAPITRE  II. 


INTEGRALES  DE  LIGNES  ET  DE  SURFACES. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


59.  Intégrale  curviligne.  —  Soit^  une  ronction  bien  définie  et 
continue  de  x^  y=.o(^x)\  désignons  par /(^,  ^)  une  fonction 
continue  et  déterminée  de  ;r  et  ^  :  il  est  clair  que  /[^,  ?(^)]  ^st 
une  fonction   continue   de  la  variable   x.   Dès  lors,  l'intégrale 

/    f{^^j)^^   ^^^  ""^  intégrale   ordinaire,   par  rapport  à  la 

variable  de  sommation  x.  On  dit  que  c'est  une  intégrale  curvi- 
ligne :  pour  la  déterminer  en  effet,  il  faut  se  donner,  non  seule- 
ment la  fonction /(j?,  y),  mais  la  courbe  ^=  ^(x).  Figurons 

Fig.  3a. 

c 


M. 


CL 


-ce 


cette  courbe  (/tg.  32);  l'intégrale  curviligne  ci-dessus   se  repré- 
sente souvent  par  le  symbole 


(0 


/     f{^^y)dx, 


*'AMB 


AMB  désignant  l'arc  de  la  courbe  y  =  o(x)  sur  lequel  reste  le 
point  x^  y,  entre  les  limites  d'intégration. 

Au  lieu  de  x^  on  peut  prendre  j^  comme  variable  de  sommation, 
et  l'on  définit  de  même 


/ 

«/AM 


'^(^y}')^^' 
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Enfin,  on  peut  considérer  des  intégrales  curvilignes  de  la  (brine 


(^) 


(    f/(^7  y)  d^  +  'K^»  y)  ày\. 


«-AMB 


Il  est  clair  que  Ton  a 


*/AMB  *^BMA 


BMA  étant  l'arc   AMB  décrit  en  sens  inverse;    car  dx  et  dy 
changent  de  signe  quand  on  change  le  sens  du  parcours  de  l'arc. 
De  même,  si  M  est  sur  Tare  entre  A  et  B,  on  a  évidemment 

/-/■-/■• 

«^AB        *^\M       «^MB 

60.  Remarque.  —  D'après  celte  définition,  l'intégrale 

J'     f{^^y)dx 
AMB 

est  la  limite  de  la  somme 

où  Ton  désigne  par  a,  x^^  x^-,  •••7  Xn-,  ...,  6  les  abscisses  de  points 
A,  /Wi,  mo,  .-.,  /w«,  ...,  B,  marqués  arbitrairement  sur  l'arc  AMB, 


^/ 


ôT 


JC 


en  allant  de  A  vers  B,  et  que  l'on  multiplie  de  manière  que  leurs 
intervalles  successifs  tendent  vers  zéro;  par  $;,,  7);,les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  compris  sur  l'arc  entre  m,,  et  /n^^|. 
On  définiraitti'une  manière  semblable  l'intégrale 

flA^^yy  ^)dX'^^{x,y,z)dy-^x(^^y^  ^)  dz], 

prise  le  long  d'un  arc  de  courbe  gauche  jk=  ?i  (^)î  ^  =  ?i(^)« 
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Extension,  —  L'intégrale  curviligne  (i)  peut  être  prise  le 
long  d'un  arc  AMB  admettant  une  tangente  parallèle  à  O^, 
en  C  {fig-  33);  seulement  j^  ne  désignera  pas  la  même  fonction 
de  X  sur  Tare  AC  et  sur  l'arc  CB  :  si  par  exemple  ACB  est  un  arc 
d'ellipse,  la  fonction  y,  sur  l'arc  AC,  correspondra  à  un  certain 
signe  d'un  radical,  et  au  signe  contraire  sur  l'arc  CB. 

Une  remarque  analogue  s'applique  à  l'intégrale  (2). 

61.  Contours  fermés.  —  D'après  cela,  on  comprend  que  l'arc 
d'intégration  puisse  être  un  contour,  c'est-à-dire  une  ligne 
fermée,  et  cela  sans  que  l'intégrale  soit  nulle;  les  intégrales  de 
cette  nature  jouent  un  rôle  fondamental  en  Analyse,  ainsi  qu'on 
le  verra  dans  la  seconde  Partie  du  Cours;  avant  d'indiquer  une  de 
leurs  plus  importantes  propriétés,  présentons  à  leur  sujet  quelques 
observations. 

Sens  positif  sur  un  contour.  —  Si,  en  un  point  M  d'un  con- 
tour (y)  {fig'  34),  on  trace  la  demi-normale,  M^j,  dirigée  vers 


Fig.  34. 

J^ 

y^ 

0 

ac 

•a^j 


l'intérieur  de  l'aire  enveloppée  par  le  contour,  et  si  l'on  mène  la 
tangente  Mx«,  dans  un  sens  tel  que  l'angle  X\^\y\  présente  la 
même  disposition  que  l'angle  xOy^  on  dit  que  le  sens  Mjr^,  de  M 
vers  x^^  définit  le  sens  positif,  au  point  M,  sur  le  contour  (y).  Le 
sens  inverse,  Mo?',,  est  le  sens  négatif. 

Intégrale  suivant  un  contour.  —  La  valeur  d'une  intégrale 
curviligne,  prise  le  long  d'un  conlour  fermé,  en  partant  d'un  point 
initial  et  en  y  revenant,  est  indépendante  du  cliovx  de  ce  point,  et 
ne  dépend  que  du  sens  de  circulation  :  on  suppose,  bien  entendu, 
remplies  les  conditions  de  continuité  indiquées  plus  haut. 

En  ellel,  décrivons  le  contour  (y)  {fig'  35),  en  partant  du 
point  A,  dans  le  sens  positif;  soit  B  un  autre  point  du  contour. 


On  a 
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f      nx,y)dx=  f    +  f    , 
«/àbmà  «/ah         «/rva 
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AB 


BMA 


*/bMAB  «/BMA       «Ab 


ce  qui  démontre  le  théorème  ;  car,  dans  les  deux  seconds  membres, 
y  el  X  ont  les  mêmes  valeurs  sur  les  arcs  AB  et  BMA,  ainsi  que  la 

Fig.  35. 


JD 


fonction  f{x^  y),  puisque  celle-ci  est  une  fonction  bien  déter- 
minée de  X  et  y.  Si  le  sens  de  circulation  change  sur  le  contour, 
l'intégrale  change  évidemment  de  signe  (n**59). 

62.  Intégrale  de  surface.  —  Soit  une  portion  limitée,  û,  d'une 
surface,  5  =  <p(^,^),  la  fonction  (p(j:,y)  étant  supposée  déter- 
minée et  continue  dans  la  région,  C,  du  plan  des  xy  où  se  pro- 
jettent les  points  de  û;  désignons  par  f{x^  y^  z)  une  fonction 
déterminée  et  continue  de  x^y,  z  :  il  est  clair  que  /[^,JK)  ?(^i^)] 
sera  une  fonction  déterminée  et  continue  de  x^  y^  dans  la  région  C. 

Cela  posé,  décomposons  la  surface  û  en  éléments  d'aire, 
Aa)|,  Aa)2,  •••)  Ao)^,  ...;  désignons  par  Ç;^,  7)^,  X^n  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  surface  compris  dans  l'aire  Ao)/,,  et 
considérons  la  somme 

(3)  2/(î„r,„,  Ç„)A(u„, 

étendue  à  tous  les  éléments  d'aire  :  je  dis  qu'elle  tend  vers  une 
limite  finie  et  déterminée  quand  les  dimensions  de  ces  éléments 
tendent  vers  zéro  dans  tous  les  sens. 

On  a  en  effet  rigoureusement,  en  désignant  par  At/i  l'aire  de  la 
région  du  plan  des  xy  où  se  projettent  les  points  de  l'aire  Aa)„ 
(nM3)  : 

Aa>n=  /    /      v^  i  -f-  y>*  -h  y'  dx  dy^ 
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p  ^\-  q   désignant  ;)     et  t^-  On  déduit,  par  le   théorème   de  la 
moyenne  (n®7), 

^/i>  yn  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'aire  Ao-^,  et  la 
somme  (3)  considérée  s'écrit 

S/[U»  TQ»>  ?(U,  f\n)\>J  l-^  P^i^n.  yn)^  q^^K^n,  yn)  ^^n', 

elle  est  maintenant  étendue  à  tous  les  éléments  Aa-^,  de  Taire  C, 
dans  le  plan  des  xy\  £„,  ti,,  et  or,,,  y„  sont  les  coordonnées  de 
deux  points  appartenant  à  l'élément  As-;,.  On  en  conclut  sans  dif- 
ficulté, comme  au  n®  7,  que  cette  somme  a  pour  limite  l'intégrale 
double 

(4)  f  f  fl^^yy  ^{^^ yM ^-^ P'-^ q- dr dy, 

ce  qui  établit  la  proposition. 

On  a  supposé  que  la  portion  de  surface  ûn*est  coupée  qu'en  un 
point  par  toute  parallèle  à  O^  ayant  son  pied  dans  la  région  C  : 
s'il  en  est  autrement  on  divisera  û  en  parties  jouissant  de  cette 
propriété,  et  l'intégrale  pour  û  sera  la  somme  des  intégrales  pour 
les  parties  composantes. 

La  limite  de  la  somme  (3)  se  nomme  intégrale  de  surface  et 
se  représente  par  le  symbole 


IL 


f{x,y,  z)d(ù, 
Û 

z  étant  supposé  remplacé  par  sa  valeur  en  a?,  y  déduite  de  l'équa- 
tion de  la  surface  considérée. 

On  la  calculera  à  l'aide  de  son  expression  (4),  ou  d'expressions 
analogues  en  coordonnées  curvilignes,  que  l'on  obtiendrait  de  la 

même  manière.  D'ailleurs  dans  (4),  la  quantité  y/i  4-/?^ -h  5^^  est 
égale  à  |cosy|,  |cosy|  désignant  la  valeur  absolue  du  cosinus  de 
l'angle  y  que  fait,  avec  Oz,  la  normale  au  point  x^y,  z  de  la  sur- 
face û  ;  on  a  donc 


(^)  ffA^.y^^)dio=JJf(x,y,z) 


dx  dy 
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II.  -  FORMULES  DIVERSES. 


63.  On  va  établir  maintenanl  quelques  formules,  relatives  à 
des  transformations  d'intégrales  de  lignes  et  de  surfaces,  et  qui 
ont  une  grande  importance  en  Analyse  ou  en  Physique;  ce  sont 
la  formule  de  Riemann,  celles  d'Ostrogradsky  et  de  Stokes. 

64.  Formule  de  Riemann.  —  Soient  M{x^y)  et  N(j:,  y)  deux 
fonctions  de  deux  variables  indépendantes  Xj  y;  considérons  l'in- 
tégrale double 

//(-i-s)-*. 

prise  à  l'intérieur  d'une  aire  C,  dans  laquelle  on  suppose  "3~  et  ^ 

bien  déterminées  et  continues. 

On  a  d'abord,  en  calculant  l'intégrale  double  comme  d'ordinaire, 

L'intégrale  simple  à  laquelle  se  ramène  ainsi  l'intégrale  double 

Fig.  36. 


considérée  est  la  somme  de  deux  intégrales  curvilignes  (n**59), 
à  savoir  {fig.  36) 

—   /      }i\{Xj  y)dx    et     -h   /      ^\{x,  y)dx\ 

•^AQB  «>'aI'B 
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or, 


et  par  suite 
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-/"  -f- 

-  /    /  -^dx  dy  =   I         M{Xf  jr)dx. 


BQAPB 


L'intégrale  du  second  membre  est  une  intégrale  curviligne,  prise 
le  long  du  contour  y,  qui  limite  le  champ  C,  ce  contour  étant 
décrit  dans  le  sens  positif.  De  même 


=   f  'rfj[N(:r„7)-N(ari,7)]=  f^(x,y)dy, 

le  contour  y  étant  encore  décrit  dans  le  sens  positif. 

On  obtient  ainsi  X^i  formule  de  Riemann  {ou  de  Green)  : 

/X(-l*S)-"*-/<»' --"*'• 

qui  transforme  une  intégrale  curviligne  en  intégrale  double,  et 
inversement. 

65.   On  a  implicitement  admis,  dans  la  démonstration,  que  le 

Fijç.  3;. 


iXi 


contour  y  n'est  coupé  qu'en  deux  points,  au  plus,  par  toute 
parallèle  aux  axes  Ox  et  Oy.  Dans  le  cas  d'une  courbe,  comme 
celle  de  la  figure  ci-dessus  {fig.  37),  coupée  en  plus  de  deux 
points  par  des  parallèles  à  Oy,  on  divise  le  champ  C  en  champs 
partiels  Cl,  Cj,  ...  jouissant  de  la  propriété  énoncée.  Ici,  il  suffit 
de  tracer  la  droite  AB  qui  joint  les  points  de  contact  de  deux 
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tangentes  parallèles  à  Oy,  et  Ton  a,  par  ce  qui  précède, 
d'où,  en  ajoutant, 

//-  f     -/• 

^   ^C        ^  APBA  +  ARQA        *^y 

car  les  intégrales   f    et    1    se  détruisent  (n"*  59).  La  formule  est 

•^^BA  •■  AB 

donc  vraie  pour  un  contour  quelconque. 

Corollaire  I.  —  On  déduira  plus  tard,  de  la  formule  de 
Riemann,  le  ihéorème  fondamental  de  Cauchy  sur  les  intégrales 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire;  deux  autres  corollaires, 
que  l'on  va  exposer,  ont  une  grande  importance  en  Physique. 

Si:  pour  les  valeurs  de  x,y  comprises  dans  une  région  Jl  du 
plan,  l'expression  Mdx-\-TSdy  est  une  différentielle  exacte,  on 

sait  que  l'on  a  —  =  —  ,  et  réciproquement  (Tome  I,  n**  327). 

En  ce  cas  l'intégrale 

est  nulle  quel  que  soit  le  champ  C  dans  la  région  A;  et,  d'après 
la    formule    de    Riemann,    il   en    est    de    même    de    l'intégrale 

/  (M  dx  H-  N  dj')  quel  que  soit  le  contour  y  dans  A, 

Inversementj  si    /   est  nul  dans  A  quel  que  soit  Y»  /  /    'est 

également  d'après  la  formule  de  Riemann  :  je  dis  que  dès  lors  la 

quantité  —  -^ — ! — ^  est  nulle  en  tout  point  ^,  y,  de  A,  Car  si 

elle  ne  l'était  pas,  on  pourrait  tracer  autour  de  ce  point  un  contour 
fermé,  C,  à  Tinlérieur  duquel  la  quantité  considérée  garderait  un 

signe  constant,  et  l'intégrale   /   /   ne  serait  pas  nulle,  contraire- 
ment à  ce  qui  précède.  Donc  : 

Si  r intégrale  1  (Mdx-i-^dy)  est  nulle  le  long  d^un  con- 


•-T 
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tour  fermé  quelconque,  dans  une  certaine  région  du  plan, 
l'expression  iM  rfx  -h  N  dy  est,  dans  cette  région,  une  différen- 
tielle exacte. 

Corollaire  II.  —  La  proposition  s'étend  au  cas  de  trois  variables. 

Supposons  que  l'intégrale    /^(Mrfx  +  Nrfj^  +  Prfa)  où  M,  N,  P 

sont  des  fonctions  de  x^  y,  5,  soit  nulle  le  long  d'un  contour, 
gauche  ou  plan  quelconque  de  Tespace  :  elle  sera  nulle  en  parti- 
culier le  long  de  tout  contour,  y,  tracé  dans  le  plan  z  =  Zq]  comme 
elle  se  réduit  alors  à 


)dx-^N(T,y,  So)dy, 


on  aura,  d'après  le  corollaire  précédent, 

dy  Ov 

OU,  puisque  Zq  est  arbitraire, 

dy        dx 

identiquement,  c'est-à-dire  quels  que  soient  x^  y,  z. 

De  même 

dM  _  ^ 

dz         dx 

()\        dP 
dz        dy 

identiquement  (quels  que  soient  x,  y^  2),  ce  qui  établit  (Tomel, 
ri**  328)  que  Mdx-i-Ndy -\-V  dz  est  une  différentielle  exacte. 

66.  Remarque.  —  Il  importe  de  préciser  les  conditions  dans 
lesquelles  la  formule  de  Riemann  est  rigoureusement  établie. 
On  a  supposé  essentiellement  que  l'intégrale  double  a  un  sens, 

c'est-à-dire  que  -r—  et  -r—  sont  des  fonctions  bien  déterminées  et 

*        dy         dx 

continues  dex  et  y,  à  l* intérieur  et  sur  le  contour  de  l'aire  C; 
on  a  également  admis  que  les  intégrales    /  M  dx  et    /  N  dy  ont  un 
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sens,  c'esl-à-dlre  que  les  fonctions  M  et  N  sont  déterminées  et 
continues  sur  le  contour. 

En  particulier,  la  formule  est  applicable  si  toutes  les  fonc- 
tions M,  N,  —  >  T^>  des  variables  indépendantes  xely^  sont  bien 

déterminées  et  continues  à   l'intérieur  et  sur  le  contour  de 
l*aire. 

67.  Application.  —  Soit  C  une  aire  limitée  par  un  contour  y 
quelconque,  sans  point  multiple.  On  a,  en  faisant,  dans  la  formule 
de  Riemann,  M  =  — y,  N  =  o  : 


// 


dx  dy  =  —    /  y  dx. 


Le  premier  membre  est  Taire  de  la  portion  C  du  plan;  on  peut 
donc  dire  que  Faire,  »^l.,  intérieure  à  un  contour  y,  sans  point 

multiple,   est  donnée    par  l'intégrale  curviligne    —  /  ydx^    le 

contour  y   étant  décrit  dans   le  sens  positif,  ou   à    /  ydx^   le 

contour  étant  décrit  dans  le  sens  négatif. 

On  peut  faire  reposer  sur  cette  remarque  une  démonstration, 
très   simple,  de   la  règle   du    changement   de  variables  sous   le 

signe//. 

Soit 

i=JfAx,j')di 

rintégrale  double  proposée;  on  pose 

(6)  a:  =  <p(w,  p),        jr  =  ^{uyi>). 

Lorsque  le  point  ^,  y  reste  dans  le  champ  C,  le  point  de  coor- 
données rectangulaires  u,  v  reste  à  l'inlérieur  d'un  champ  C  :  on 
suppose  que  la  correspondance  entre  les  points  des  deux  champs 
est  univoque,  c'est-à-dire  qu'à  un  poin^  u,  s>  de  QJ  correspond 
un  seul  point  x^  y^  de  C;  et  réciproquement. 

D'après  cela,  à  une  aire  quelconque  Ad,  intérieure  à  C,  répond, 
à  l'intérieur  de  G',  une  aire  Afy';  or  il  y  a,  entre  Aa*  et  Ao^,  une 
relation  remarquable. 
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On  a  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 


=x 


Y  étant  le  contour  de  l'aire  Ad,  décrit  dans  un  sens  tel  que  le 
second  membre  soll  positif.  En  faisant  dans  cette  intégrale  curvi- 
ligne simple  le  changement  de  variables  (6),  on  trouve 


A,  =  /^<(«,.)(grf«H-grf.). 


y'  étant  le  contour  de  Taire  A?',  puisque  évidemment,  lorsque  le 
point  x^  y  décrit  y,  le  point  w,  v  décrit  y'. 

Appliquons  au   second   membre  la   formule  de  Riemann,  en 
faisant 


^  Ou  ^  ùv 


il  vient 


On  a  mis  zh  parce  qu'on  ne  sait  pas  dans  quel  sens  le  point  w,  v 
décrit  y'  quand  x^  y  décrit  y  dans  le  sens  considéré  ;  il  faut  choisir 
le  signe  de  façon  que  At  soit  positif. 
Or,  si  l'on  pose 

lia    P)=  ^?  ^-^i  ^?. 
'     ^       du  di>        Ou  âv 

(jacobien  de  îp,  •}  [>ar  rapport  à  a,  ç'),  on  peut  écrire,  en  vertu  du 
théorème  de  la  moyenne, 

AcT=di  /    /     i(u,  v)dudv=l9'ïnoûJ{u\  v'), 

en  désignant  par  u',  v'  un  point  de  l'aire  At'  ou  de  son  contour, 

cl  en  se  souvenant  que  le  signe  doit  élre  choisi  de  manière  que  At 

soit  positif.  Cela  posé,  soil  x'^y'  le  point  de  Taire  At  qui  répond 

au  point  w',  t'';  on  a,  pour  1,  d'après  la  définition  même  de  Tinlé- 

grale  double, 

I  =  lim2/(T',y)Acr, 

c'est-à-dire  en  remplaçant  x',y'  par  'f  (w',  ^'),  ^{u'f  ^')j  et  At  par 
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sa  valeur  cî-dessus, 

I  =  Iiin2/[?p(w',  v'),  ^{u\  i^')]  Acr'mod  J(w',  p'), 

d'où,  en  passant  à  la  limite,  et  puisque  la  somme  s'étend  à  tous 
les  éléments  At'  du  champ  C, 

I  =  /    I  /[o(UyV),^{Uj  p)]mod  J(i/,  v)dudv. 

C'est  la  formule  connue  du  changement  de  variables. 

68.  Formule  d'Ostrogradsky.  —  Soit  {/ig.  38)  V  un  volume, 
limité  par  une  surface  fermée  û,  que  l'on  supposera  rencontrée  en 


Fig.  38. 


deux  points,  au  plus,  par  toute  parallèle  à  Oz;  désignons   par 

R(a:,  y,  z)  une  fonction,  continue  ainsi  que  sa  dérivée  partielle  -77» 
à  l'intérieur  et  sur  la  surface  du  volume  V.  L'intégrale  triple 


=Iff,'ë '''"''"'' 


se  transforme  aisément.  Calculons-la  en  commençant  par  l'inté- 
gration en  ^  ;  on  a,  en  désignant  par  C  la  région  du  plan  des  xy  où 
se  projettent  les  points  du  volume  V,  par  Zi  et  z^  les  cotes  des 
points  de  la  surface  ù  qui  répondent  d  x  et  y  {/Ig*  38), 


(I) 


Soit  Y  l'angle,  compris  entre  o  et  ir,  que  fait  avec  Taxe  Ow,  dirigé 
de  O  vers  >s,  la  normale  à Q  en  un  point,  x^y^z\  cette  normale,  N, 
étant  dirigée  vers  l'exlérieur  du  volume  V  :  y  est  aigu  au  point -^2, 
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car  la  parallèle  à  O^,  issue  de  z^,  sort  du  volume  V  en  ce  point; 
de  même  y  est  oblus  au  point  Zt. 

Si,  maintenant,  on  désigne  par  Û2  et  û|  les  portions  de  la  sur- 
face û  qui  sont  respectivement  au-dessus  et  au-dessous  de  la 
courbe  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  à  O^,  on  a,  d'après 
la  formule  (5)  du  n**  62, 


=  JJ  R(^,  r>  ^î)  ^^  dy, 

car  on  a,  sur  Û2, 

cosY  =  |cosy|, 

puisque  y  est  aigu.  De  même,  puisque  l'on  a  sur  û|, 

cosY  =  —  |cosy|, 
il  viendra 

/    /    K(x,y,Zi)cos-(dti}=-'    Il  K{x,  x^^ï)àxdy. 

Ajoutons  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  nous  trouvons, 
puisque/^  4-/^=/^, 

(2)  1  I  dxdy[}\{x,yyZt)—  ^{x,y,Zi)]  =    i  j   R(x,  y,  z)cos'^  dui. 

En  portant  cette  valeur  dans  (1),  on  arrive  à  la  formule  finale  : 

(3)  ]  =  fJJ^^dxdydz  =  JJl{(x,y,z)cosydw, 

Y  étant  l'angle,  compris  entre  o  et  it,  que  fait,  avec  O5,  la  normale 
en  X,  yj  5,  à  la  surface  û,  dirigée  vers  l'extérieur  du  volume  V. 
De  même,  en  désignant  par  P  et  Q  deux  autres  fonctions  con- 
tinues de  x^  y^  z,  et  par  a,  ^  les  angles  que  fait,  avec  Ox  et  Oj, 
la  normale  en  un  point  de  û,  toujours  dirigée  vers  l'extérieur 
de  V,  on  trouverait 

(4)  fj   I   ^dxdydx  =  J   I    V{x,  y,z)cosoLdia, 
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d*oii,  par  addition, 

C'est  la  formule  d'Ostrogradsky  (ou  de  Green),  qui  transforme 
une  intégrale  de  volume  en  une  intégrale  de  surface,  et  inverse- 
ment. 

Si  la  surface  û  est  rencontrée  en  plus  de  deux  points  par  des 
parallèles  aux  axes,  il  est  aisé  d'établir  que  la  formule  subsiste, 
en  employant  la  méthode  indiquée  à  propos  de  la  formule  de  Rie- 
mann  (n°  65). 

69.  Formule  de  Stokes.  —  Elle  transforme  Tune  dans  l'autre 
une  intégrale  de  surface  et  une  intégrale  curviligne. 

Soit  co  une  portion  de  surface,  limitée  par  une  ligne  fermée  X. 
Nous  admettrons  que  o)  a  deux  faces  distinctes,  que  nous  appel- 
lerons (»>'  et  iù",  de  telle  sorte  qu'on  ne  puisse  passer  d'une  face  à 
l'autre,  en  cheminant  sur  la  surface,  qu'en  traversant  le  contour  X. 
Nous  appellerons  direction  de  la  normale  à  une  face  celle  d'un 
rayon  lumineux,  réfléchi  normalement  par  celte  face  supposée 
polie  :  les  normales  N'  et  N"  aux  deux  faces  co'  et  co",  en  un  même 
point,  ont  ainsi  des  directions  opposées. 

Nous  aurons  également  besoin  de  définir  le  sens  d'un  mouve- 
ment sur  l'une  ou  l'autre  face  de  o).  Â  cet  effet,  imaginons  un 
observateur  debout  sur  la  face  w',  par  exemple,  la  tête  sur  la  nor- 
male à  cette  face,  placé  près  du  contour  X  et  regardant  ce  con- 
tour :  on  dira  qu'un  mobile  décrit  le  contour  X  dans  le  sens 
positif,  sur  la  face  co',  si  l'observateur  le  voit  passer  devant  lui  de 
droite  à  gauche.  Sur  la  face  w",  le  même  mouvement  aurait  d'après 
cela  le  sens  négatif. 

70.  Admettons,  pour  commencer  {fig^  Sg),  que  la  surface  co 
ne  soit  rencontrée  qu'en  un  point,  au  plus,  par  loute  parallèle 
à  Oz]  elle  se  projette  dès  lors  dans  l'aire  di,  que  limite,  sur  le 
plan  des  ary,  la  projection  X|  du  contour  X.  Considérons  une  face 
de  o),  la  face  w',  par  exemple,  dont  une  normale  N'  fait  avec  Oz 
un  angle  aigu  :  en  chaque  point  de  co',  la  normale  fera  encore 
avec  Oz  un  angle  aigu,  car  la  surface  co  n'ayant  pas,  par  hypo- 
thèse, de  plan  tangent  parallèle  à  0>3,  l'angle  considéré  ne  peut 
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devenir  droit  et,  comme  il  varie  d*uae  manière  continue,  il  reste 
aigu. 

Si  M  est  une  fonction  àex^  y,  on  a,  d'après  la  formule  de  Rie- 
mann,  dans  le  plan  des  xy, 

le  contour  X|  étant  décrit  dans  le  sens  positif  sur  la  face  supé- 
rieure du  plan  des  xy,  en  raison  de  la  disposition  des  axes  de 
coordonnées. 

Fig.  39. 


/t 


Supposons  que  M  soit  une  fonction  continue  U,  de  Xj  y,  5,  et 
que  z  soit  lui-même  une  fonction  de  x,  y,  déOnie  par  l'équation  de 

la  surface  w  ;  on  devra  remplacer  -r—  par Ht-  t-  >  et  1  on  aura  : 

'  '  ây  ^       dy         Oz   dy 


((>) 


/X.(f-S^;)-"-j[^'-- 


Or    /  U  dx  est  la  même  chose  que    /  U  dx,  car  ar,  r  et  dx 

sont  les  mêmes  sur  X,  et  \;  le  contour X,  dans  cette  nouvelle  inté- 
grale curviligne,  est  décrit,  sur  ta  face  co',  dans  le  sens  positif. 

D'ailleurs,  en  désignant  par  y  l'angle  aigu  que  fait,  avec  O:;,  la 
normale  à  la  face  w'  au  point  x,y,  z,  on  a,  d'après  la  formule  (5) 


i)V 


OU  àz 


du  n®  62,  F  représentant,  pour  abr('":er, 1 


(7) 


i     /    /    ViJ-,  y,  z)cos<y  diû  =    i    1    F(.r,  v, -5)  cosv  , Z. 


puisque  cosY=|cosy|. 
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Remplaçons  F  par  sa  valeur;  nous  obtenons  dans  (6),  en  verlu 
de  (7), 

Enfin  la  normale  à  to'  ayant  ses  cosinus  directeurs,  cosa,  cos^, 
cosy,  proportionnels  à  t->  t^  et  —  i,  on  a 

cosa       cosQ  j,   ,  dz  cosS 

--— = -^  =  — cosY,         dou         T-  = -; 

dz  âz  '  ây  cos^ 

àx  dy 

ce  qui  donne,  dans  (8), 

—  /  J    (;>7^^*''~  j^  cos^  j  dio  =  J   l]{x,  y,  z)dx. 


On  aurait  de  même,  en  désignant  par  V  et  W  des  fonctions 
continues  de  x^  y^  z^ 

et,  en  ajoutant, 

/XH("-S) 

(9)    [        ^'^'?[^ -  d7J -^^^^n^ï ~ ^)\ "^^ 

=  f  {Udx-^Ydy-hWdz), 

le  contour  X  étant,  dans  Tintégrale  curviligne,  décrit  dans  le  sens 
positif. 

C'est  \di  Jormule  de  Slokes,  Elle  s^applique,  sans  modification, 
à  la  face  co'',  car,  pour  cette  face,  cosa,  cos^,  cosy  changent  de 
signe,  et  le  sens  du  mouvement  sur  la  courbe  X  doit  également 
changer  pour  être  positif  sur  iù" . 

71.  Si  la  surface  o)  est  coupée  en  plus  d*un  point  par  une 
H.  -  II.  6 
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parallèle  à  O^,  on  la  décomposera  en  surfaces  o)|,  0)2,  . . .  rencon- 
trées en  un  seul  point,  au  plus.  Ainsi,  dans  le  cas  de  la  (igurc 
ci-dessous  ^fig»  4o),  on  mènera  la  courbe  (L)  de  contact  des 
|)lans  tangents  parallèles  à  O^,  et  les  lignes  AB,  A'B'  joignant 
deux  points  de  (L)  à  deux  points  dé  X. 

Fi  g.  4o. 


La  surface  w  est  ainsi  divisée  en  trois  parties  : 

1®  La  partie  située  au-dessus  de  (L); 

2°  La  partie  dont  le  contour  est  ABPB'A'QA  ; 

3"  La  partie  dont  le  contour  est  AllA'B'SBA. 

Si  Ton  écrit  la  formule  (9)  pour  chacune  de  ces  parties  et  si 
Ton  ajoute,  les  intégrales  curvilignes  suivant  les  lignes  (L),  AB 
et  A'B'  disparaissent,  chacune  d'elles  figurant  deux  fois  avec  des 
signes  contraires,  et  il  reste  la  formule  (9),  appliquée  à  Tune 
des  faces  de  o)  et  au  contour  A. 

La  formule  de  Slokes  est  donc  générale. 
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CHAPITRE  ill. 

APPLICATIONS  DIVERSES. 


I.  -  INTÉGRATION  SOUS  LE  SIGNE  f- 
72.  Règle.  —  Considérons  l'intégrale 

dépendant  d'un  paramètre  a,  et  dont  les  limites  a  ei  b  sont  indé- 
pendantes de  a. 

Proposons-nous  de  l'intégrer  par  rapport  à  a,  entre  deux  limites 
constantes  ai  et  t.^  ;  c'est  le  problème  inverse  de  celui  de  la  déri- 
vation traité  dans  le  Tome  I. 

L'intégrale  cherchée  a  pour  symbole 

D'après  la  règle  de  calcul   des   intégrales  doubles,    ce  n'est 

autre  chose  que  l'intégrale   /  /  f{x^  a)  dx  doL^  les   variables  de 

sommation  étant  x  et  a,  prise  dans  le  rectangle  qui  a  pour  côtés 
les  droites 

on  peut  donc  intervertir  l'ordre  des  intégrations  (n®  IS),  à  condi- 
tion que  la  fonction  /(^,  a)  soit  continue  dans  le  rectangle,  sup- 
posé lui-même  fini;  on  a  ainsi 

'       doL   I     /(XyOi)dx=    I      dx   I      /(Xja)d(x. 

C'est  la  formule  d'intégration  sous  le  signe  / ,  tout  à  fait  sem- 
blable à  celle   de   dérivation    :   au  lieu  de  remplacer,  sous  le 
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signe    /    ,  la  fonction  /(x,  a)  par  sa  dérivée  en  a,  on  la  remplace 
par  son  intégrale  en  a,  entre  les  limites  ai  et  aj. 

73.  Si  les  limites  a  et  b  dépendent  de  a,  la  formule  ci-dessas 
n'est  plus  exacte. 

On  peut  ramener  ce  cas  au  précédent  par  un  changement  de 
variable.  Dans  l'intégrale 


posons 
d'où 

rintégrale  devient 


X  =  a-^  (b  —  a)y, 
dx  =  (h  —  a)  dy; 


f   {b-a)f\a-^{b-a)y,ft]dy, 

•'0 

OÙ  les  limites  sont  constantes.  La  formule  du  numéro  précédent 
est  alors  applicable. 

74.  Autre  méthode.  —  Soient 

a  =  cp(a),        6  =  e(a)  (a  <  6) 

les  limites,  variables  avec  a,  de  Tintégrale  considérée;  il  s'agit  de 


Fig.  4i. 


JC^^iCt, 


J^«e(ex) 


calculer  ou  de  transformer  l'expression 

(,)  \  d%\      \  Ax,OL)dx 


-a,  L*  ?(a) 


] 
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C'est  là  une  intégrale  double  prise  dans  un  champ  facile  à  déter- 
miner. 

Traçons  en  effet  i^fig-  40?  ^^"^  '^  P^^*^  ^^^  ^*i  "^^  courbes 
a:  =  y(a),  x  =  6(a);  l'expression  (i)  n'est  autre  chose,  d'après 
sa  forme  même,  que  l'intégrale  double 


// 


prise  dans  le  champ  (ombré),  limité  par  les  courbes  précédentes 
et  les  deux  parallèles  à  Ox,  d'ordonnées  ai   et  a2  :  car,  pour 
calculer  cette  intégrale  en  commençant  par  V intégration  en  x, 
la  règle  générale  conduit  précisément  à  écrire  l'expression  (i). 
Donc  enfin,  C  étant  le  champ  ombré,  on  a 


\      doL   j        /(x,(x)dx=   I   j  f{x,'3L)dxd%, 


l'intégrale  du  second  membre  pouvant  ensuite  être  calculée  par 
une  méthode  quelconque. 


II.  -  Calcul  dintégrâles  définies. 


75.  Les  règles  d'intégration  et  de  dérivation  sous  ie  signe   / 

permettent  d'obtenir  la  valeur  de  quelques  intégrales  définies, 
dont  le  calcul  direct  est  impossible. 

76.  Calcul  de  l'intégrale    /     e-^^dx.  —  La  fonction  primitive 

de  e"^*  ne  s'exprimant  pas  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires,  on 
ne  peut  évaluer  directement  cette  intégrale  importante,  qui  se 
rencontre  dans  diverses  questions  d'Analyse  et  de  Physique  mathé- 
matique. On  trouvera  sa  valeur  en  faisant  usage  de  la  règle  d'inté- 
gration sous  le  signe   /  .  Dans  l'intégrale 

/%  ce 

J  =    /      e-^'  dx, 
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posons  X  =  %y,  ol  étant  une  constante  positive,  on  a 


•  0 


Multiplions  les  deux  membres  par  e""°*',  et  intégrons,  par  rap- 
port à  a,  entre  o  et  oo  :  J  étant  une  constante  absolue  (indépen- 
dante de  a),  rintégrale  du  premier  membre  sera 

/e-^^dil     c'esl-à-dire     J*; 
rintégrale  du  second  membre  sera 

ou,  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations  (*), 

f      dy   I      e-^*(^-^y*)oLdoL. 

0  «-0 

Or  rintégrale  en  a  se  calcule  de  suite;  on  a  ainsi 

Donc 
(i)  ^^  I    ^"^'^^*^=  -v/^- 


77.  De  la  formule  (i)  on  peut  déduire  une  infinité  d'autres 
par  la  règle  de  dérivation.  Il  suffit  en  effet  de  faire  un  changement 
de  variable,  de  manière  à  introduire  un  paramètre  a,  et  de  dériver 
les  deux  membres  en  a  :  c'est  là  un  procédé  général,  applicable 
à  toutes  les  intégrales  définies  dont  on  connaît  la  valeur.  Posons, 
par  exemple,  dans  (i), 

OL  étant  positif;  nous  obtenons  la  formule  : 

/flO  I 

e-^y'dj'='-s/T.7.''^; 

dérivons  maintenant  les  deux  membres  par  rapport  à  a. 


(*)  Le  champ  d'intégration  étant  infini,  cette*  interversion  n'est  pas  nécessaire- 
ment légitime;  on  admettra  qu'on  a  le  droit  de  la  faire. 
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Je  dis  qu'o/i  peut  appliquer  en  toute  sécurité  la  règle  de 

dérivation  sous  le  signe  f ,   bien  que  la  limite  supérieure  soit 

infinie.  En  effet,  la  fonction  e~*^'  satisfait  aux  deux  conditions 
du  n**  323  du  Tome  1,  à  savoir  :  i**  cette  fonction,  /(y,  a),  et  sa 
dérivée  /^  sont  des  fonctions  continues  de  la  variable  a,  lorsque  a 
reste  positif,  et  cela  quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  y  entre 
o  et  -f-oo;  2®  /al  est  finie  et  déterminée  pour  a  et  jk=o.  Reste 
donc  seulement  la  difficulté  provenant  de  la  limite  supérieure 
infinie.  Or,  d'après  le  n**  32o  du  Tome  I,  on  pourra  appliquer  la 
n^gle  de  dérivation  si  l'intégrale 

f    /a»0%  «-^-^^)^7»     c'est-à-dire       f    ^Vg-r>{a4-6A)^^^ 


a  une  valeur  finie.  On  peutTécrire 


I 


r 


dy\ 


et  comme  la  fonction  ^{y),  c'est-à-dire  ^'°e~^'^*^^^',  tend  vers 
zéro  pour^  infini  (car,  a  étant  >  o,  a  -f-  6/i  est  >  o  pour  h  assez 
petit),  l'intégrale  est  finie  (Tome  I,  n*' 298). 

Donc  enfin  la  règle  de  Leibniz  s'applique  et  la  dérivation  par 
rapport  à  a  des  deux  membres  de  (2)  donne  : 


J    yU-^y^dy  =  l^.l 


a    * 


puis,  par  une  série  de  dérivations  successives, 

./       "^  "^        2        1 .3. .  .(Ji/i  —  I) 


a 


} 


»/i-H 

2  ; 


78.  Intégrale  de  Fourier.  —  Considérons  l'intégrale 

1=    /      e—^'^  copiai X  dx y 

où  a  désigne  une  constante.  Dérivons  par  rapport  au  paramètre  a; 
on  verra  comme  au  numéro  précédent  que  la  règle  de  Leibniz  est 
applicable.  Donc 

-.-  =   I      —7.xe-^s\nioLiJcdx. 
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Or  — 2xe""''  est  la  dérivée  de  e"*"';  on  a  donc,  en  intégrant 
par  parties, 

c'est-à-dire,  puisque  la  quantité  tout  intégrée  s'annule  aux  deux 

limites, 

dl  , 

—-=  —  17.1. 

ai 
On  en  conclut,  en  séparant  les  variables  I  et  a, 


-7-  = —  2  a  aa, 


et,  en  intégrant, 


ou 


logl  =  —  a«-h  logC; 

On  détermine  la  constante  G  en  faisant  a  =  o;  I  se  réduit  alors 
à    /     e"^^ dx^  c'est-à-dire  -yZ-Tî  (n®  76),  et  l'on  en  conclut  finale- 


0 
ment  la  formule 


1=1      e-*'cos2axt/iP  = -i/t:  e-*V 


III.  -  PROBLÈME  D'ABEL. 


79.  Problème.  —  Trouver  la  courbe  suivant  laquelle  il  faut 
laisser  tomber  un  point  matériel  pesant  pour  quUl  parvienne 
en  un  point  O  {origine  des  coordonnées)  au  bout  d\in  temps 
qui  soit  une  fonction  donnée^  I^CO»  ^^  '^  hauteur  de  chute  h. 

Prenons  pour  axes  O:;  et  Ox  la  verticale  et  l'horizontale  du 
point  O  :  en  un  point  de  la  courbe,  de  hauteur  z  {fig^  4^)?  '^  "mo- 
bile est  animé  d'une  vitesse  égale  à  celle  qu'il  aurait  s'il  était  tombé 

verticalement  de  la  hauteur  h  —  2r,  c'est-à-dire  ^^ff{h  —  z). 
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Soit  s=/{z)  l'arc  de  la  courbe,  compté  à  partir  de  O;  on 
aura  d'après  cela 


—  ^  =/2^(A  — -s), 


ou 


dt=  — 


f'(z) 


)/ig{h  —  z) 


dz. 


Le  temps  de  chute,  de  A  en  O,  sera 


T=-  ry^-)    -'-    ;   f'4M=d.. 


Fig.  42. 


L'équation  du  problème  est  donc 

.A 


(I) 


yigJ^     yJh  —  z 


dh 


l'inconnue  étant  la  fonction /(z)  ('). 
Voici  l'ingénieuse  solution  d'Abel. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (i)  par      '^"      »  Ç  étant  une 

constante,  et  intégrons  par  rapport  à  A,  entre  les  limites  o  et  2^.  Il 
vient 


(6) 


Jq   v^î  —  f^     /ï^  *K  /ç  —  '*  L'A)  //»  —  5    J 


Loin  de  compliquer  l'équation  (i),  comme  il  peut  le  paraître, 
cette  nouvelle  relation  donne  la  solution  immédiate  du  problème. 


(*)  Ce  problème  est  un  cas  particulier  du  suivant  :  Trouver  une  fonction 
/{Xt  a),  assujettie  ou  non  à  certaines  conditions  de  forme,  telle  que  r inté- 
grale   I     /(^,  ol)  dx  soit  égale  à  une  fonction  donnée  de  a.  Les  limites 

a  et  b  peuvent  être  des  constantes  ou  des  fonctions  de  a.  C'est  le  problème 
inverse  de  celui  du  calcul  des  intégrales  définies;  il  n'a  reçu  aucune  solution 
dans  le  cas  général. 


90 
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COMPLEMENTS  DU  CALCUL  INTEGRAL. 


Le  second  membre  de  (2),  en  effet,  est,  par  rapport  aux  variables 
de  sommation  h  et  r,  égal  à  l'intégrale  double 


I  _   C  Ç^''!!l f'!^."* 


prise,  dans  le  plan  de  ces  variables,  à  l'intérieur  d'un  champ  que 
l'on  détermine  aisément  {voir  n°  74)  :  la  forme  (2)  de  l'intégrale 
montre  que,  h  étant  fixe,  les  limites  de  z  sont  o  et  A;  les  valeurs 
extrêmes  de  h  sont  ensuite  o  et  Ç.  Le  champ  est  donc  le  triangle 
formé  par  Taxe  O/i,  la  bissectrice  ^  =  A,  et  la  parallèle  à  O^ 
d'abscisse  Ç  (région  ombrée)  (*)  {Jig*  43). 

Fig.  43. 


Calculons  maintenant  l'intégrale  double  I  en  commençant  par 
l'intégration  en  h  :  les  limites  de  h  sont  alors  z  et  l^,  les  valeurs 
extrêmes  de  z  étant  ensuite  o  et  'C,  Donc,  le  second  membre 
de  (2)  peut  s'écrire 


(9.  bis) 


Dans  l'intégration  par  rapport  k  /ly  z  est  regardé  comme  con- 
stant, d'après  la  règle  de  calcul  des  intégrales  doubles;  par  suite 


oir 


(  '  )  La  fonclion  qui,  dans  l'expression  de  I,  fi};urc  sous  le  signe    l   l  yk  savoi 


<  devient  infinie  sur  les  droites  z  —  h  et  h  =  l^,  qui  sont  deux 

des   côtés  du  triangle  champ.   Mais,   comme  les  exposants  de   C  —  h   et  /*  —  z 

au  dénominateur  sont  égaux  à  ->  c'est-à-dire   inférieurs  à    i,  l'intégrale   I  est 
néanmoins  finie  et  déterminée  dans  le  champ  ombré  (n"  54). 
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L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  de  cette  dernière  rela- 
tion se  calcule  aisément  :  elle  est  égale  à  tz  (*).  Elle  est  donc,  et 
c'est  là  le  point  fondamental,  indépendante  de  ^;  et  il  reste,  pour 
la  valeur  de  (a  bis), 

4=  f    r.f\z)dz,     c'est-à-dire     ^f/(0-/(o)]. 

Or/(o)  est  nul.  Tare /(s)  étant  compté  à  partir  de  l'origine; 
donc  enfin,  remplaçant  par  cette  valeur  de  (2  bis)  le  second 
membre  de  (a),  on  a  l'équation 

ce  qui,  la  fonction  F  étant  connue,  donne  Texpression  cherchée 
de  la  fonction  inconnue  /*(?)>  sous  forme  d'une  intégrale  définie, 
dépendant  du  paramètre  l^. 

Connaissant  ainsi /(5),  c'est-à-dire  l'expression  de  l'arc  s  de  la 
courbe  en  fonction  de  l'ordonnée  z,  on  écrira,  pour  trouver 
l'équation  de  celle  courbe  en  x  et  z, 

ds  =  )/dx^-\-dzi  =f\z)  dz\ 
d'où,  en  élevant  au  carré  et  séparant  les  variables  x  et  5, 

dz  v//'*(^)— I  =  ^-^ 
et,  en  intégrant, 

(4)  X  =  j  \//'*{z)— i  dz -{- consi. 

On  déterminera  la  constante  de  manière  que  z  soit  nul  pour  j:  =  o, 
et  l'on  aura  ainsi,  par  (4),  l'équation  cartésienne  de  la  courbe 
cherchée. 


(*)  Le  plus  simple  est  de  faire  dans  Tintégrale    /  -i  où  ^  el  C 

sont  des  constantes,  le  changement  de  variable 

A  :=  z  -h(Ç  —  z)  sin-(i),        dh  =  2(Ç  —  5)  sinw  cosw  cfw, 

ce  qui  donne  pour  Tintégrale  cherchée 

..    r»  (C  — ^)sintocos(i)  ^         .    r*^ 

*^0        V  (  's  —  5  )  si  II'  (0  (  Ç  —  ^  )  COS'*  W  Jq 
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80.  Courbe  tautochrone.  —  Comme  application,  cherchons  la 
courbe  (dite  tautochrone)  pour  laquelle  le  temps  de  chute  est 
indépendant  de  la  hauteur  de  chute  A;  il  faut  faire 

F(A)=/o, 
ce  qui  donne,  dans  (3), 

Donc  l'arc  5,  ou  f{z)j  est  proportionnel  à  la  racine  carrée  de 
l'ordonnée  z]  posons  pour  simplifier  s  =y/8a2,  il  vient 


■<=)'i/?. 


/ 


et  l'équation  cartésienne  (4)  de  la  courbe  s'écrit 


=/i/^ 


dz  -h  const. 


L'intégrale  indéfinie  au  second  membre  s'obtiendrait,  selon  la 

méthode  générale,  par  le  changement  de  variable =  i/*;  il 

sera  plus  simple  d'opérer  autrement.  Posons 

^  =  a(i  — cos/),         dz  =  as'xnt  dt^ 
il  vient 

r ^   /a{\  -¥-  cos/)    .        , 

x  =  a   I  {/  —, sin  /  a/ -h  const. 

j    y    a{\  —  cos/j 

=  a   /  (i -h  cos/)  t// -f- const.=  a(^ -h  sinf)-4- const. 

La  constante  est  nulle,  car  pour  :;  =  o,  c'est-à-dire  t=-o^x  doit 
être  nul. 

Les  équations  paramétriques  de  la  courbe  sont  donc 

a-  =  a(/  -T-  sin/), 
^  =  a(  I  —  cos/). 

C'est  une  cycloïde,  symétrique  par  rapport  k  Ox  de  la  déve- 
loppée de  la  cycloïde  étudiée  au  n"  382  du  Tome  L 
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CHAPITRE  IV. 

FONCTIONS  EULÉRIENNES. 


I    -  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES. 


81.  Les  fonctions  eulériennes  sont  un  exemple  intéressant  de 
fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies;  elles  jouent  un 
rôle  assez  important  en  Analyse  et  en  Physique. 

On  nomme  fonction  eulérienne  de  seconde  espèce,  et  l'on 
désigne  par  r(a),  la  fonction  de  a 

(I)  r(a)=    j      e-'^x^-^dx. 

L'intégrale  n'a  une  valeur  finie  et  déterminée  (Tome  I,  n°  308) 
que  si  a  est  positif;  elle  définit  donc,  dans  ce  cas,  une  fonction 
de  a,  laquelle  est  toujours  positive,  puisque  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  sont  positifs. 

Pour  a  nul,  r(a)  est  infini. 

82.  Théorème.  —  On  a 

r(a-f-i)  =  ar(a). 

En  effet,  l'intégration  par  parties  donne  : 

f      x^e-''dx  =  ( — e-^a?*)*-i-a    /      e-'x''-'^  dx. 

Le  terme  tout  intégré  s'annule  aux  deux  limites  (puisque  a  est 
positif)  et  le  dernier  terme  est  a  r  (a).  c.  q.  f.  d. 

83.  Corollaire.  —  Si  a  est  entier,  on  a 

r(a  -H  i)  =  1  .'2.3. .  .a. 
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En  effel 

r(a-hi)  =  ar(a)  =  a(a  — i)r(a  — i)  =. . .  =  a(a  —  i). .  .2.  i  .T^i). 

Mais 

r(i)=   f    e-'c^j7  =  (— e-^)"  =  1, 


•  0 


ce  qui  établit  le  Corollaire. 

L'importance  de  la  fonction  F  vient  de  cette  relation  avec  les 
factorielles. 

Le  théorème  du  n®  82  permet  de  calculer  r(a),  pour  une 
valeur  quelconque  de  a,  lorsqu'on  connaît  la  fonction  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i;  nous  verrons  plus  bas 
qu'il  suffît  même  de  connaître  F  (a)  pour  les  valeurs  comprises 


entre  o  et  -• 
•2 


84.  Produit  de  deux  fonctions  r.  —  On  a 

«-'0  •'0 

ce  qu'on  peut  écrire,  sous  forme  d'intégrale  double, 

(2)  r(a)r(p)=   Ç Ç e-^^^y"» x'^-'^ y^-^  d.r  dy , 

le  champ  étant  l'angle  positif  des  axes,  considéré  comme  la  limite 

d'un  rectangle  dont  deux  côtés  sont  Ox  et  Oy,  et  dont  les  deux 

autres  s'éloignent  à  l'infini  :  ce  champ  est  défini  par  x^o,  jK  =  o. 

Faisons,  dans  l'intégrale  double  (2),  le  changement  de  variables 

X=UV,  j=£i(|  — (;); 

d(  X    'V  ^ 

le  jacobien  j-  -^-^  est  v{ —  u)  —  u{i  —  v)  =z —  u\  quant  au  nou- 
veau champ  en  w,  (^,  il  est  défini  par 

d'où  l'on  tire,  en  ajoutant  membre  à  membre, 
et,  par  suite. 


Ol  i'  £  I. 
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Le  champ  QJ  en  w,  v  est  donc  la  région  ombrée  {Jig*  44)  limitée 
par  Taxe  des  i^  (^z  =  o),  Taxe  des  u  (^=  o),  et  la  parallèle  à  Ow, 
r  =  I . 

On  a  alors,  en  remplaçant  dans  l'intégrale  double  (2),  x  par  uv, 

y  par  u{\  —  i^),  et  dx  dy  par  du  dv  mod  ^       />  c'est-à-dire  par 
//  du  dv^  puisque,  dans  le  champ  C,  u  est  positif, 

r(«)  rO)=    r  C  e-'*u^^t^-^ç^-^i  —  v)P-idudv, 
ce  qui  s'écrit,  d'après  la  règle  de  calcul  d'une  intégrale  double. 

Au  second  membre,  la  seconde  intégrale  estr(a-|-  P);  la  pre- 
mière est  une  intégrale  nouvelle,  fonction  de  a  et  de  P,  que  l'on 

Fi*»    'îi 
*  'o*    H* 


désigne  par  le  symbole  B(a,  j3),  et  que  l'on  nomme  intégrale 
eulérienne  de  première  espèce. 
Donc,  enfin. 


(3) 


(\) 


r(a)r(p)  =  r(aH-p)B(a,P); 


a  et  P  désignant  deux  quantités  positives  quelconques. 


80.  Autres  formes  de  B(a,  p).  —  i*>  La  formule  (3)  montre  que 
B(a,  p)  =  B([3,  a),  ce  qu'on  vérifierait  directement  en]  posant, 
dans  l'équation  (4),  x  =  i  —  y.  Ainsi  : 


(4') 


B(«,  p)=   f    x?'^(i  —  x)^-^djr. 
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•2®  Posons,  dans  l'intégrale  (4),  x  =  sîn^w;  il  vient 

(4')  B(a,  P)  =  2    r'sin«a-»cocos«P-»ci>c^w. 

3**  Posons  enfin,  dans  (4), 


I 

X  = 


on  trouve 

(4-)  B("-P)  =  X"(tS^''-''- 


r(p,r(.-p)  = /"fgrf,. 


membre  est  égale  à    ._q_;  on  aura  donc 


Si,  dans  cette  formule,  on  suppose  a  -f-  ^  =  i ,  il  vient 
on  a  par  suite,  d'après  (3),  en  se  rappelant  que  r(i)  =  i , 

0 

Nous  verrons  plus  tard  que  l'intégrale  qui  figure  au  second 

TT 

(5)  r(p)r(i-p)=-^^, 

formule  qui  permet  de  calculer  r(a)  pour  les  valeurs  de  la  variable 
comprises  entre  -  et  i,  quand  on  Taura  calculée  pour  les  valeurs 

comprises  entre   o   et  -•  Cette   formule  suppose  naturellement 

O  <i  j3  <C  I  î  puisque  r(a)  n'a  été  défini  que  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  a. 

86.  Valeur  de  r^^V  —  Si,   dans  (4"),  on  fait  a=  j3  =  i,  il 
vient 


BI  -9  -)   =  1     I        dix)  =  TT. 

D'ailleurs,  par  (3), 
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(^omme  r(i)  =  i  (n®  4i),  on  a 

[r(i)]'=.,      .0.      r(i)  =  /.. 

On  peut  encore  faire  ce  calcul  comme  il  suit.  Dans  Fëqualion 

r(a)=    j      e-^x'*'-^dx 

posf>ns  X  =^^;  il  vient 

r(a)  =  x    f     e-J'jî*-»  f/r, 

d'où  (n"  76) 

F  (-)==?.   f     e-y''  (If  =  ^T.. 

Tables,  —  Il  existe  des  Tables  donnant  les  valeurs  de  r(a);  ces 
Tables  permettent  aussi,  d'aprcs  (3),  de  calculer  B(a,  jï). 

87.  Valeur  approcliée  de  T{n)  pour  n  très  grand.  —  La  relation 
de  r(/i)  avec  les  factoriellcs  montre  que,  pour  des  valeurs  entières 
de  /i,  r(/i)  croît  avec  n  et  croît  même  très  rapidement.  Legendre 
a  d^ailleurs  prouvé  (jue  r(x),  qui  est  infini  ])0ur  ^=o,  com- 
mence par  décroître,  passe  par  un  minimum  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  i  et  2,  et  croît  ensuite  indéfiniment  avec  x. 

Il  y  a  intérêt,  dans  diverses  questions,  à  connaître  Tordre  do 
grandeur,  par  rapport  à  n,  de  r(/2  4-i),  ou  de  la  factorielle 
1 . 2 ...  /j  ;  voici  la  marche  à  suivre  pour  arriver  au  résultat  désiré. 

88.  On  a,  par  définition, 

(T))  r(/i-i-i)=    /      c-'^x'^  clx\ 

*   0 

la  fonction  sous  le  signe   / ,  e'-^x^y  va  de  o  à  o  quand  ^  va  de  o 

à  00,  si  Ton  suppose  /i  >►  o;  elle  passe,  comme  on  le  voit,  en  pre- 
nant sa  dérivée,  (n  —  j;)e~^x"~*,  par  un  et  un  seul  maximum 
pour  x  =  n;  ce  maximum  est  /i^e"".  Faisons  alors,  dans  l'inté- 
grale de  définition  (G),  le  changement  de  variable 

(7)       j?«e~^=  n^e-^e— '*        ('  =  nouvelle  variable  d'intégration). 

Quand  x  va  de  o  à  n,  puis  de  n  à  -f-00,  /^  q^i  j>^qI  ^i  positif 
H.  -  II.  7 
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et  va  de  -t- 00  à  o,  puis  de  o  à  4-00;  quant  à  /,  ou  peut  se  donner 
arbitrairement  son    signe,    puisqu^il   n^est    assujelli    qu^à    véri-    ^ 
fier  (7)  :  prenons  alors  t  négatif  pour  x  compris  entre  o  et  n, 
et  positif  pour  x  compris  entre  n  et  4-00;  t  ira  ainsi  de  — x 
à  -4-00. 

Calculons  maintenant  dx;  pour  simplifier,  posons 

et  cherchons  du^  qui  est  égal  à  dx;  à  cet  eilet,  prenons  les  loga- 
rithmes des  deux  membres  de  (7)  : 

(8)  /iIog(/i  -h  u)  —  n  —  u  =  n  log/i  —  /i  —  t*. 

On  a,  en  difTérentiant, 

du  l 1  )  =  —  2  /  dtf 


I»    « 
ou 


du  =  de. 

u 


Portons  cette  valeur,  et  la  valeur  (7)  de  x"e'^^^  dans  r(/i  H-  1), 
c'est-à-dire  dans  (6)  : 


-t-  ao 


(9)  r(/n-i)  =  2^i"e-"    /         e-'M  ^-h  ~  )  f//. 

Le  changement  de  variable  n*est  pas  terminé,  puisque  u  reste 

sous  le  signe   /  :  il  faudrait  le  tirer  de  (8)  en  fonction  de  ^,  ce  «{ui 

n'est  pas  possible  explicitement;   on  se  bornera  dès  lors  à  une 
approximation. 

Remplaçons,  dans  (8),  log(/i -h  u)  par  son  développement  de 
Maclaurin  réduit  aux  deux  premiers  termes  et  au  reste;  il  vient 

et,  après  réductions, 

(*o)    -7 — r-Â-Ti  =  ^»       ^^"        — ft-=H/-       (o<e<i). 

11  faut  prendre  le  signe  -f-  devant  le  radical,  car  :    i^  u  eX,  t 
sont  de  même  signe,  puisque  u^  on  x  —  n,  est  négatif,  comme  ^, 
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pour  o  <;  .r  "<  /2,  et  positif,  comme  t^  pour  n<ix  <^^\  2°/i  +  8£/ 
est  toujours  positif,  puisque  la  plus  petite  valeur  de  u  {owx  —  n) 
est  —  /î,  et  qu^on  a  o  <C  0  <C  i . 

ïirous   alors  -  de   (lo)   en  fonction   de  t  et  de   la   quantité 

inconnue  6  (fonction  de  u  et  de  /i)  : 

i-O/l/-  /     /- 

et  portons-le  dans  l'expression  (9)  de  r(/i  +  i);  il  vient 
ce  qui  se  décompose  : 

car  e~'*  est  une  fonction  paire  (Tome  1,  n"  263,  4")>  ^"®  ®*^  donc 
égale  à  y/i:  (n"  37),  et  Ton  a 

en  posant 


«^  —  • 


expression  où  4  désigne  une  fonction  inconnue  de  /  (puisque' de  ii)^ 
qu'on  sait  seulement  rester  comprise  entre  o  et  1.  Je  dis  que  J  est 

r  I 

compris  entre et  H — • 

En  eflet,   décomposons  J  en  deux  intégrales   /      +  /       î  1^ 

seconde  est  positive,  puisque  tous  ses  éléments  sont  positifs,  et 
Ton  a 


-«.x^-*r%rvO. 
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De    même   on  verrait  que   rinlégrale     /     ,    qui   est  négative 

puisque  tous  ses  éléments  sont  négatifs,  est,  en  valeur  absolue, 
inférieure  à  -  ;  donc  J  est  bien  compris  entre et  H — >  et  peut 

k 
s'écrire  J  =  -»  avec  —  i  <  A*  «<  i .  Donc  enfin 

(11)  v(^n-\-x)  =  y/^ri^.('iy  (  i^  ~~L=-\         (-.i<Â:<i). 

\  ^ /     \  yj'im: ] 

Dès  que  n  est  assez  grand,  le  terme  --=  est,  en  valeur  absolue, 
très  inférieur  à  i,  et  Ton  a  sensiblement 

(12)  Vin  -\-  i)  =  v/-2/iTc/  -  \    . 

C'est  la  formule  approximative  cherchée;  elle  donne  l'ordre  de 
grandeur,  en  /?,  du  produit  1.2. 3.../?,  quand  agrandit  indéfini- 
ment. 

89.  Remarque.  —  Il  importe  d'observer  que  V erreur  absolue 
de  la  formule  (12)  peut  être  considérable;  car  elle  a  pour  ex- 
pression, d'après  (1  ï)î  ''("")  '  quantité  qui  peut  devenir  infinie 
avec  n]  mais  Verreur  relative,  -tz:_=->  sera  toujours  très  petite  et 

V2/17: 
de  module  inférieur  à  — =• 

k 
Une  étude  plus  complète  montrerait  que  le  terme  »  déve- 

^•1  n  TU 
loppé  suivant  les  puissances  croissantes  de  —>  a  pour  expression 

k  I 


v/TTilr       »'^'* 


ce  qui  montre  que  Terreur  absolue  grandit  indéfiniment  avec  n. 
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II.  -  APPUCATIONS  DES  FONCTIONS  EULÉRIENNES. 


90.  Les  fondions  F  servent  surtout  à  donner  Texpressîon 
exacte  ou  approchée  des  factorielles  et  jouent  à  ce  titre  un  rôle 
utile  dans  le  Calcul  des  Probabilités  (Théorème  de  Bernoulli). 

En  Analyse,  elles  ont  offert  un  exemple  important  de  fonctions 
représentées  par  des  intégrales  définies,  et  ont  attiré  l'attention 
d'Euler,  Legendre,  Gauss,  Cauchy,  Weierstrass,  etc.  qui  en  ont 
donné  de  nombreuses  propriétés.  Nous  nous  bornerons  à  dire 
qu'on  a  étendu  la  définition  de  la  fonction  r(a)  au  cas  où  a  est 
négatif  et  même  imaginaire,  et  nous  signalerons  la  formule  simple 

d'où  l'on  déduit  aisément  l'expression  de  -pr, —  sous  forme  de  pro- 

I(a)  ^ 

doit  infini 


c  étant  la  constante  dite  d^Euler  (c  =  0,577215664...). 

Les  fonctions  B  et  F  permettent  d'exprimer  des  intégrales 
définies  qui  se  rencontrent  fréquemment  dans  les  applications; 
voici  deux  exemples. 

91.  Calcul  d'intégrales.  —  Soit  à  calculer  l'intégrale 

qui  est  évidemment  finie  et  déterminée  si  m  >•  o,  /i  >  o,/?  >  o. 

Posons 

1 

xi*  =  y        ou        X  =  yi'f 
nous  avons 


\p       1 
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Ainsi  : 

92.  Intégrale  de  Dirichlet.  —  Soit  à  calculer  Tintégrale  mul- 
tiple 

J  =  Ç Ç Ç x'^-^x^-^  z^-^  Ht  dy  dz         (a.  ?,  7  posûifs), 

dans  le  champ  limité  par  le  trièdre  positif  des  axes  de  coordonnées 
et  par  la  surface  (*) 

Faisons  un  changement  de  variables  en  posant 

(§)"==•  (i)"-  (1)"-=- 


On  aura 


J  = 


mnp 


fffV"     'r/'     '-n     'dtdr,d-. 


le  champ  étant  le  tétraèdre  OABC  (/ig-  45)  limité  par  le  trièdre 

Fig.  45. 


positif  des  axes  Oç,  Or,,  OJ^  et  par  le  plan 


$  -+-  Tj  -h  Ç  =  I  . 


(')  Celte   intégrale  triple  donne,   conrïmc   cas    particuliers,    le   volume   et   le 
moment  d'inertie  du  champ  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées 

III  dx  dy  dz     rt       III  -i'' dj- d]- (f z  -*     I  I  I  y-  dx  dy  dz. 


».    •    t 
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Commençons  l'intégration  par  rapport  à  J^;  Çetr,  ëlant  fixes,  les 
limites  de  Ç  sont  o  et  i  —  Ç  —  t;  ;  et  l'on  a 

a        '^  y 

Tinlégrale  double  ayant  pour  le  champ  l'intérieur  du  triangle  OAB. 
Elle  s'écrit  donc 

Dans   l'intégrale    (entre  crochets)  par  rapport  à  y;,   où  Ç  est 
regardé  comme  constant,  posons 

7î=m(i  —  J),         (roù         dr,  =  du{i  —  {); 
l'expression  totale  devient 

^  /    î'"     ^M  /   ""     (i —  ")'*(»  — î)"    /'«?wL 

c'est-à-dire 

•f;   /     $'"      (»  —  $)"     ''^;  /     w"       (i^u)Pdu 

=  /!Bf«.Ë^V.^.)B(ê,I^,). 
^[      \m    n        p         I      \n    p         J 

Donc  enfin  y  en  remplaçant  les  B  par  leurs  expressions  à  l'aide 
des  r,  on  a 

\m       n       p        /     \n       p        / 
d'où,  en  réduisant  et  observant  que  r(—  +  i  j:=  -'  r(-- j> 


iniip 


r/iL^P  +  v.^,) 
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93.  Par   exemple,    le  volume    du    huitième   de    l'ellipsoïde 

^  4-  4t  H — r  =  I  s'obtient  en  faisant  dans  cette  formule 
rt«        6*        c* 

ce  qui  donne 

nbc       \  9.  ) 


J  = 


8      ^/5 


(î) 


Or  on  sait  que  T  (  -  j  est  égal  à  y/?:;  de  plus 

donc 

J  =  r  -— -, 
6 

ce  qui  donne  -rizabc  pour  le  volume  total. 

94.  Transcendance  du  nombre  e.  —  Le  nombre  e  ne  peut  être 
racine  d\ine  équation  algébrique  à  coefficients  entiers  :  voici,  de 
ce  théorème,  dû  à  Henni  te,  une  démonstration  très  simple  qui 
repose  sur  deux  remarques  préliminaires. 

(a).  Posons 

^{z)  =  e-=zi'[(i---z){i-z),..(n^z)]"-^\ 

n  dp  désignant  des  entiers  positifs,  et  considérons  l'intégrale 

Io=    /      <D{z)dz, 

On  peut  écrire,  en  développant  o(z)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  Zy  et  désignant  par  B| ,  Bj,  . . .  des  entiers, 

Io=    /      e--;;/' [(n  !)/'-+-! -f-  H,  w  -+-  B^ s^ -+-... -+-  B„f,,^_„5"(/'+»'J  ^5, 
c^est-à-dire 

io  =  (/i!)/>-Hi  r(/?-hi)-hBi  r(/?-4-2)-h..., 


ou 


-\  fj)=(n!)/^+l-4-(y,_Hl)Bi4-(/?-i-l)(/?4-2)B,.r-..., 
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Cl  par  suite,  ce  qui  suffira  pour  la  démonstralion, 

(i  )  —.  \Q  =  {nl  )/'^'zh  ciuier  multiple  ilc  ( p  -i-  i). 

pi  *  ' 

(6).  Considérons,  en  second  lieu,  l'intégrale 

1/,  =    I      ^iz)dz, 

•   h 

OÙ  h  est  un  entier  positif,  au  plus  égal  à  n. 

On  la  ramène,  comme  la  précédente,  aux  fonctions  F,  en  posant 

ce  qui  donne 

!/,=    /      e-''-'*(  a  -¥-  fi)f'[(i  —  u  —  /i)('i  —  u  —  fi). .  An  —  N  --  /i  )\f*'^^du. 

•   0 

Parmi  les  facteurs  élevés  à  la  puissance  /?4-  i,  il  y  a  un  fac- 
teur w/*"*"',  puisque  h  est  compris  entre  o  cln  (inclus);  on  a  alors, 

en    ordonnant  le   polynôme  en   u   sous   le   signe    / ,  suivant  les 
puissances  croissantes  de  tty 

C| ,  Ca,  étant  des  entiers.  On  en  conclut 

(9.  )  f?'*  — r  f/i  =  lir  entier  multiple  de  (/?-+-  i). 

95.  Cela  posé  supposons  que  e  satisfasse  à  Téqualion 

(3)  Ao-H  A,c  4- Aje'-H. . .— A;i^«=  o, 

les  A  étant  des  entiers.  Multiplions  les  deux  membres  de  (3) 

par  — floî  l'entier  n  qui  figure  dans  Iq  étant  le  degré  de  Téqua- 

lion  (3),  et  l'entier  p  étant  laissé  provisoirement  arbitraire.  On 
peut  écrire  le  résultat,  en  remplaçant,  dans  le  terme  en  e*,  Tin- 

f      o(z)dZy    par    /     o{z)dz-t-   f      o{z)dz, 

0  •-  0  •    Il 
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r'est-à-dire  par  U  4-    /     o{z)dz, 

«0 

Ao  —,  lo-4-  A]  --Tell  -f-  Aj  — r  g^K-f-. .  .-t-  Art  —re"l„ 
p\  p\  p\  p. 

\x—,ef      -+-Aî— r^»    ;      H-. .  .-4- A„  — T-e'»   /      =  o. 

Or,  d'après  (i)  et  (a),  la  somme  des  termes  de  la  première 
ligne  est 

(  >)  Ao(/i !)''■*"*  ±  entier  multiple  de  { p  -t-  i). 

Supposons  lîiainlcnant  que  (/>  +  i)  soît  un  nombre  premier 
quelconque,  supérieur  à  tous  ceux  qui  divisent  Ao  et  /i!  :  il  est 
clair  que  l'expression  (5)  sera  un  entier  non  nul;  \e  dis  main- 
tenant que  Ton  pourra  prendre  le  nombre  premier  /? -4- i  assez 
;;rand  pour  que  les  termes  de  la  seconde  ligne  de  (4)  aient  une 
somme  aussi  petite  que  Ion  voudra. 

En  ellet,  dans  Tintégrale 

où  Ton  a  o<;/t  <  //,  les  termes  :;,  (i  — z) {n  — z)  sont  compris 

mire  — /i  et  4-//;  la  valeur  absolue  de  chacun  d'eux  est  donc 
inférieure  à  /?.  D'ailleurs  e~^  reste  inférieur  à  i ,  et  par  suite  le 
module  de  l'intégrale  est  inférieur  à 

et  a  fortiori  à 
c'est-à-dire  à 

Le  module  de  la  somme  des  termes  de  la  seconde  ligne  de  (4) 
est  donc  inférieur  à 

— T  /i''-^->/i(«-^''/'(mo(l  AjC  -+-  mod  A,e'-+-. .  .-f-  mod  A^e**), 
P- 


c'est -il -dire  à 


(6) 


■M/i'"-^' /' 


> 
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M  étnnl  une  constanle  indépendante  de  p.  Or  on  sait  (n"  88)  que 

p\  =  r(^-f-,)=/.i;7~/^y'(i-+.Ê), 

£  tendant  vers  zéro  pour  p  infini.  L'expression  (6)  s'écrit  donc 

M —î , 


^^'IpTZl   -)     (l-f-£) 


et  Ton  voit  qu'elle  tend  vers  zéro  lorsque  p  tend  vers  l'infini, 
(/?  -4-  i)  parcourant  la  suite  des  nombres  premiers. 

En  résumé,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (4),  la  pre- 
mière ligne  est  un  entier  non  nul;  la  seconde  est  une  quantité 
c|iie  l'on  peut  faire  aussi  petite  que  Ton  vent  :  la  somme  des  deux 
lignes  ne  peut  donc  être  nulle,  et  l'on  en  conclut  l'impossibilité  de 
l'équation  (4),  c'est-à-dire  de  l'équation  (3).  c.   q.  f.  n. 

Celte  élégante  démonstration  est  due  à  M.  Hilbert. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

FONCTIONS  D'UNE  VARIABLE  IMAGINAIRE; 
FONCTIONS    ELLIPTIQUES   ET  APPLICATIONS. 


CHAPITRE  I. 

TÏIKOIUE  DES  FONCTIONS  ANALYTIOUKS, 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


95.  La  deuxième  Partie  du  Cours  a  pour  objet  l'élude  gcuérale 
des  fonctions  d'une  variable  imaginaire  ou  fonctions  analytiques, 
(Tome  1,  n°  lo3),  el,  comme  application  directe,  celle  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Si  les  quantités  imaginaires  ont  jouo,  en  Algèbre  élémentaire  et 
même  en  Géométrie,  un  rôle  important,  elles  ont,  en  Analyse, 
un  rôle  capital  :  grâce  à  leur  emploi  systématique,  la  Science  a 
subi,  au  cours  du  xix®  siècle,  une  transformation  complète,  qui  a 
trouvé  son  origine  et  ses  développements  fondamentaux  dans  les 
travaux  de  Cauclij. 

96.  Fonction  analytique.  —  Nous  savons  (Tome  I,  n°  155) 
qu'une  expression  P(^,  J^)  4-  iQ(Xy  y),  où  P  et  Q  sont  des  fonc- 
tions réelles  de  a:  et  y,  est  dite  /onction  analytique  de  l'imagi- 
naire z  =  X  -hyîi  si  l'on  a  identiquement 

^  *'  Ôt        dy*  ôy  ~       >>J7  ' 
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celte  fonction  admet  alors,  pat*  rapport  à  ^,  une  dérivée,  qui  est 

h  i    -  ' 

Ox  Ox 

97.  Uniformité.  —  Une  fonction  analytique  a  été  dite  mono- 
dronic  ou  uniforme  dans  une  région  R  du  plan,  lorsque  le  point  z^ 
c'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  rectangulaires  x  et^,  étant 
assujetti  à  rester  dans  cette  région,  la  fonction  prend,  en  chaque 
point,  une  valeur  uni(|ue,  indépendante  du  chemîu  suivi  par  le 
point  z. 

Ainsi  (Tome  1,  n"  164),  la  fonction  {z  —  «)*",  pour  ni  uon 
entier,  n^est  pas  monodrome  autour  du  point  ^  =  a  :  si  z  décrit, 
dans  le  sens  positif,  un  contour  fermé  entourant  une  fois  ce  point, 
la  fonction  reprend,  au  point  de  départ,  sa  valeur  initiale  inulti- 

pliée  par  e^""^'.  En  particulier,  ^z — a  se   reproduit   multiplié 
par  —  I,  c'est-à-dire  change  de  signe. 

98.  Continuité.  —  La  fonction  f{z)  a  été  dite  continue  pour 
z-=  Zq  (Tome  1,  n**  163),  lorsque,  étant  donné  s  aussi  petit  qu*ou 
veut,  on  peut  assigner  un  nombre  7^  tel  qu'on  ait 


i)  inotlf/(5o-+-/0-/<-oM 


'-^  *, 


pour  toutes  les  valeurs  de  h  dont  le  module  est  inférieur  à  7^. 

Supposons  que,  pour  5  :=  w©,  f{^)  admette  une  dérivée  fiuie 
f\zo)  :  c'est  dire  qu'étant  donné  e',  on  peut  assigner  r/  tel  que 
l'on  ait 


inod 


pour  toutes  les  valeurs  de  h  de  module  inférieur  à  r/;  il  en  résulte 
immédiatement  quey*(>3)  est  continue  pour  z  =  3«. 

La  fonction /(s)  est  dite  continue,  djus  une  région  R  du  plan, 
si  elle  est  continue  pour  tous  les  points  de  cette  région. 

Remarque.  —  Soit  posé 
z  =  x-^  iy^        Zq  =  Xq^  iyo,         k  =  k  -^  il,        f(z)  =  P-\-  «Q. 

Si  Ton  observe  que  mod(  A  -H  Bz)  est  au  moins  égal  à  mod  A  et  à 
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inodB,  riuégalité  (2)  entraîne  celles-ci  : 

motl[Qr^o-i- A',  J^o-H  0  — Q^-^o»  yo)]  <  ^. 


pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  A*  et  /  telles  <|ue  y//r^H-  /^  soit 
inférieur  à  r,,  et,  a  fortiori,  pour  les  valeurs  de  k  et  /  inférieures 

à  —pL  en  valeur  absolue  :  sous  une  autre  forme  ai  /(z)  est  continue 

pour  w  =  Jo<»  P(^>J^)  ®^  Q(*^»J')  ^^'*''  ^^^  fonctions  continut^s  des 
deux  variables  x  ciyj  pour  x  =  Xi^^  y  =^yn. 

1^  réciproque  est  à  peu  près  évidente. 

De  même,  si  f{z)  est  continue  dans  une  région  R,  les  fonc- 
tions P(dr,  jk)?  Q(-p>^)»  c^  par  suite,  le  module  y/P'-* 4- Q^,  sont 
fonctions  continues  de  x  eiy  dans  R. 

Comme  corollaire,  mody*(j)  admet  un  maximum  fini  M  dans 
toute  région  à  Tintérieur  et  sur  le  contour  de  laquelle  la  fonc- 
tion/(s)  est  continue  (ïome  1,  n**6). 

99.  Fonctions  holomorph.es.  —  La  fonction  /{z)  est  dite  halo- 
niorphe  dans  une  région  du  plan  si  elle  y  est  uniforme  et  con- 
tinue, ainsi  que  sa  dérivée. 

Ainsi,  les  polynômes  entiers  en  z^  les  fonctions  e*,  é?'',  cos5, 
sîn^  sont  liolomorplies  dans  tout  le  plan;  les  fractions  rationnelles 
le  sont  dans  toute  région  qui  ne  comprend  aucune  des  racines  du 
polynôme  dénominateur,  car,  en  ces  points,  la  fonction,  devenant 
infinie,  cesse  d'être  continue. 

Les  fonctions  log(-3  —  a),  yjz  —  a  sont  holomorphes  dans  les 
régions  où  elles  sont  uniformes,  c'est-à-dire  (Tome  I,  n»  164)  à 
rîntérieurde  tout  contour  simple  ne  comprenant  pas  le  point  ^=a. 

Les  séries  de  puissances  sont  holomorphes  à  Tintérieur  de  leur 
cercle  de  convergence,  puisqu'elles  sont,  dans  ce  cercle,  mono- 
di*omes  et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tous  ordres 
(Tomel,  n<«U2-14o). 

Le  produit  de  deux  fonctions  holomorphes  dans  une  région  est 
évidemment  liolomorphe  dans  la  même  région. 

100.  Points  critiques.  —  On  nomme  point  ordinai  -e  d'une 
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fonclion  f{z)  un  point  tel  que,  dans  son  voisinage,  c'est-à-dire  à 
l'intérieur  d'un  cercle  de  rajon  suffîsamment  petit  aj'ant  ce  point 
pour  centre,  la  fonction  soit  holoinorphe.  Un  point  non  ordinaire 
est  dit  critique  ou  singulier. 

Un  point  critique  est  isolé  lorsqu'on  peut  l'entourer  d'un  cercle 
de  rayon  non  nul,  ne  contenant  aucun  autre  point  critique. 

Le  point  critique  isolé  peut  être  de  diverses  natures. 

r*  Point  de  branchement,  —  C'est  un  point  qui  empéclie 
l'uniformité  de  la  fonction  dnns  une  région  comprenant  ce  point  : 
en  d'autres  termes,  si  l'on  fait  décrire  à  la  variable  z  un  petit  cou- 
tour  fermé  entourant  le  point  considéré  a,  et  si  l'on  suit  par  con- 
tinuité les  variations  de  la  fonclion  le  long  de  ce  parcours,  on 
revient  au  point  de  départ  avec  une  valeur  de  la  fonction  diffé- 
rente de  la  valeur  initiale. 

Ainsi,    le   point    a    est    un    branchement    pour    les    fonctions 

log(:;  —  a),  \/ z  —  a,  et  [z  —  a)"^  lorsque  ni  n'est  pas  entier 
(Tome  I,  n*'  16i);  les  points  c  =  =iz  /  sont  des  branchements  pour 

\jz^  -h  I ,  c'est-à-dire  pour  ^/z  -\-  i  \J z  —  i, 

2**   Pôle,  —  C'est  un  point  où  la  fonction  f{z)  devient  infinie, 

mais  de  telle  sorte  que  son  inverse  -7——;  reste  holomorphe  au  voi- 

sinage  de  ce  point  «,  c'est-à-dire  à  l'intérieur  d'un  cercle  de 
centre  a  et  de  rayon  non  nul. 

Ainsi,  le  point  z  ^=  i  est  pôle  des  fonctions ,  z >  mais 

'  *  z  —  \     {z  —  g* 

c'est  un  point  de  branchement  pour  — = 


\/  z  —  1 

IMus  généralement,  pour  une  fraction  rationnelle,  quotient  de 
deux  polynômes  A(^)  et  B(:;),  que  l'on  peut  toujours  supposer 
sans  racine  commune,  les  racines  (ou  zéros)  du  dénominateur  B(3) 
sont  évidemment  des  pôles,  puisque  A(3)  :  B(5)  devient  infini  en 
un  de  CCS  points  rt,  tandis  que  B(:;):A(v)  reste  holomorphe  au 
voisinage  de  d^. 

De  même  pour  la  fonction  tang:;,  c'est-à-dire  ^-'— ^,  les  zéros 


ces  2 


de   cos-3,    à    savoir    (Tome  I,    n"*   158,    corollaire   i")    les   points 
z= — h  A  7^,  sont  des  pôles,  car  tang  s  y  devient  infinie,   et   la 
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fonction  inverse,  —. — >  reste  évidemment  holomornhe  autour  de 
chacun  d^eux. 

3°  Point  singulier  essentiel,  —  C'est  un  point  critique,  non 
|>ôle,  tel  que  la  fonction  soit  holomorphe  enlre  deux  cercles  ayant 
ce  point  pour  centre,  et  dont  le  moins  grand  a  un  rayoa  aussi 
petit  qu'on  veut. 

Par  exemple,  Torigine  z  =  o  est  point  essentiel  pour  e^  :  cette 
(onction,  en  effet,  est  holomorphe  entre  deux  cercles  quelconques 
ayant  l'origine  pour  centre,  et,  pour  prouver  que  ce  point  n'est 
ni  point  ordinaire,  ni  pôle,  je  vais  prouver  que  la  fonction  y  est 
indéterminée  (*). 

En  effet,  les  points  pour  lesquels  e'  prend  une  valeur  A  sont 
Tournis  par  la  formule  (Tome  I,  n°  138) 

—  =  logA -4-*2A7:i,         ou         5=, r 7 — :♦ 

z  °  logA-haAirt 

h  désignant  un  entier  arbitraire,  et  il  est  clair  que  l'on  pourra 
choisir  h  assez  grand  pour  que  mod^  soit  aussi  petit  que  l'on 
voudra  :  la  fonction  prend  donc  une  valeur  arbitraire.  A,  en  des 
points  aussi  voisins  que  l'on  veut  du  point  z  =  o,  qui  est  dès  lors 
un  point  d'indétermination. 

Points  non  isolés.  —  Les  points  critiques  d'une  fonction 
peuvent  être  non  isolés;  ainsi,  le  point  ^  =  o  est  critique  non 

isolé  pour  la  fonction  i  :  sin  ->  parce  que,  les  pôles  de  cette  fonc- 
tion étant  les  points  z  =  -r— >  il  est  impossible  d'entourer  l'origine 

d'un  cercle  assez  petit  pour  ne  contenir  aucun  d'eux. 

Dans  d'autres  cas,  les  points  critiques  peuvent  former  des 
lignes  continues. 

Remarque,  —  Soit  ^{z)  une  fonction  holomorphe  de  5,  quand 
z  reste  dans  une  région  R;  le  point  //  =:  '^{z)  reste  alors,  sur  le 


(*)  On  démontre  que  cette  propriété  d'indctermiualion  est  caractéristique  des 
points  essentiels. 

H.  -  II.  8 
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plan  de  la  variable  u,  dans  une  région  R'  :  sî/(u)  esl  fonction 
holomorphe  de  u  dans  R',  il  est  clair  qwe/[©(5)]  sera  fonction 
holomorphe  de  z  dans  R. 

Donc,  les  seuls  points  critiques  possibles  de  la  /onction  de 
fonction  /[o{z)'\  sont:  i**  les  points  critiques  de  f(w);  2*»  les 
valeurs  de  z  auxquelles  correspondent,  par  u  =  o(z),  des  valeurs 
de  u  critiques  pour /(m). 

Ainsi,  les  seuls  points  critiques  possibles  de  iog^{z)  et  de  \/^(z) 
sont  les  points  critiques  et  les  zéros  de  o{z). 

101.  Il  y  a  entre  un  pôle  ou  un  point  essentiel  et  un  point  de 
branchement  une  différence  fondamentale.  Soit,  en  effet  {/ig-^G), 

Fig.  4<^ 


une  région  R  ne  contenant  qu'un  point  critique  a  de /(z);  en- 
tourons ce  point  d'un  petit  cercle.  Si  a  est  pôle  ou  point  essen- 
tiel,/"(s)  est  holomorphe  dans  la  région,  non  ombrée,  comprise 
entre  le  cercle  et  le  contour  deR;  si  a  est  branchement,  y*( 3),  par 

exemple,  Iog(-3  —  a)  ou  ^z  —  a,  n'est  pas  monodrome,  ni,  dès 
lors,  holomorphe,  dans  cette  région,  puisque  l'on  peut  tourner 
autour  de  a  sans  sortir  de  la  partie  non  ombrée. 

Une  fonction,  holomorphe  au  voisinage  de  chaque  point  d'une 
aire  comprise  entre  deux  contours  simples,  peut  donc  n'être  pas 
holomorphe  dans  cette  aire;  au  contraire,  il  esta  peu  près  évident 
qu'une  fonction,  pour  laquelle  tous  les  points  d'une  région  à  con- 
tour simple  (Tome  1,  n°  164)  sont  ordinaires,  est  holomorphe 
dans  cette  région. 

102.  Fonctions  méromorphes.  —  Une  fonction  monodrome 
dans  une  région  R  et  n'ayant  pas,  dans  cette  région,  d'autres 
points  critiques  que   des  pôles,   est  dite  méromorplie  dans  R. 
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Les  fractions  rationnelles,  la  fonction  langz  et  son  inverse  cot.3 
sont  méromorphes  dans  tout  le  plan  :  car  elles  sont  uniformes  et 
n'ont,  comme  points  critiques,  que  les  points  où  elles  deviennent 
infinies;  or  ceux-ci  sont  des  pôles  (n°  100,  2®). 

L'inverse  i:/{z)  d'une  fonction /(s),  holomorphe  ou  niéro- 
morphe,  est  niéroinorphe  :  car  elle  ne  cesse  d'être  holomorphe  quo 
pour  les  zéros  (}e/{z)  [c'est-à-dire  les  points  où  /(z)  s'annule], 
et  ces  points  sont  évidemment  des  pôles  de  1  -/(z). 

De  même,  le  quotient  de  deux,  fonctions,  méromorphes  dans 
une  région,  est  niéromorphe  dans  la  môme  région;  ses  pôles  pos- 
sibles sont  les  pôles  de  la  fonction  numérateur  et  les  zéros  de  la 
fonction  dénominateur  (  *  ). 

103.  Point  à  l'inâni.  —  On  dit  (\ue/{z)  est  holomorphe  à  l'in- 
fini, ou  admet  le  point  à  l'infini  comme  point  ordinaire,  lorsque  la 

fonction  de  u,  /(-j9  admet  comme  point  ordinaire  le  point  m=o. 

De  même,  le  pointa  l'infini  sera,  |)oury*(5),  branchement,  pôle 
ou  point  essentiel,   selon  que  le  |)oint  i^  =  o  sera  branchement, 

pôle  ou  point  essentiel  pour  J  (- 

Par  exemple,  le  point  à  l'infini  est  essentiel  pour  e"'-  parce  que 


m 


u  =  o  est  point  essentiel  (n"  100,  3°)  pour  la  fonction  e"  ;  c'est 
un  pôle  pour  z^  et  un  point  ordinaire  pour — —9  parce  que  //  =  o 

est  un  pôle  pour  —  et  un  point  ordinaire  pour  1  —  u^. 


II.  -  INTÉGRALES  DÉFINIES  IMAGINAIRES. 


101.  Définition  de  Imtég^rale  imaginaire.  —  Soit/( j)  une  fonc- 
tion analytique  de  la  variable  :;,  continue  dans  une  région;  sup|)0- 
sons  que  z  aille  de  z^  à  Z  en  suivant  un  arc  déterminé  et  fini,  L, 


(')  Nous  supposons,  provisoirement,  que  les  deux  fondions  n'ont  aucun  zéro 
ou  aucun  p«Mc  commun,  car,  en  un  tel  point,  leur  quotient  se  présenterait  sous 
forme  indéterminée.  Nous  verrons  plus  tard  que  cetlc  restriction  est  inutile. 
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de  la  région  :  marquons  sur  celle  ligne  L,  en  allant  de  Zq  vers  Z, 

des  points  successifs  i^o?  -^i?  •••?  ^//>  •••?  ^py  Z;  dans  chaque  inter- 
valle >3,i:ï,i+i,  prenons  sur  L  un  point  quelconque  Ç/,,  et  considé- 
rons la  somme 

Si  nous  augmentons  le  nombre  de  points  Zfi  de  manière  que  le 
module  de  toutes  les  différences  xî^^i  —  Zn  décroisse  indcGniment^ 

Fig-  47- 


je  dis  que  la  somme  S  tendra  vers  une  limite,  indépendante  du 
choix  des  points  Zn  et  ^n  sur  la  ligne  L.  Écrivons,  en  effet,  eu 
mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  imaginaires, 

-5/*  =  ^n  ■+-  iyn,  îrt  =  Ç«  -H  «  ^i/i, 

f{x  -+- 1»  =  Vi^x,  y)  -h  tQ(ir,  y), 

et  portons  ces  valeurs  dans  la  somme  S;  le  terme  général  de 
celle-ci,  à  savoir  {zn+\  —  ^n)  fÇ^n)^  s'écrit  : 

et,  en  séparant  le  réel  de  Fimaginaire, 

{Xa-^l  —  Xn)V{\,n  f^n)  —  iy n-^\— y n)^{\n,  rin)y 
-+- t  [(  Jr„-M  —  :r«  )  Q  (  ;„,  T,„  )  4- (7«H-i  —  J^«  )  P  (^1,  T,«  )]. 

Or  la  somme  des  parties  réelles 

n'est  autre  chose,  à  la  limite j  qu'une  intégrale  curviligne  prise  le 
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long  de  Tare  L  (n*»  60),  à  savoir 

fiPdx-Qdj); 

de  même  la  somme  des  parlies  imaginaires  a  pour  limite  l'inlégrale 
curviligne 

*   L 

de  sorte  qu'il  vient  finalement 

(7.)  IimS=   f  {P(ix--qr/y)-^  r  f  (qdx-hPdf) 


L  •  L 


Les  intégrales  curvilignes  ont  un  sens,  puisque  Ton  supposey*(-3) 
et,  par  suite,  P  et  Q  continues  le  long  de  L,  et  que  l'arc  L  est 
fini.  La  limite  ainsi  déterminée  se  représente  par  le  sjmhole 


ff{z)dz, 


et  se  nomme  Vintégrale  de  la  fonction  /(z)  le  long  de  Tare  L. 

103.  Cette  définition,  semblable  à  celle  de  l'intégrale  définie 
réelle,  conduit  aux  mêmes  conséquences  évidentes. 

I**  Si  l'on  divise  l'arc  L  en  deux  portions  L|  et  Lj,  on  a  évi- 
demment 


^L       '^I.,      *■!., 


a"  L'inlégrale  suivant  L  en  allant  de  Zq  kTj  est  égale  et  de  signe 
contraire  à  l'intégrale  prise  suivant  la  même  ligne,  en  allant  de  Z 
à  Zo  {voir  aussi  n°  39). 

3°  Si  M  désigne  le  maximum  du  module  (*)  de  /{z)  sur  la 
ligne  L,  on  aura 

modS  ^  M[inotl(3i  —  ^o)  -*-  mo(l(-32 —  ^i)  -+-. . .-+-  mocl(Z  —  ^/OJ» 

car  le  module  d'une  somme  est  au  plus  égal  à  la  somme  des  mo- 
dules. 


(')  Un  tel  maximum  existe,  puisque  /{z)  est  continue  dans  une  région  qui 
comprend  L  (n^  98). 
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D'ailleurs  mod(^i  —  ^o)  ^^^  ^^  longueur  de  la  corde  ZqZ^j  et 
ainsi  de  suite;  la  somme  de  ces  cordes  étant  au  plus  égale  à  Tare  ^oZ, 
on  aura,  en  désignant  par  L  la  longueur  de  Tare  d'intégration  et 
en  passant  à  la  limite, 


moflf  f/(z)'rfz]  :Mh, 


106.  Changement  de  variable.  —  Posons  5  =  F(w),  en  dési- 
gnant par  F(w)  une  fonction  analytique  de  i/,  et  supposons  que 
le  point  //,  lorsque  le  point  z  décrit  un  arc  L,  décrive  un  arc  A; 
admettons  de  plus  que  la  relation  z  =  F(^/)  fasse  correspondre,  à 
un  point  z  de  L,  un  et  un  seul  point  u  de  A,  et  réciproquement. 

Dans  ces  conditions,  on  démontre  sans  difflculté  la  formule 


rf(z)dz=  f/[F(ii)]F'(u)du. 


On  part,  pour  cela,  de  l'expression  (2)  de  l'intégrale  proposée, 
mise  sous  la  forme 


f{V^iÇl){cix-^-icij'), 


ce  qui  ramène  le  changement  de  variable  à  une  opération  analogue 
dans  une  intégrale  curviligne. 


Théorème  fondamental  de  Cauchy. 

107.  Théorème.  —  Toute  la  tliroric  qui  va  suivre  a  pour  base 
une  proposition  importante  et  célèbre,  duc  à  Cauchj,  et  qui 
s'énonce  ainsi  : 

Soit  f{z)  une  fonction  hoJomorphe  dans  une  région  R  du 

plan,  à  contour  simple  :  l^  intégra  le    j  /(z)dz,  prise  le  long 

* 

d^une  ligne  fermée  quelconfjue,  tracée  tout  entière  dans  la 
région  U,  est  nulle. 

Par  contour  simple  on  eulend  (Tome  I,  n"  164)  un  contour, 
sans  point  multiple,  qui  peut  être   tracé  d'un  seul   mouvement 
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conlinti;  l'aire  înlérîeiire  à  un  cercle  est  à  contour  simple,  l'aire 
comprise  entre  deux  circonférences  concentriques  est  à  contour 
non  simple  ou  complexe. 

Désignons  par  y  une  ligne  fermée  de  la  région  R,  supposée 
décrite,  par  exemple,  dans  le  sens  positif;  on  a,  parce  qui  précède, 

(3)  f/(z)dz=  f  (VdT-qdf)-hi  fiQdx-^Pdj), 

«•V  •^Y  Y 

D'après  l'hypothèse,  /{z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  con- 
tour V  et  sur  ce  contour,  c*est-à-dire  que  les  fonctions  P  et  Q, 
ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  sont  bien 
déterminées  et  continues  à  l'intérieur  de  y  et  sur  y;  on  peut  donc 
(n**  66)  appliquer  aux  deux  Intégrales  curvilignes  du  second 
membre  de  (3)  la  formule  de  Riemann  (n®  64),  ce  qui  donne 

.("--^*>-./'X(:^2)"'*. 

C  étant  Taire  enveloppée  par  le  contour  y.  Mais,  d'après  les  iden- 
tités fondamentales  du  n®  96,  à  savoir, 

().r        Oy  oy  ôx 

les  deux  intégrales  doubles  ci-dessus  sont  identiquement  nulles; 
il  eu  est  donc  de  même  de  deux  intégrales  simples,  ce  qui, 
d'après  (3),  démontre  le  théorème. 

108.  Extension.  —  Le  théorème  fondamental  peut  être  étendu 
à  un  contour  complexe. 

Supposons  que  f{z)  soit  holomorphe  dans  la  région  (non 
ombrée)  comprise  entre  un  contour  simple  y  et  des  contours 
simples  yi,  y^,  ...,  intérieurs  à  y  {fig*  4^)»  ainsi  que  sur  ces  con- 
tours. 

Joignons  {Jig*  49)  deux  points  voisins  de  chaque  contour  inté- 
rieur àdeux  points  voisinssurle contoury,  pardeslignes  infiniment 
voisines  m/i,  m'/i',  ...;  nous  formons  ainsi  un  contour  simple,  à 
l'intérieur  duquel  f{z)  est  encore  holomorphe.   Nous    pouvons 
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donc  appliquer  à  ce  contour,  décrit,  par  exemple  dans  le  sens  des 
flèches,  le  théorème  de  Cauchy,  ce  qui  donne  évidemment  : 

f/{z)dx-hl     /{z)dz-h  I  /{z)dz-h  I      /{z)dz-h...=  o. 
Or,  quand  les  deux  bords^  mn  et  m'/?',  de  chaque  coupure  se 

Fig.  4P. 


rapprochent  indéfiniment,  la  fonction /(:;),  holomorphe  dans  la 
région  donnée,   prend,  à  la    limite,  les   mêmes  valeurs  le  long 

de  mn  et  de  m  n\  de  sorte  que  les  deux  intégrales    1     et   1      , 
prises  en  sens  contraire  suivant  la    même  ligne,    se   détruisent 


Fig-  49. 


rrv, 


(u«  lOo,  2°).  Il  reste  c'onc 

Ç f\^)d^+  f fKz)dz~^  ff{z)dz-^,.,  =  o, 

les  contours  ^i  et  y^  ttant  décrits  dans  le  sens  négatif,  tandis  que 
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Y  Test  dans  le  sens  posiliT.  On  peut  aussi  écrire 

ff{z)dz=  ff{z)dz-^ff{z)dz-^-..., 

les  contours  étant  tous  décrits  dans  le  même  sens. 

C'est  l'extension  cherchée  :  l'intégrale  suivant  le  contour 
extérieur  est  égale  à  la  somme  des  intégrales  suivant  les  con- 
tours intérieurs, 

109.  Corollaire  I.  —  Soii  fi^z)  une  fonction  holomorphe  dans 
une  région  à  contour  simple  R;  désignons  par  z^aTj  et  z^b^L 
deux  lignes,  allant  d'un  point  Zq  à  un  point  Z  de  R,  sans  sortir  de 

Kig.  5o. 


celte  région  {Jig.  5o).  On  a,  en  appliquant  le  théorème  fonda- 
mental an  contour  simple  que  forment  ces  deux  lignes, 

/       /{z)dz-h  1       /(z)dz=o  ou  I        z=z  I       , 

En  d'autres  termes,  l'intégrale  de  /(^),  le  long  d'une  ligne 
allant  de  ^o  à  Z  sans  sortir  de  R,  est  indépendante  du  choix  de 
cette  ligne. 

110.  Corollaire  II.  —  D'après  cela,  si  /(s)  est  holomorphe 
dans  une  région  à  contour  simple  R,  Tintégrale 


'(")=/'  f{z)dz, 


prise  le  long  d'une  ligne  quelconque,  L,  allant  de  ^o  ^  '^  et  située 
dans  R,  est  une  fonction  uniforme  de  sa  limite  supérieure  w,  dans 
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la  région  R  :  sa  valeur  est  en  effet  unique,  puisqu*elle  est(n*^  109) 

indépendante  du  choix  de  la  ligne  L.  Je  dis  qu'elle  est  fonction 
holomorphe  de  w,  et  que  sa  dérivée  est  /(w)  :  il  suffira  d'établir 
ce  dernier  point,  car  l'intégrale  I(«)  ayant  une  dérivée  finie  sera 
continue  (n°  98)  dans  R;  elle  sera  dés  lors,  dans  cette  région,  uni- 
forme et  continue,  ainsi  que  sa  dérivée  y*(w),  donc  holomorphe. 
Cherchons  donc  l'accroissement  AI  de  1  quand  on  change  ii 
en  e^  -H  Ae/;  soit  L  une  ligne  quelconque  d^intégration  allant  de  z^ 


Fig,  5i. 


U  *ùk  II. 


'Au{Jig,  5i);  pour  ligne  d'intégration  de -Gq  à  w-j-Aw,  prenons  L, 
suivie  du  segment  recliligne  qui  joint  les  points  u  et  m  +  Aw. 
On  a  alors 

(  4  )  A  r  =  /  /(  z  )  rh  --  I  /(  //  )  ciz  -i-  /  f/t  z)-/iu)]  f/z. 

Au  dernier  membre,  la  première  intégrale  est /*( m)  Af/,  car  a 

X,  ^  M  ■+-  A/1 

est  une  constante  sons  le  signe  /  ,  et    /  dz  est  égal,  parla 

définition  même  de  l'intégrale  imaginaire,  à  A«.  D'ailleurs  /(z) 
est   continue    pour    z  =  u]  on  peut  donc  prendre  au  assez  petit 

pour  que,  :;  rcsliuit  sur  le  segment  u ii-}-\ft^  le  module  de 

f{z)  — /{i^)  demeure  inférieur  à  tout  nombre  s,  et  Ton  a  dès  lors 

(n^'lOo,  3") 

/,  //  f-  A// 
1  /{ -  )  —  f(  "  *  I  ^^^  <r.  £  "10 J  ^ff > 


// 


puisque  la  longueur  du  segment  d'intégration  est  modAw.  La  rela- 
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lion  (4)  donne  par  suite  : 

mod  [AI  — /(m)  Am]  <  s  modAM, 
d'où 

ce  qui  établit  que  —  a  pour  limite /*(«)  quand  Aw  tend  vers  zéro; 

la  dcrivcc  de  I(w)  est  doncy(w).  c.   q.   f.   d. 

Ainsi  : 

U  intégrale  d*  une  fonction  /(z)^  holomorpkc  dans  une  région 
n  contour  simple,  est  une  fonction  de  sa  limite  supérieure  z^ 
liolomorphe  dans  la  même  région;  sa  dérivée  par  rapport  à  z 
est  f{z), 

111.  Corollaire  III.  —  Si  F(^)  est  une  fonction  holomorphe 
dans  la  région  R,  ajant  pour  dérivée  f{z)j  on  aura 


fV(" 


)du  =  F{z)  —  F{zo), 


En  effet,  les  deux  membres,  ayant  même  dérivée  par  ra|)port  à  z, 
ne  peuvent  (Tome  I,  n°  155,  liemarque)  différer  que  d'une  con- 
stante, laquelle  est  nulle,  puisque  ces  deux  membres  sont  évidem- 
inent  égaux  (à  zéro)  pour  z  =  Zq. 

De   là  résulte  également    qu'on    peut   appliquer   à   l'intégrale 

/    f(u)du  l'intégration  par  parties. 

112.  Remarque.  —  Le  théorème  fondamental  de  Cauchy  sup- 
|>osey*(.3)  holomorphe  à  l'intérieur  du  contour  d'intégration  y,  el 
sur  y;  il  est  généralement  en  défaut  si  cette  condition  n'est  pas 
remplie. 

Exemples,  —  i"  Soit  l'intégrale    /  t^""  prise,   dans  le  sens 

positif,  le  long  d'une  circonférence  C,  de  rayon  R,  ayant  pour 
centre  le  point  z  =  a.  On  a,  sur  la  circonférence,  en  désignant 
par  o  l'argument  de  :;  —  a,  . 

z  —  a  —  R(cosc5  -r-  /sino  )  --  \\  e'?, 

^  *  • 

c/z  =z  H  l  c'?  d-^  ; 
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d'où  ce  résultat  à  retenir  : 


— ^^  =  /  /  do  =  2Tzit 
ç^z  —  a        J      ' 

puisque  cp  augmente  de  27:  quand  on  décrit  la  circonférence  dans 
le  sens  positif. 

J/intégrale  n'est  donc  pas  nulle;  on  voit  d'ailleurs  qu'elle  ne 
dépend  ni  du  rajon  du  cercle,  ni  du  choix  du  point  de  dépari  de 
l'intégration,  comme  cela   doit  êlre   en  vertu    du    théorème  de 

Cauchy  étendu  (n**  108).  En  effet,   la  fonction   ^  _      étant  holo- 

morphe  entre  deux  circonférences  C  et  C  de  centre  2  =  <z,  on  a 

r    (iz    _  r    àz 

,  /j.  z  —  a       J^..  z  —  a 

quel  que  soit  le  point  de  départ. 

2°  Au  contraire,  l'intégrale    /  — ^  prise,  par  exemple,  le  long 

J    }Jz 

d'une  circonférence  de  centre  -3  =  o  et  de  rayon  R,  dépend  de  K 
et  de  l'argument  o^  du  point  initial,  car  si  l'on  pose 

_  Li 
5  =  U  e'?,         dz  =  R  e'?  do,         /^  =  ±  /U  e  -  , 

on  a 


III.  -  INTÉGRALE  DE  CâUCHT. 


113.  Formule  de  l'intégrale  de  Cauchy.  —  Soit /(s)  une  fonc- 
tion de  z,  holomorphe  à  Tintérieur  d'un  contour  simple  y,  et  sur 
ce  contour;  désignons  par  a  un  point  quelconque  intérieur  à  y  : 
je  dis  qu'on  a 

f(^) fia) 

En  effet,  la  fonction  de  z.  -^-^  —  -^->  est  évidemment  holo- 
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morplie  dans  la  région  à  contour  complexe  comprise  enire  le  con- 
tour y  et  une  circonférence  quelconque  A*,  décentre  a,  intérieure 
à  y;  on  a  donc,  par  le  théorème  de  Cauchy  étendu  (n°  108), 

Jy         z^  a  Jf,         z  —  a 

L'intégrale  qui  figure  au  second  membre  est  indépendante  du 
rayon  r  de  la  circonférence  A",  puisque  l'intégrale  égale  qui  figure 
au  premier  membre  n'en  dépend  pas;  nous  aurons  établi  qu'elle 
est  nulle  si  nous  prouvons  que  son  module  est  manifestement 
inférieur  à  toute  quantité  donnée,  lorsque  /'  est  choisi  assez  petit. 

Or,  sur  la  circonférence  A",  on  peut  poser,  comme  au  n"  H2, 

(2)  z  —  a  =  r  e'9y         dz  =  rie'^  do^ 
d'où 

z  étant,  au  dernier  membre,  supposé  remplacé  par  sa  valeur 
a  -\-  re'?,  sur  k.  Mais  la  fonction y*(5)  est  continue  pour>3  =  a,  on 
peut  donc  prendre  r  assez  petit  pour  que,  z  restant  sur  la  circonfé- 
rence A*,  mod[/(5) — /(«)]  demeure  inférieur  à  tout  nombre  e, 
et  Ton  a  dès  lors 

niod   /       [/(«)  —/(«)]  do<t  I       d^  =  iizi, 
ce  qui  établit  la  formule  (1).  On  peut  écrire  (i)  sous  la  forme 

or  le  second  membre,  en  vertu  du  théorème  de  Cauchy  étendu, 

f  — ^^,  c'est-à-dire,  par  (2)  (ou  comme  on  Ta  vu 

f^  z  —  a 

au  n"  112),  à  2Tzi /(a)j  en  supposant  les  contours  décrits  dans  le 
sens  positif. 

On  a  donc  finalement  la  formule  de  C intégrale  de  Cauchy  : 

(3)  f  {^^dz  =  2T.i/{a), 

V  étant  décrit  dans  le  sens  positif,  et  a  étant  intérieur  à  y. 
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Si  le  point  a  élait  extérieur  à  y,  le  premier  membre  de  (3)  sérail 
nul,  puisque  /(5)  I  (^  —  a)  serait  holomorphe  dans  y  et  sur  y. 

Extension  à  un  contour  complexe.  —  Si  f{z)  est  holo- 
morphe dans  la  région  R,  comprise  entre  un  contour  y©  et 
des  contours  y^,  yj,  ...  {Jig*  02),  et  sur  ces  contours,  on  a, 
en  désignant  par  k  une  petite  circonférence  ayant  pour  centre 
un  point  a  de  11  (n°  108), 

i  «»  Il  .  f  " 

/*    fi  z) 
"^J^    clz  est  égal  à  'niif{a)\  ce  qui  donne  : 


/*/*«-»>         /*/*<-)/         /*/*(-'/  •/•- 


r. 
formule  qu'on  peut  écrire 


(  3  6£A-  )  /    •  --^  ^/c  -  7  -  / /^  a  ), 

en  convenant  de  représenter  par   /  la  différence  entre  l'intégrale 
prise  suivant  yo,  et  la  somme   des  intégrales  prise:»  suivant  y,, 

|«  I  "       T) 


y^,  .  .  . ,  tous  ces  contours  étant  décrits  dans  le  sens  positif. 

1  li.  Expression  des  dérivées.  —  Dérivons  une  fois,  deux  fois, ..., 
par  rapport  à  a  les  deux  membres  de  Téqualion  (3)  ou  (3  bis),  en 

appliquant,  sous  le  signe    /  ,  la  règle  ordinaire  de  dérivation,  que 
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nous  justifierons  tout  à  l'heure.  Il  vient 


Toutes  les  intégrales,  dans  les  seconds  membres,  sont  évidem- 
ment des  fonctions  uniformes  de  a,  car  leurs  valeurs,  pour  une 
valeur  de  a,  sont  parfaitement  déterminées  tant  que  le  point  a 
n'est  pas  sur  le  contour  y  :  chacune  d'elles,  ajant  pour  dérivée  la 
suivante,  est  dès  lors  une  fonction  analytique  et  continue  de  a. 
Donc  :  Les  dérivées  d^une  fonction  holomorpke  dans  une 
région,  à  contour  simple  ou  non,  sont  holomor plies  dans  la 
même  région,  puisque  chacune  d'elles  y  est  uniforme  et  continue^ 
ainsi  que  sa  dérivée. 

Reste  à  justifier  la  dérivation  sous  le  signe    /  ,  pour  une  fonc- 

lion  du  type 

n  étant  entier  et  positif. 

Or  on  a,  en  formant  cp(^  -f-  h)  et  retranchant  y(«), 

rs>{a  -^  II)  —  C5  (  a  ;  =   /  /(  ^  )     : ï dz  ; 

d'ailleurs,  l'identité  classique  de  la  division  donne 
I  ï  h  h* 


z  —  a  —  //        z  —  a        {z  —  a)^        (z  —  a)^{z  —  a  —  h) 

et,  en  dérivant  (n  —  i)  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on 
trouve  immédiatement 

{z—a  —  /i)*  ~~  (T^«r  ~  (7— rt/'^  '  "''  {z-^a)*^\z  —  a  —  /t)'    **^' '''''). 
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P(5,  a,  h)  étant  un  poljnome  entier  en  5,  a,  h.  Donc 

fi{a  -^  h)  —  oia) 


h 


—  n  \  — •'— dz 

-h  h  f- '^^ j—V{z,a,h)dz, 

L'intégrale  qui  est  le  coefficient  de  h  au  second  membre  a  son 
module  fini  :  car,  z  restant  sur  le  contour  y,  et  h  demeurant 
voisin  de  a,  à  l'intérieur  du  contour,  les  modules  des  quantités 
f{z)j  (z  —  a)""'*,  (z  —  a  —  à)~"^  V(z,a,h)  sont  évidemment 
limités  et  il  en  est  de  même  de  la  longueur  du  coutour  y;  donc 
(n"  lOo,  3"),  le  module  de  l'intégrale  considérée  est  fini  :  il  en 

résulte  que  la  limite,  pour  n  =  o,   du  rapport j = — -> 

c'est-à-dire  la  dérivée  de  ©(«),  est  bien  la  quantité 

nf-f^^^dz. 
J^{z-a)n^^ 

conformément  à  la  règle  de  dérivation  sous  le  signe  /  . 

115.  Remarque.  —  La  formule  de  l'intégrale  de  Cauchy,  (3) 
ou  (3  bis)j 

iT.i  J^  Z  —a 

montre  qu'une  fonction /"(.s),  holomorphe  à  l'intérieur  d'un  con- 
tour Y  et  sur  y,  est  déterminée  en  tout  point  a,  intérieur  à  y,  dès 
que  Ton  connaît  sa  valeur  le  long  du  contour  :  c'est  là  une  pro- 
priété des  fonctions  holomorphcs  dont  le  seul  énoncé  fait  com- 
prendre l'importance. 

D'ailleurs,  les  valeurs  que  prend  une  telle  fonction  le  long  d'un 

contour,  y,  ne  sont  pas  arbitraires,  puisque  l'intégrale    /  f{z)dz 

doit  être  nulle,  ainsi  que  toute  intégrale  du  Ivpe    /  /(z)'^(^z)  dz, 

cp(3)  désignant  une  fonction  holomorphe  dans  y  et  sur  y. 

Soit  au  conivà'we  /(z)  une  fonction  définie  arbitrairement  en 
chaque   point,    c,    du    contour  y,    et  continue   sur    ce    contour. 
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L'intégrale 


'iT.i  J   z  —a 


a  étant  intérieur  à  y,  définit  une  fonction  de  a  évidemment  bien 
déterminée  :  on  reconnaît,  comme  plus  haut,  que  sa  dérivée  est 

:   /  7-^ — ^^—r-dz.  et  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  conclut  encore  nue 

la  fonction  de  a  considérée  est  liolomorphe  à  l'intérieur  de  y.  On 
aurait  tort,  toutefois,  de  la  représenter  pary(flr),  car  en  général  sa 
valeur,  lorsque  a  tend  vers  un  point  ^o  du  contour,  ne  tend  pas 

vers/(3o). 

116.  Corollaire  II.  —  Les  formules  (4)  et  (5)  fournissent  une 
limite  supérieure  du  module  des  dérivées /"(a), /""(a),  ...,  ù 
V intérieur  de  y. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  dey(^)  sur  le  con- 
tour (n"  98),  5  la  plus  courte  distance  de  a  au  contour;  on  a,  en 
vertu  du  n*»  105,  3% 


n,oaf-JS^dz<:^^L^ 


L  étant  la  longueur  du  contour  y;  d'où,  par  (5), 

Si  y  est  une  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  R,  celte  for- 
mule devient 

mod/«(a)l— ^^;p- M. 

117.  Séries  à  termes  analytiques.  —  On  a  défini  au  Tome  I 
(n**  166)  la  convergence  uniforme  d'une  série  à  termes  analy- 
tiques :  on  dit  que  la  série  en  ;: 

converge  uniformément  dans  une  région  R,  ou  sur  une  ligne  L, 

lorsque,  étant  donné  e  aussi  petit  qu'on  veut,  on  peut  assigner  un 

entier  N,  fonction  de  e  seul,  tel  que  le  module  du  reste,  R/i(5), 

H.  —  II.  9 
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soit  <  e,  pour  tonte  valeur  de  n  égale  on  snpérienre  à  N,  et  tonte 
valenr  de  z  dont  l^affîxe  est  dans  la  région  R,  on  sur  la  ligne  L. 

Les  théorèmes  suivants  sont  d\ine  grande  importance  dans  la 
ihéorie  des  séries  : 

Soit  une  st^rie  8(5)  =  ^/|  (w)  -h  ^/2(:î) -+-. .  . ,  les  Uit{z)  étant 
des  fonctions  holomorphes  de  z  dans  une  région  finie  II  de 
contour  y  simple  ou  non,  et  sur  ce  contour. 

i"  Si  la  série  converge  uniformément  sur  une  ligne  finie  L 
de  la  région  R,  son  intégrale,  le  long  de  L,  s'obtient  en  faisant 
la  somme  des  intégrales  des  termes  de  la  série. 

Il  suffit,  pour  rétablir,  de  répéter  le  raisonnement  fait  an  n®  313 
(In  Tome  I  pour  les  séries  à  termes  réels. 

:i"  Si  la  série  converge  uniformément  sur  le  contour  y? 
cette  série  et  toutes  les  séries  obtenues  en  dérivant  une  fois, 
deux  fois,  . . .,  les  termes  de  la  première  convergent  unifor- 
mément dans  toute  région  R'  intérieuxe  à  R;  chacune  d'elles 
est  la  dérivée  de  la  précédente;  toutes  sont  des  fonctions  holo- 
morphes de  z  dans  R. 

On  a,  en  efTet,  en  désignant  par  x  un  point  de  R,  et  par  q  4-  i 
lin  entier  positif, 

SCw)  Ux(  z)  tii(z) 


La  série  en  z  an  second  membre  converge  uniformément,  comme 
la  proposée,  sur  le  contour  y  :  car  son  reste,  quand  z  décrit  y,  a  son 

module  inférieur  à  <-^  modR,/(;5),  0  représentant  la  plus  courte 

distance  de  x  au  contour.  On  a  donc,  .d'après  i®,  en  intégrant  le 
long  de  Y  les  deux  membres  de  la  relation  précédente, 

r      S(3)        ,         r      ii,(z)       , 

/  r  az  =   / dz  -h, . .: 

d'où,  en  appliquant  à  chacun  des  termes  dn  second  membre  la 
formule  (5),  application  légitime,  puisque  les  u„{z)  sont  holo- 
morohes  dans  y  et  sur  y. 
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La  scrîe  des  dérivées  d'oi'dre  q^  u^^\.v) -{- u[f  (x) -\- .  . .  ^  con- 
verge donc  dans  R;  el,  si  b^^'(^)  est  sa  somme,  on  a 

Je  dis  maintenant  que  la  série  en  x^  Sf^^(x),  converge  unifor- 
mément dans  IV.  En  effet,  d'après  la  formule  (5),  à  savoir 

le  nîste.  //'/',  (x)  -f-  .  . . ,  a  pour  valeur  -^—.    1  --Jll—.  dz,  ciuan- 

lilé  dont  le  module,  lorsque  x  demeure  dans  II',  est  inférieure  à 
Z.  T^TT '^î  !^  désignant  le  maximum  du  module  de  R,/(3)  sur  y,  Lia 

longueur  de  y,  rf  le  minimum  de  la  dislance  à  v  d'un  point  de  R' : 
c!ommc  [JL,  pour  n  assez  grand,  reste  inférieur  à  e,  en  vertu  de  la 
convergence  uniforme  de  S(:;)  sur  v,  la  proposition  est  établie. 

En  particulier,  pour<5r  =  o,  on  voit  que  lasérie  W|(x)-|-^/2(•^)^-••• 
osl  convergente  dans  R,  et  uniformément  convergente  dans  R';  si 
S(:r)  est  sa  somme,  on  a 

S{.t)  —  //|  (.r  )  -:-  tt4  (.r)  4- .  .  .  — :  :    I  -  --     dz. 

XT.lJZ  —  X 

On  reconnaît  ensuite,  comme  au  n«  113,  que  la  dérivée  de 
la  fonction  S^^^(j:),  donnée  par  l'intégrale  qui  figure  au  dernier 
membre  de  (6),  est  égale  à  l'intégrale  qui  donne  S^^^\x)  :  donc, 
enfin,  la  série  proposée  et  les  séries  des  dérivées  successives  de 
ses  termes  étant  convergentes  dans  R,  et  ayant  chacune  la  suivante 
pour  dérivée,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x^  dans  la  ré- 
;rion  R.  c.   o.   F.   n. 


Remarque,  —  Celte  ihéorie  permet  de  démontrer  à  nouveau 
certaines  propositions  établies  au  Tome  1  pour  les  séries  de  puis- 
sances. 

Une  telle  série,  en  effet,  comme  on  l'a  vu,  converge  uniformé- 
raent  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  toute  circonférence  y  inté- 
rieure au  cercle  de  convergence;  donc,  d'après  ce  qui  précède,  la 
série  formée  par  les  dérivées  d'ordre  q  de  ses  termes  converge 
uniformément  dans  toute  région  intérieure  à  y;  chacune  de  ces 
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séries  est  la  dérivée  de  la  précédente,  et  toutes  sont  des  fonctions 
holomorphes  dans  et  sur  y^  c'est-à-dire  dans  le  cercle  de  conver- 
gence, la  circonférence  de  ce  cercle  pouvant  être  exceptée. 


IV.  -  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE. 


118.  Série  de  Taylor.  —  Soit  f[z)  une  fonction  holomorphe  à 
l'intérieur  et  sur  le  contour  d'une  circonférence  y  de  rayon  R, 
ayant  pour  centre  le  point  z  =.  a\  désignons  par  a  -h  ^  un  poinl 


ri  g.  53. 


intérieur  é'i  ce  cercle.  On  a,  d'après  la  formule  de  Cauchy(n°  113)^ 

'^-r^i  J^,  z  —  a  —  t 

* 

ce  qui  s'écrit  identiquement  : 

xruj^/       '         \^z  —  a        (z  —  tt)^ 

ffi-\  fft  1 

""'  (z-'d y  "^  {z  —  ay'{z^a  —  ()  | ' 


ou 


/U'-H/)  == 


iT.i  J^^  z  —  a 
i-i  J^,  (z  —  a )^ 


-: .      /     — : dz  -h  \\,t 


On  peut  écrire,  d'après  les  formules  du  n**  114, 


(7)       fya-r-t)=zf{a)-^tf\a)-^.,,-^ 


tn-\ 


{n-v)\ 


/«-'(a)-4-R,o 
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le  reste  R/,  ayant  pour  expression 

je  (lis  qu'il  tend  vers  zéro  pour  n  infini. 

Soient,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  dcy(:;)  sur  la  cir- 
conférence y,  T  le  module  de  t  :  le  point  z  étant  sur  y,  mod(:;  —  a) 
est  égal  à  R,  mod(5  —  a  —  /)  est  au  moins  égal  à  R  —  t;  et  Ton 
a,  dès  lors  (n°  lOo,  3"), 

I          AIt« 
inodR„'": —  ,,      ,/ 1T.R 

-   IT,    H"(U  — T) 


<• 


Le  dernier  membre  a  pour  limite  zéro  pour  n  infini,  car  t  est 
inférieur  à  R,  puisque  le  point  a  -^  t  est  à  l'intérieur  du  cercle  y. 

La  série  qui  figure  au  second  membre  de  (7),  prolongée  indéfi- 
niment, est  donc  convergente  et  représente  f(^a  -\-  t)^  à  la  seule 
condition  que  le  point  a-\-  t  soit  intérieur  au  cercle.  G*est  là  série 
de  Taylor  étendue  par  Cauchy  aux  fonctions  analytiques. 

En  posant  z  =  a  -\-  t,  d'où  t  =  z  —  a,  on  peut  écrire  aussi 

développement  valable  à  la  seule  condition  que  le  point  z  soit 
intérieur  au  cercle  de  centre  a,  dans  lequel /(5)  est  holomorphe. 
D'ailleurs,  ce  développement,  étant  une  série  de  puissances,  est 
absolument  et  uniformément  convergent  dans  tout  cercle  inté- 
rieur au  précédent. 

119.  La  série  de  Maclaurin  s'obtient  en  faisant  a  =  o  :  toute 
fonction  /{z),  holomorphe  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine 
comme  centre,  peut  donc  se  développer  en  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  ^,  pour  toutes  les 
valeurs  de  :;  intérieures  à  ce  cercle  : 

/(5)=/(o)4-;î/'(o)-i-...4.i^//»(o)-4-.... 
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120.  Remarque.  —  D'aprcs  cela,  si  le  point  a  est  un  poini 
ordinaire  (c'est-à-dire  non  critique)  dey(i;),  on  peut  développer 
f(^z)  par  la  formule  (8),  pour  toutes  les  valeurs  de  z  com- 
prises à  rinlérieur  d'un  cercle  (cercle  de  ïajlor)  ajanl  pour 
centre  a  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le 
plus  voisin  :  car,  à  Tiutérieur  de  ce  cercle,  f[^z)  n'a  pas  de  point 
critique  et  reste  holomorphe.  Sur  le  cercle  môme,  il  y  a  doute;  la 
série  peut  n'être  pas  convergente. 

Au  delà  du  cercle,  la  série  est  certainement  divergente  :  car  cette 
série  est  une  série  de  puissances;  si  donc  elle  convergeait  pour  un 
point  M  plus  éloigné  de  a  que  le  point  critique  le  plus  voisin  de 
la  fonction  f{z)y  elle  convergerait  certainement  à  l'intérieur  de  la 
circonférence  ayant  a  pour  centre  et  passant  par  M,  d'après  les 
propriétés  des  séries  de  puissances  (Tome  I,  n®*141,  142).  Elle 
serait  donc,  toujours  d'après  ces  propriétés  (n**  99),  holomorphe 
dans  ce  cercle,  ce  qui  est  impossible,  puisque,  par  hypothèse,  le 
cercle  contient  un  point  critique. 

On  sait  ainsi  fixer  d! une  manière  exacte^  pour  une  fonction 
donnée,  le  rayon  du  cercle  à  l'intérieur  duquel  converge  la  série 
de  Taylor  ou  de  Maclaurin,  et  l'on  voit  que  l'introduction  des 
imaginaires  est  indispensable,  puisque  le  point  critique  le  plus 

voisin  de  a  peut  être  imaginaire.  Par  exemple,  la  fonction  y/i  4-x- 
ne  peut  être  développée  en  série  de  Maclaurin  convergenle,  même 
pour  des  valeurs  réelles  de  .r,  que  si  vnoAx  reste  inférieur  à  i  : 

les  points  critiques  de  la  fonction  y/i  -h  z-  sont  en  elfet  4-  i  et  —  / 
(n«  100). 

Pour  log(i4-;;),  l'origine  est  un  point  ordinaire,  les  points 
critiques  se  réduisent  au  seul  point  z=^ —  i  :  la  série  de  Maclau- 
rin est  donc  convergente  si  mode  <]  15  de  même  pour  la  fonction 

lasériedeMaclaurinconvcre^esi  mod3<;  --,  car  les  points  cri- 

tiques  de  - — -  sont  des  pôles,  zéros  de  cosc,  -  4-  Z»"!^  (*). 


(')  Lo  f(nniicnt  f[z)  :  '^[z)  de  deux  fonrlions  anulytiqiios  est  développabic. 
aulour  d'un  poinl  ordinaire  rt,  en  série  de  Taylor  convergenle  dans  un  cercle 
ayant  pour  cenire  a,  et  pour  rayon  la  distance  de  ce  poinl  au  point  critique  le 
plus  voisin  :  ces  {)oints  ciiliques  du  quolient  sont  ceux  dey  et  de  »,  et  aussi  le> 
zéros  de  'c. 
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l!21.  Série  de  Laurent.  —  Laurent  a  étendu  la  théorie  préct'- 
ileutc. 

Soity(5)  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  le  pour- 
tour d'une  couronne  circulaire,  comprise  entre  deux  circonfé- 
rences C  et  c,  de  même  centre  a,  de  ravons  11  et  /*.  Désignons 


./ 1 . 


par  a -}- t  un  point  de  la  couronne;  si  nous  entourons  ce  point 

d'une  petite  circonférence  /:,  la  fonction      •^  ^^     sera  holomorphe 

dans  la  région  comprise  entre  les  trois  circonférences,  et  Ton 
aura,  d'après  le  théorème  de  Cauchj  pour  une  région  à  contour 
non  simple  (n®  108), 

les  trois  circonférences  étant  décrites  dans  le  sens  positif.  Or,  en 
vertu  de  la  formule  de  l'intégrale  de  Cauchj  (n°  113), 

d'où 

Sur  la  circonférence  C,  le  module  de  :î  —  a  étant  supérieur  à 
celui  de  ^,  écrivons 


z — a  —  /        z —a        (J  —  a)^       "'       {z  —  a)'^    '    (  z  —  a  )"{z  -a  — f  )' 

sur  la   circonférence   c,    mod(:;  —  a)    étant    inférieur  à    niod^, 
écrivons 

I        z—(t  ,    (z—ay-^  {z  -  ay 


z—a  —  l        t—Kz—a)       1  "^  "  /«"'     "'"  V'  /"[/  — (-  — 1/..|  ' 
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et  portons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  2Tzi/(a  -+- 1).  11  vient  : 

+  ^«-»    f ,  '^^^\     dz-^\\n 

-^\ff{z)dz-^'-   f{z-a)J{z)dz^,.. 
-+- -^   l(z  —  a)^-^/{z)dz-^r,,, 

*-  c 

On  voit  aisément  que  les  modules  des  deux  termes  complémen- 
taires, Wn  et/'„,  ont  pour  limite  zéro,  pour /i  infini  :  soient  en  effet 
M  le  maximum  du  module  dey(5)  sur  la  couronne,  t  le  module 
de  ^,  on  a 


mod,-,.  ==  mod  £/(.)  ,,.^['_^"^_^^^^d.  g  M  (^y  ^ 


r 

—  y 
r 


et  les  seconds  membres  tendent  vers  zéro,  pour  n  infini,  puisque 
r<T<R. 

On  a  ainsi  développé  2Tzi/{a  -\--  /),  et,  par  suite,  /{a  -H  t),  en 
une  double  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances 
positives  et  négatives  de  t,  de  la  forme 

L>  1) 

fUl  -H  /  )  =  Ao  -t-  Al  /  -4-  .  .  .  -f-  A«  r*  H-  .  .  .  -h  -y  -4- ...  4-  -^*  4- ...  ; 

les  A  et  B  sont  des  constantes  par  rapport  à  ^,  représentées  par 
des  intégrales  définies  : 


B/i=-^.    f/iz)(z--a)»-^dz. 


(')  Au  lieu  de  prendre,  pour  A^,  ;    /   »  on  peut  prendre  ——.    1   >  car  la 

fonction   — ^^—^ :  est  holomorphe  dans  la  couronne  circulaire  :  donc  (  n"  108) 

/  =  /  .  De  même,  au  lieu  de    /    ou     /  ,  on  peut  prendre    /  ,  celant  une  cir- 

JC        Je  Jç.  Je  J  (5 

conférence  concentrique  à  G  et  r,  et  de  rayon  intermédiaire. 
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Ce  développement  est  convergent  si  le  point  (a  -+-  t)  est  dans 
la  couronne. 

On  peut  écrire  aussi,  en  posant  a  -f-  ^  =  5,  d*oii  t  =  z  —  a, 

I/(z)  =  \o-h  \i{z  — a)-»-. .  .-I-  A«(-s  —  a)«H-. . . 
—^——  -\- . . ,         — t-  -t-  •  •  •  ) 

z  —  a  {z  —  a)" 

les  deux  séries  étant  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  z  à 
l'intérieur  de  la  couronne  :  on  reconnaît,  comme  dans  Télude  des 
séries  de  puissances  ordinaires,  qu'elles  sont  absolument  conver- 
gentes dans  la  couronne,  et  uniformément  convergentes  dans 
toute  couronne  concentrique  et  intérieure  à  la  première. 

122.  L'application  la  plus  importante  de  la  série  de  Laurent  est 
le  développement  en  série  d'une  fonctiony(s)  autour  d'un  point 
singulier  essentiel  isolé  a  :  en  effet,  décrivons  de  a  comme  centre 
un  cercle  C,  ne  contenant  aucun  autre  point  critique  (ce  qui 
est  possible,  puisque  a  est  un  point  critique  isolé);  soit  c  une 
circonférence  de  centre  a,  intérieure  à  C  et  de  rayon  aussi  petit 
qu'on  veut.  La  (oncûon  /(z)  est  holomorphe  dans  la  couronne 
comprise  entre  les  deux  circonférences,  d'où  le  développement  : 

/( 3 )  =  A„ 4-  A ,  ( 3  —  a )  -<-  . . . -I-  A,^ ( 5  —  a)»-^. .. 

Z  —  a  {z  —  a  /* 

applicable  à  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans  le  cercle  C, 
le  point  a  excepté. 

123.  Exemple.  —  La  fonction /(:;)  =  e^'  admet  l'origine  g  =  o 
comme  point  essentiel;  le  rayon  du  cercle  C  est  alors  aussi  grand 
que  l'on  veut,  c'est-à-dire  que  la  série  de  Laurent  est  valable 
dans  tout  le  plan,  le  point  z  =  o  excepté.  On  a  effectivement,  par 
le  développement  classique  de  t'", 


1 

e-'      IH -H 

I              1         r 

Z^     '      1  .A.  J    z^ 

•  ï 


ce  qui  est  bien  une  série  de  Laurent,  réduite  aux  termes  à  puis- 
sances négatives,  et  qui  converge,  en  vertu  des  propriétés  de  l'ex- 
ponentielle, pour  toute  valeur  de  z,  sauf  ^=  o. 
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124.  Série  de  Fourier.  —  C'est  une  transformée  de  celle  de 
Laurent,  dans  le  cas  d'une  fonction  périodique. 

Soient  lù  =  a -i- bi  une  quantité  quelconque;  A  son  affile, 
r'est-à-dire  le  point  de  coordonnées  reclangulaires  a  et  b,  Dési- 
j^nons  par  /{u)  une  fonction  de  u  holomorphe  dans  la  région 
indéfinie,  K,  comprise  entre  deux  parallèles  quelconques  à  OA,  el 

Fi  g.  53. 


supposons  de   plus   que,  dans  cette  région,  /(u)  admette  la  pé- 
riode o),  c'est-à-dire  qu'on  'dil/(u  -{-  io)  =y(w)  :  il  est  clair  que 
les  points  u  et  «  4-  to  sont  sur  une  même  parallèle  à  OA. 
Posons  maintenant 


e      ^  = 


c'est-à-dire 


10 


u  = 


lojîc. 


et   cherchons    dans   quelle  région   du  plan  de  la   variable 
reste  le  point  z^  lorsque  le  point  u  reste  dans  R. 

Le  long  d'une  parallèle  à  OA,  u  est  évidemment  de  la  forme 


a  =  U^i-^  A 10, 


A   étant  réel  et  variant  de  — oo  à  -f- oc  :  donc,  aux  points  u  de 
cette  parallèle,  correspondent  les  points  z  donnés  par  l'équation 


et  comme  le  module  du  second  membre  est  indépendant  de  A, 
))uisque  le  module  de  e-'^^,  ou  cosaiiÂ  4- t  sin2  7:Â,  est  l'unité, 
les  points  z  considérés  sont  sur  une  circonférence  ayant  l'origine 
pour  centre.  Par  suite,  à  la  région  K  du  plan  [u)  répond,  dans 
le  plan  (c),  une  couronne  circulaire  R' ayant  l'origine  pour  centre. 
Je  dis  maintenant  quey(«),  considérée  comme  fonction  de  :;, 

c'est-à-dire /(—.— log^j,  est  fonctii)n  holomorphe  de  z  dans  la 
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couronne  R'  el  sur  son  pourtour.  En  cfl'el,  ses  seuls  points  cri- 
liques  possibles  dans  R'  sont  (n**  100)  :    i'  les  valeurs  de  z  au\- 

({uelles   correspondent,   par  f/  =  — r^logv,   des  valeurs  de  a  cri- 

tiques  pour  /(//)  dans  la  région  R,  et  il  n'existe  pas  de  telles 
valeurs,  puisque /(w)  n'a  pas  de  point  critique  dans  R;  2^  les  va- 
leurs de  z  criti(|ues  pour  loge,  c'est-à-dire  ^  =  0,  point  en  dehors 
«le  R'.  La  fonction  considérée  admet  donc  comme  point  ordinaire 
lout  point  de  la  couronne  R';  pour  prouver  qu'elle  y  est  holo- 
inorplic,  il  suffit  évidemment  d'établir  qu'elle  y  est  uniforme. 

Or,  en   un  point  Zq  de  R',  loge   peut  prendre  une  infinité  de 
valeurs,  différant  entre  elles  de  2kTzi;  les  valeurs  correspondantes 

dey  (— .—  loge  j  sont  comprisesdans  la  formule^ (;— ;—  log^o-j- Axo  j , 

et  sont  identicjues  entre  elles,  puisque /(a)  admet  la  période  o). 
La  fonction  considérée  n'ayant  ainsi  qu'une  valeur  pour  une 
valeur  donnée  de  z  est  uniforme,  et,  par  suite,  holomorphe,  dans 
la  couronne  R',  de  centre  e  =  o. 

On  peut,  dès  lors,  lui  appliquer,  dans  cette  couronne,  le  déve- 
loppement de  Laurent,  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  : 

H,        \h 


^{iny-')  =  ^' 


*  ^^*)  f  (  —^  l^a^  )   =  Ao-h  Al  C  -f-  AjC-H-.  . .   f- 


.<* 


série  qui  converge  absolument  et  uniformément  dans  toute  cou- 
ronne intérieure  à  R'. 


H 

îiir — 


Revenons  maintenant  de  e  à  //,  par  z  =z  e      ^\\\  vient,  en  dis- 
posant autrement  les  termes. 


//  // 


(       /.,  ■«        —IniT,—  ,,       —HT, 

\   /(£/)= -s-B;,e  w_i_..._^H,^  io 

(il)        < 

développement   absolument   et    uniformément   convergent   dans 
toute  bande  parallèle  et  intérieure  à  R. 
De  là  cette  conclusion  : 

Une  fonction  de  u,  /(w),  de  période  to,  holomorphe  dans  la 
bande  comprise  entre  deux  droites  parallèles  faisant  as^ec  l*axe 
des  quantités  réelles  un  angle  égal  à  V argument  de  w,  est  dé- 
veloppable  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
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ht:  — 


tières,  négatives  et  positives^  de  V exponentielle  e  ***;  cette 
série  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans  toute 
bande  parallèle  et  intérieure  à  la  bande  donnée. 

Pour  a)=27r,  on  retrouve  évidemment  une  série  de  même 
forme  que  celle  de  Fourier  (Tome  I,  n°  331),  après  substitution 
à  e^"'"  de  sa  valeur,  cosnu  ih  /sin/iw. 


V.  —  APPLICATIONS  DU  DÉVELOPPEMENT  DE  TATLOR. 


125.  Théorème  de  Liouville.  —  Une  fonction  holomorphe 
dans  tout  le  plan,  et  dont  le  module  reste  constamment  infé- 
rieur à  une  limite  M,  se  réduit  nécessairement  à  une  constante. 

La  fonction  étant  holomorphe  dans  tout  le  plan,  la  série  de 
Taylor  est  applicable  pour  toute  valeur  de  a  et  de  ^;  par  suite  : 

(10,)  /(a_|-,)=/(^)H-,/'(^)_+...._u^///(a) 


•  •   •  • 


Décrivons  de  a  comme  centre  un  cercle  de  rayon  arbitraire  R; 
on  a  (n°  116),  puisque  M  est  le  maximum  dans  le  module  de/(^) 
dans  tout  le  plan, 


quelque  grand  que  soit  R.  Or,  M  étant  fixe,  le  second  membre 
de  cette  inégalité  lend  vers  zéro  pour  R  infini  ;  donc  toutes  les 
dérivées  f  {a)^  f'{^)i  •  •  •  ^onX.  nulles,  et  il  reste,  dans  (12), 

/{a  -h  t)  =/(a).  c.   Q.   F.   D. 

126.  Zéros  d'une  fonction  holomorphe.  —  Soit /( 5)  une  fonc- 
tion holomorphe  dans  une  région  du  plan,  s^annulant  pour  un 
point  a  de  cette  région;  on  a,  par  la  formule  de  ïaylor  (8), 

développement  valable  quand  z  est  intérieur  à  un  cercle  y  (^cercle 
de  Taylor)  de  cenlrc  a.  Par  hypothèse,  f{a)  est  nul;  supposons 
qwe/'(a),  f\a)^  .. .,  f"*"^  {a)  le  soient  aussi,  el  quc/'^(a)  ne  le 
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soit  pas;  il  reste 

et  C5(a),  à  savoir  ^ — -, —  »  est  différent  de  zéro. 

D'ailleurs,  ©(g)  est  une  série  de  puissances  qui  converge  dans  v, 
car,  par  hypothèse,  (z  —  a)"*'f(z)  y  converge,  et,  pour  z  =  a^ 
'f{z)  a  une  valeur  finie.  Donc  (n°  99)?  ^{^)  est  lioloinor|)lic  à 
l'intérieur  de  v. 

On  dit  que  le  point  a  est  un  zéro  de  la  fonction y(5),  et  que  m 
est  son  degréj  ou  ordre,  de  multiplicité  :  par  ce  qui  précède,  m 
est  nécessairement  un  entier  positif,  el,  pour  que  a  soit  zéro 
d'ordre  ru  d'une  fonction  holomorphe  y(^),  il  faut  et  il  suffit  que 
^{z)  et  ses  (m  —  i)  premières  dérivées  s'annulent  pour  z  =  a. 

Exemple,  —  Nous  savons  (Tome  I,  n°  158,  Corollaire  i°)  que 
les  zéros  de  sin-3  sont  les  points  z  =  /ct:;  ce  sont  des  zéros  simples, 
car  la  dérivée,  cos:;,  ne  s'y  annule  pas. 

127.  Corollaire.  —  Les  zéros  d'une  fonction  holomorphe  (dans 
la  région  où  elle  est  holomorphe)  sont  isolés;  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  entourer  chacun  d'eux  d'un  cercle  assez  petit  pour  ne  con- 
tenir aucun  autre  zéro. 

Reprenons,  en  effet,  la  fonction  y(^)  et  le  point  a;  soit  e  un 
nombre  positif,  inférieur  à  modcp(a)  :  un  tel  nombre  existe, 
puisque  cp(a)  n'est  pas  nul.  La  fonction  o[z),  étant  holomorphe 
dans  Vj  est  continue  pour  z=^a^  et  son  module  l'est  aussi  (  n"  98)  ; 
on  peut  donc  trouver  un  nombre  p  assez  petit  pour  que,  z  restant 
dans  le  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  p,  mod'^(5)  reste  compris 
entre  les  deux  quantités  positives  modcp(a)  —  s  et  mod»(a)  +  £. 
Dès  lors  modcp(5)  ne  s'annule  pas  dans  ce  cercle,  c'est-à-dire 
que  '^{z)  ne  s'y  annule  pas;  et  comme  on  sl/(z)  =  (z  — a)"»  'f  (^), 
le  cercle  considéré  ne  contient  aucun  autre  zéro  de  /{z)  que  le 
zéro  «  ('  ).  c.   Q.    F.   D. 

(')  Ce  raisonnement  suppose  9(a)  différent  de  zéro,  ce  qui  est  toujours  ad- 
missible, à  moins  que  toutes  les  dérivées  de  /{z)  ne  s*annulent  pour  z  =  a.  En 
ce  cas, /(2)  est  identiquement  nul  dans  le  cercle  y,  en  vertu  de  (i3).  Si  donc  on 
trouve  qu'une  fonction  holomorphe  admet  un  zéro  aussi  voisin  que  l'on  veut 
d'un  zéro  donné  a,  on  en  conclura  qu'elle  est  identiquement  nulle  dans  le  cercle 
de  Taylor  ayant  pour  centre  a. 
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On  en  conclut  que,  dans  une  région  finie  du  plan,  les  zéros 
(le  y(3)  sont  ep  nombre  limité. 

128.  Zéros  d'une  fonction  méromorphe.  —  Considérons  une 
fonction  /(:?)  méromorphe  dans  une  région  R;  soit  a  un  de  ses 
zéros  dans  R.  On  peut  enlourer  a  d'un  cercle  y,  assez  petit  pour 
ne  contenir  aucun  pôledcy"(:;);  sinon,  il  j  aurait  un  pôle  aussi 
voisin  qu'on  voudrait  de  a,  de  sorte  que  la  fonction  deviendrait 
infinie  en  un  point  aussi  voisin  qu'on  voudrait  d'un  point  où  elle 
s*annule  :  ce  point  serait  dès  lors  un  point  d'indétermination, 
c'est-à-dire  un  point  singulier  essentiel,  cas  exclu,  puisque ^(5), 
méromorphe,  n'a,  dans  R,  que  des  pôles. 

Dans  le  cercle  y,  qui  ne  contient  pas  de  pôle,  la  fonction  méro- 
morphe f(^z)  est  holomorphe  :  la  série  de  Ta}'lor  s'applique  donc, 
ainsi  que  toutes  les  conclusions  précédentes.  Les  zéros,  situés 
dansR,  de  la  fonction  méromorphe /"(:;)  sont  donc  d'ordre  entier; 
ce^  zéros  sont  isolés,  et  autour  de  l'un  d'eux,  a,  f(^z)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (:;  —  rt)'"'j(:;),  'f(:?)  étant  holomorphe  au 
voisinage  de  a  et  ne  s'anniilant  pas  pour  3  =  a. 

129.  Pôles  d'une  fonction  méromorphe.  —  Les  pôles  d'une 
fonction  méromorphe  dans  la  région  où  elle  est  méromorphe, 
sont  isolés,  car  ce  sont  les  zéros  de  la  fonction  inverse,  qui  est 
méromorphe  dans  la  même  région  (n**  102).  11  en  résulte  qu'une 
fonction,  méronjor[)he  dans  une  région  finie  du  plan,  n'a  dans 
celle  région  qu\in  nombre  limilé  de  zéros  et  de  pôles. 

Siy(-3)a  un  pôle  au  pointa,  la  fonction -7rr—>  par  définition, 

est  holomorphe  dans  un   cercle  y,  décrit  de  a  comme  centre  et 
s'annule  pour  z  ■=  a .  Donc,  daprès  ce  qui  précède,  on  a 


n  désignant  un  entier  [)Osilif,  et  '}(^)  une  fonction  holomorphe 
dans  le  cercle  y,  ne  s'annulanl  pas  pour  -3  =  a. 
On  en  tire 

f(Z)—  

D'ailleurs  i/{z)  étant  holomorphe  dans  y,  et  ne  s^annulant  pas 
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pour  z  ^r=  r/,  ^ — ^  sera  holomorplie  dans  un  cercle  y',  de  centre  a^ 
avant  pour  rayon  la  dislance  du  point  a  au  point  critique  le  plus 
voisin  de  — — -y  c'est-à-dire  au  point  critique  de  /(z)  le  plus  voisin 
de  a.  Donc,  par  la  sfîrîe  de  Taylor,  on  aura,  dans  ce  cercle  y', 

,  -^^  =  Ao -f-  A,  ( -3  —  rt  )  -}- . . . -+-  A„_ i{z  —  a )'*->  -î-  A „ ( -3  —  « )'* -h . . . , 
ce  qui  donne 

(  f(^)  =  — A^  ^  — ^±^  ^. .  .^  AsLzi. 

Ml)  "^  (z  —  a)''        (z  —  a)"-^  z  —  a 

\  -»- A;,-+- A,|4-i(-3  —  a)-}-.... 

C'est  le  développement  cVune  fonction  méromorphe  aux 
environs  dUin  pôle,  formule  importante  d'un  fréquent  usage; 
comme  on  vient  de  le  dire,  elle  est  valable  à  Tinlérieur  d'un 
cercle  y',  ayant  pour  centre  a  et  pour  rayon  la  dislance  de  ce  point 
au  point  critique  le  plus  voisin  de  la  fonction  f{z). 

L'entier  n  est  dit  degré  (ou  ordre)  de  multiplicité  du  pôle  a\ 
les  n  premiers  termes  du  développement  (i4)  forment  ce  qu'on 
nomme  la  partie  infinie  du  développement  dey(3)  autour  du 
|)ole  a,  ou  encore  le  dév^eloppement  polaire  de  f(z)  autour  de 
ce  pôle. 

Remarque,  —  Le  quotient  de  deux  fonctions  f{z)  et  F(3), 
niéromorphes  dans  une  région  R,  est  méromorphe  dans  11  :  ou  l'a 
établi  au  n°  102,  en  laissant  de  côté  le  cas  où  f(z)  et  F(-3)  auraient 
un  zéro  ou  un  pôle  commun,  a.  Mais,  dans  cette  dernière  hypo- 
thèse, en  vertu  des  relations 

f(z)  =  (z-ay"^(z\         F{z)=(z^ar^(z), 

si  a  est  un  zéro  de /et  de  F,  ce  sera  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
pour  le  quotient /(s)  :  F(5),  selon  que  m^/i,  ou  m<Cn.  Même 
conclusion  pour  un  pôle  commun.  La  proposition  en  question  est 
donc  générale. 

130.  Résidu.  —  Parmi  les  coefficients  des  termes  en 7> 

dans  le  développement  polaire  de  f{z),  celui  de     ^    >  que  nous 
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avons  désigné  par  A„_,,  joue  un  rôle  spécial  :  il  a  reçu  de  Cauchj 
le  nom  de  résidu  de  f{z)  relatif  au  pôle  a. 

Si  a  est  un  point  essentiel  de  f{z)y  on  nomme  aussi  résidu  le 

coefficient  de dans  le  développement  de  J{z)  autour  de  a^ 

par  la  formule  de  Laurent. 

131.  Remarque  I.  —  Le  développement  (i4)  de /(s)  est  va- 
lable dans  le  cercle  y',  c'est-à-dire  que  la  série  de  puissances 

A /i -h  A /I4- 1  ( -3  —  a  )  -r-  A ,14-2 ( ^  —  a)- -■.- . . . 
converge  dans  ce  cercle  :  dus  lors  on  peut  écrire 

cp(:;),  c'est-à-dire  la  série  de  puissances  ci-dessus,  étant  une  fonc- 
tion holomorphe  de  z  dans  le  cercle  y'  (n°  99). 

La  dérivée  de  la  série  de  puissances  '^{z)  est  la  série  des  dérivées 
des  termes,  la  nouvelle  série  ayant  encore  le  même  cercle  de  con- 
vergence (ïome  I,  n"*  I4o  et  143);  on  a  donc 


n  Ao  A  /,_! 

(c  —  rt)"'-^'       "*      {^z  —  ay 


(if>) 

A n-if. I  -\-  '}.  A  /i  ^-2  (  z  —  <7  ^ -f- . . . , 


—  "Ao  A„_i 


(;;  —  «)'*-*-'  {z  —  af" 

c'esl-à-dire  qu'on  obtient  la  d/'rivée  du  développement  (i4)  en 
dérivant  séparément  chaque  terme.  Le  nouveau  développement 
est  valable  dans  le  même  cercle  que  Tancien. 

La  relation  (i6)  montre  qu\in  pôle  d'ordre  n  de  f{z)  est  pôle 
p'ordre  (^-f-  i)  de  /'(z),  et  d'ordre  n-^p  de  /^^^{z). 

132.  Remarque  II.  —  La  dérivée  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  région  est  holomorphe  dans  la  même  région  (n"  llo); 
sous  une  autre  forme,  la  dérivée  d'une  fonction  de  z,  /(z),  qui  a 
un  nombre  limité  de  points  critiques  dans  une  région,  ne  peut 
admettre  d'autres  points  critiques  que  ceux,  de  la  fonction.  En 
j)articulier,  si  /{z)  est  méromorphe  dans  une  région  R,  sa  dérivée 
f'{z)  ne  peut  avoir,  dans  R,  d'autres  points  critiques  que  les 
pôles  à^  f(^z)\  d'après  ce  qui  précède,  ces  pôles  sont  aussi  des 
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pôles  de  f'{z)^  qui,  dès  lors,  est  méromorphe  dans  R.  Donc  : 

La  dérivée  d^une  fonction  f{z)^  méromorphe  dans  une 
région,  est  méromorphe  dans  la  même  région;  ses  pâles  sont 
ceux  de  /{z);  un  pôle  d'ordre  n  de  /(z)  est  d'ordre  (/i  +  i) 
pour  /'{z). 

133.  Le  développement  d'une  fonction /(:;),  autour  d'un  point 
ordinaire  ou  d'un  pôle  a,  suivant  les  puissances  croissantes 
<le  (z  —  rt),  est  unique. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'un  point  ordinaire  a,  et  suppo- 
sons qu'on  ail,  d'une  manière  quelconque,  mis  /(z)  sous  la  forme  : 

(i;)    f(z)  =  Ao-H  Ai(  5  —  rt  )  -+-. . .-{-  A„_,  {z  —  a)"-'  -\-(z  —  «)«  R(5), 

R(z)  ne  devenant  pas  infini  pour  z  =  a.  En  vertu  même  de  celte 
ëquation,  la  fonction  R(5),  c'est-à-dire 

[y(^)__Ao-...-A„_,(3-a)''-'J  — 


{Z--(t)" 

est  méromorphe  autour  de  a  :  mais  comme  elle  reste  finie  pour  ^  =  a, 
a  est  pour  elle  un  point  ordinaire  (n**  129,  Remarque)]  aucune 
de  ses  dérivées  ne  devient  donc  infinie  pour  z-=ia.  Alors,  en 
faisant  z  =^  a  dans  (i^)  et  dans  les  relations  qu'on  obtient  en  pre- 
nant les  dérivées  successives  des  deux  membres  par  rapport  à  5, 
jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclus,  il  vient 

Ao  =  /(a),      \,  =  f'(a),      \^=Ilf^,      ...,      An-i=       -^""y^^      , 

"         -^  ^      '^'  1         ^  /»  2  j     ,^  I.2...(/l  —  I) 

ce  qui  monlre  que  Aq,  . .  .,  A,,_i  sont  les  coefficients  ordinaires 
<le  la  série  de  Tajior  autour  du  point  a, 

La  même  conclusion  s'applique  dans  le  cas  où  a  est  un  pôle 
d'ordre  m;  il  suffil  alors  de  considérer  la  fonction  (:;  —  ^)'"/(^)) 
qui  est  liolomorphe  autour  de  a. 

Corollaires,  —  i**  Soient  f{z)  et  o{z)  deux  fonctions  holo- 
morplies  autour  du  point  a,  et  supposons  d'abord  'f(«)<o.  Il 
résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  obtenir  le  développement 
laylorien  du  quotient /(:;):  cp(;;),  jusqu'au  terme  en  (:;  —  a)""* 
inclus,  on  n'aura  qu'à  diviser  l'un  par  l'autre  (suivant  les  puissances 
H.  —  II.  10 
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croissantes  de  z  —  a)  les  développements  : 

o(z)  =  o(«)  -H.  .  . 

réduits  à  leurs  n  premiers  termes  :  les  n  premiers  termes  du  quo- 
tient seront  aussi  ceux  du  développement  taylorien  cherché,  car 
la  division  indiquée  conduit,  yiour  /(z)l^{z),  à  une  relation  de 

la  forme  (17). 

a^  Si  a  est  pôle  d'ordre  m  de  o{z),  pour  obtenir  le  dévelop- 
pement polaire,  autour  du  point  a,  de  la  fonction  /{^)l^{^)^ 
on  divisera  encore  l'un  par  l'autre  les  développements  tayloriens 
de/(z)  et  'f  (^),  réduits  à  leurs  m  premiers  termes,  en  ordonnant 
la  division  suivant  les  puissances  croissantes  de  >3  —  «  :  les  m  pre- 
miers termes  du  quotient  donneront  l'expression  cherchée. 

Il  sera  plus  simple,  afin  d'abréger  l'écriture,  de  posera  —  a  =  ù^ 
et  de  développer  suivant  les  puissances  de  t. 

3**  Si  a  est  zéro  simple  de  'f(z),  le  résidu  de /(5)  :  ©(2)  autour 
du  pôle  a  sera,  d'après  cela,  égal  à  /{a)  :  'f'(^)>  résultat  à  retenir. 

134.  Théorème  des  résidus.  —  Soit  /{z)  une  fonction  méro- 
morphe  à  l'intérieur  d'un  contour  simple  k]  désignons  par 
rt,  a\  ...,  ceux  de  ses  pôles  intérieurs  à  A',  et  entourons-les  de  petits 
cercles  y,  y,  ...  {Jiff-  ^tl),  la  fonction  /(z)  étant  holomorphc 

Fig.  50. 


dans  la  région  à  contour  non  simple  comprise  entre  A*  et  les  cir- 
conférences v,  v'^  ...,  on  aura,  d'après  le  théorème  de  Cauchv 
étendu  (n«  108), 

/  f(z)dz  =  I   /(z)iiz  -h  I   /(z)dz-h,.., 
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tous  les  contours  étant  décrits  dans  le  même  sens,  que  nous  sup- 
poserons le  sens  positif. 

Or,  au  voisinage  du  pôle  a(n^  131),  on  a 

•^       -^       {z  —  ay  z  —  a 

o(z)  étant  holomorphe  autour  du  point  a;  par  suite 

L'intégrale    /   ©(-3)  rfs  est  nulle,  puisque  ç(>s)  est  holomorphe 
dans  le  cercle  v;  d'ailleurs  (n®  IH)  pour^>  i, 

r  _^î_  ^ '   r      '     1, 

et  comme  le  second  reprend  la  même  valeur  quand  on  revient  au 
point  de  départ  de  l'intégration,  puisque />  est  entier,  l'intégrale 
est  nulle.  Pour  />  =  i,  on  a  (n°  112) 


/'     (Iz 

L.  z  —  a 


le  contour  y  étant  décrit  dans  le  sens  positif. 
11  reste  donc,  dans  (1), 

/  /(  z)  dz  =  7.TZ i  A,i_i , 

•    V 
I 

et,  par  suite, 

A,ï_i,    A),-_,,    ...    étant  les  résidus    de   /(v)  relatifs  aux   pôles 
rt,  a',   .... 
Donc  : 

L'intégrale  d'une  fonction  méromorphe,  prise  dans  le  sens 
positif  le  long  d'un  contour  simple  A*,  est  égale  à  la  somme 
des  résidus  de  cette  fonction,  relatifs  aux  pôles  situés  à  V in- 
térieur du  contour,  multipliée  par  iT.i. 
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Un  théorème  analogue  s^applique  si  la  fonction  a  des  points 
essentiels  isolés  à  Tintérienr  du  contour, 

135.  Théorème  de  Cauohy  sur  les  zéros  et  les  pôles.  —  Soit /(:;) 
une  fonction  méromorphe  à  l'intérieur  d'un  contour  simple  k\ 
désignons  par/'  (z)  sa  dérivée  qui  est  également  méromorphe  dans 
cette  région  (n°  132),  et  par  0(2)  une  fonction  holomorphe  à 
l'intérieur  de  A*  et  sur  A*.  L'intégrale 


prise   dans  le  sens  positif,  est  égale,   d'après  le   théorème    des 

résidus,  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  ^^77— r^(s),  relatifs 

aux  pôles  situés  à  l'intérieur  du  contour.  Cette  fonction  ne  peut 
devenir  infinie  que  pour  les  zéros  de  son  dénominateur  /(z),  ou 
pour  les  pôles  de  son  numérateur y'^^)  îp(2). 

Or  y(<3),  par  hypothèse,  est  holomorphe  à  l'intérieur  du  con- 
tour k  (et  sur  ce  contour),  et  n'a  dès  lors  pas  de  pôle  dans  k; 
(|uant  aux  pôles  de  f'{z)  ce  sont  uniquement  les  pôles  Ae  f{^z) 

(n°  132).  Donc  finalement  les  pôles  cherchés  de  •^.     !^{z)  ne 

peuvent  être  que  les  zéros  et  les  pôles  de  f{z)^  situés  à  l'intérieur 
du  contour. 

Soit  a  l'un  d'eux;  on  a,  au  voisinage  de  a  (n"*  126  et  128), 

•i(5)  n'étant  ni  nulle  ni  infinie  pour  ^  =  a,  et  étant  holomorphe 
autour  de  ce  point  ;  m  désigne  un  entier,  positif  si  a  est  un  zéro 
de  f{z)^    négatif  si  c^est   un  pôle.    Cherchons   le    résidu    de 

'•j^o{z)  ij^oxxvz=a. 

On  a,   en  dérivant  logarithmiquement  la  relation  précédente, 

f'{z)  ^       m  ^'(z  ) 

f{z)        z  —  a        "^i  z) 

et 

f'iz)  ni         .    ^        ^'(Z)     , 

Le    second   terme    du   dernier  membre   est  fini   pour  z=a, 
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puisque  t{;(  3),  et  par  suite  tj/' (3),  est  holomorphe  autour  du  pointa, 
et  que  à  (a)  n'est  pas  nul;  le  résidu  du  premier  membre,  relatif 

au  pôle  a,  est  donc  le  même  que  celui  de  •;; ?(^))  ^S^^  évidem- 

ment  à  mcp(rt).  Donc  enfin,  on  obtient  la  formule  de  Cauchy  : 

tti,  ao,  •..  élant  les  zéros;  pi,  p2)  •••    les  pôles  de /(z),  inté- 
rieurs au  contour  A*.  Dans  la  somme  ^o(a),  chaque  zéro  figure 

autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre  de  multiplicité,  et 
de  même  pour  les  pôles.  Cette  formule  donne  donc  la  différence 

des  deux  sommes  \]  ©(5)  élendues  respectivement  aux  zéros  el 

aux  pôles  d'une  fonction  méromorphe,  situés  à  l'intérieur  d'un 
contour  donné. 

Corollaire,  —  Si  cp(c)  =  i ,  on  aura  la  formule 

M  élant  le  nombre  des  zéros  de  f{z)j  N  celui  des  pôles  intérieurs 
à  X*,  chacun  d'eux  étant  complé  avec  son  ordre  de  multîplicilé(' ). 


(*)  Si  la  fonction  holomorphe  f[z)  admet  a  comme  zéro  d'ordre  m,  on  peul 
entourer  a  d'une  petite  circonférence  y,  ne  contenant  pas  d'autre  zéro  de/(c}. 

La  fonction  de  «,  6(m)  =  ■.    /     ../  , — —  dz.  où  u  désigne  un  paramètre,  est 

continue  pour  u  =  o  :  car  on  voit,  comme  au  n*  114,  que  sa  dérivée  par  rapport 

à  M,  pour  u  =  o,  est  l'expression  :    /    ij—^  dz^  quantité  finie  et  déterminée, 

air*  J^  f  \^) 

puisque /(j;)  n'a,  sur  y,  ni  zéro,  ni  pôle.  Faisons  maintenant  varier  u  infiniment 
peu,  à  partir  de  zéro  :  la  fonction  6(£/)  a  toujours  pour  valeur  un  nombre  entier 
(Corollaire  du  n«  135),  égal  au  nombre  des  zéros  de  f(z)  —  u  intérieurs  à  y,  el 
6(0)  est  égal  à  m,  en  vertu  de  l'hypothèse  initiale.  Comme  6(1/}  est  fonction  con- 
tinue de  u  pour  u  =  o,  il  résulte  de  là  que,  pour  u  assez  petit,  6(u)  est  néces- 
sairement égal  à  m.  En  d'autres  termes,  si  a  est  zéro  d'ordre  m  de/(2),  on  peul 
prendre  u  assez  petit  pour  que  l'équation  /{z)  —  u  =  o  ait  m  racines  à  l'intérieur 
de  y,  c'est-à-dire  m  racines  voisines  de  a.  C'est  la  propriété  sur  laquelle  on  s'esi 
appuyé  au  n*  341  du  Tome  I,  page  345. 
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S\/(z)  est  holomorphe  à  l'intérieur  de  A",  le  nombre  N  est  nul, 
et  il  reste 


VI.  —  THÉORËMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  FONCTIONS  UNIFORMES. 


136.  Fonctions  entières.  —  On  nomnih.ffinç(iJ[ofjk')Mtière  une 
fonction  holomorphe  dans  tout  le  plan.  Exemples  :  les  poljnomes 
entiers  en  5,  les  fonctions  e^,  sin^,  cos^. 

Une  fonciion  entière  est  développable  par  la  série  de  Taylor 
ou  de  Maclaurin  dans  toute  Tétendue  du  plan,  puisqu'elle  est 
holomorphe  à  l'intérieur  d'un  cercle  quelconque. 

1°  Une  fonction  entière,  /(^),  pour  laquelle  le  point  à  Vin- 
fini  (n®  103)  est  un  point  ordinaire,  se  réduit  à  une  constante. 

Car  si  l'on  pose  ^  =  ->  l'hypothèse  est  que  /(  -  )  est  une  fonc- 
tion holomorphe  de  m  à  l'intérieur  d'un  cercle,  C,  de  centre  m  =  o, 
dans  le  plan  {u)  :  son  module  admet  donc,  dans  ce  cercle,  un 

maximum  M'.  Or,  lorsque  u  reste  à  l'intérieur  de  C,  le  point  z  =•- 

reste,  dans  le  plan  de  la  variable  ^,  à  Vextérieur  d'un  cercle,  C, 
dont  le  ra^'on  esl  l'inverse  du  rajon  de  C,  de  sorte  que  le  module 
dey"(5),  en  dehors  du  cercle  C,  est  au  plus  égal  à  M.  La  fonc- 
tion/(;;)  élant  holomorphe  dans  C,  son  module  admet  également, 
dans  ce  cercle  et  sur  ce  cercle,  un  maximum  M';  et,  par  suite, 
dans  tout  le  plan,  u\oàf{z)  est  au  plus  égal  au  plus  grand  des 
nombres  M  et  M'.  Donc,  par  le  théorème  de  Liouville  (n**  123), 
f{z)  se  réduit  à  une  conslanlc.  c.  q.  f.  d. 

'?."*  Une  fonction  entière  f{z),  pour  laquelle  le  point  à  l'in- 
fini est  un  pôle  d'ordre  /?,  est  un  polynôme  entier  de  degré  p. 


Car,  par  hypothèse,  /(  -  )  est  de  la  forme  : 


Ao  i^fj—i 


uP  u 


?(")» 
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t5(w)  admettant  le  point  ii  =  o  comine  point  ordinaire;  donc 

^(-)  étant  une  fonction  de  z  pour  laquelle  le  point  à  l'infini  est 

ordinaire.  D'ailleurs,  cette  fonction,  différence  de  la  fonction  en- 
tière /(z)  et  du  poljnome  Aq zP -\- . . . -\-  Ap^^  3,  est  entière;  elle 
se  réduit  par  suite  (i**)  à  une  constante.  c.  q.  f.  d. 

3°  Une  /onction  /(z),  méromorphe  dans  tout  le  plan,  et 
pour  laquelle  lé  point  à  V infini  est  un  point  ordinaire  ou  un 
pôle,  est  une  fonction  rationnelle. 

Observons  d'abord  que  les  pôles  de  f{z)  dans  le  plan  sont  en 
nombre  limité.  En  eOTet,  ils  sont  isolés  (n**  129)  et,  par  suite 
(ibid.)^  sont  en  nombre  limité  à  l'intérieur  d'un  cercle  C,  de 
centre  ^  =  o,  et  de  rayon  R  aussi  grand  qu'on  veut  :  ils  ne  pour- 
raient donc  être  en  nombre  illimité  dans  le  plan  que  s'il  y  en 
avait  une  infinité  à  l'extérieur  de  C.  Mais  alors  la  fonction  de  w, 

y/-U  aurait  une   infinité  de  pôles  à   Vintérieur  du  cercle   de 

centre  w  ==  o  et  de  rayon     -    aussi  petit  qu'on  voudrait,  ce  qui  est 

absurde,  puisque,  par  hypothèse,  le  point  u  =  o  est  ordinaire  ou 
pôle  (isolé)  de  cette  fonction. 

Soient  alors  ai,  aj,  . , . ,  aq  les  pôles  de/(5);  on  pourra  poser 
(n**  129),  en  mettant  en  évidence  le  développement  polaire  de 
y(z)  autour  de  fl^,, 

{z  —  «I  )'"  ^  —  <^i 

Oi{z)  étant,  en  vertu  de  cette  équation,  une  fonction  de  même 
nature  quey"(G),  mais  n'admettant  plus  «i  comme  pôle.  De  même 

•  '  (Z—Cli)'*  Z  —  Uî  '^       ^' 

el  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  les  q  pôles.  La  fonc- 
tion ^{z)  restante  est  entière,  puisqu'elle  n'a  plus  de  pôle  à  dis- 
tance finie;  de  plus,  pour  elle  comme  poury(.5),  le  point  à  Tinfini 
est  évidemment  point  ordinaire  ou  pôle,  c'est-à-dire  (i°  et  a") 
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qu'elle  se  réduit  à  un  polynôme  entier;  f{z)  est  donc  la  somme 
d'un  nombre  limité  de  fraclions  simples  et  d'un  poljnome  entier. 

c.    Q.    F.    D. 

137.  Corollaires. —  i"  Une  fonction  entière  f{z)^  autre  quhtn 
polynôme  entier,  admet  le  point  à  V infini  comme  point  es- 
sentiel. 

Car,  en  vertu  du  numéro  précédent  (i**  et  a°),  le  point  u  =  o 
ne  saurait  être  ni  ordinaire  ni  pôle  pour  /(^j;  c'est  donc  un 

point  essentiel,  puisque  d'ailleurs  /{-)  est  fonction  holomorphc 

de  u  entre  deux  cercles  quelconques  ayant  ce  point  pour  centre 
(nMOO,  3»). 

Même  énoncé  pour  une  fonction  méromorphe,  dans  tout  le  plan, 
autre  qu'une  fraction  rationnelle. 

2®  Un  polynôme  entier  d'ordre  m,  /(^),  a  m  racines  (  Théo- 
rème  de  d^Alembert),  Il  suffit  d'établir  qu'il  en  a  une.  Or  i  :f{z) 
est  une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan,  dont  les  pôles 
sont  les  zéros  ou  racines  de  /{z),  et  pour  laquelle  le  point  à  l'infini 
est  ordinaire.  Si  donc  /(z)  n'avait  pas  de  racine,  i  i/{z)  serait 
une  fonction  hoiomorphe  dans  tout  le  plan,  c'est-à-dire  une  fooc- 
lion  entière,  admettant  le  point  à  l'infini  comme  point  ordinaire, 
par  suite  (n°  136,  i°)unc  constante.  Pour  échapper  à  cette  conclu- 
sion absurde,  il  faut  admettre  que /(^z)  a  au  moins  une  racine. 

3"  Si  une  fonction  entière,  f{z)^  est  sans  zéros  dans  le  plan, 
logy(:;)  n'a  pas  (n^lOO)  de  point  critique  à  distance  finie;  c'est 
donc  une  fonction  hoiomorphe  dans  tout  le  plan,  c'est-à-dire  une 
fonction  entière,  G(^),  et  l'on  a 

Telle  est  la  forme  des  fonctions  entières  sans  zéros.  Ainsi  e*  n'a 
pas  de  zéros-ù  dislance  finie  (T.  I,  n**  138,  Corollaire  2**). 

138.  Développement  d'une  fonction  méromorphe  dans  tout  le 
plan.  —  Soit /(.s)  une  telle  fonction;  si  ses  pôles  a^  «2?  •••?  o^q 
sont  en  nombre  limité,  on  voit,  comme  au  n**  136,  3**,  qu'elle 
est  la  somme  d'une  fraction  rationnelle  et  d'une  fonction  entière. 
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La  fraction  rationnelle  est  la  somme  des  parties  infinies  des  déve- 
loppements de /(z)  autour  des  pôles  aj,  .  • .,  aq. 

Si  les  pôles  ai,  a^j  . . .  sont  en  nombre  infini,  la  somme  des 
parties  infinies  des  développemenls  correspondants  peut  former 
une  série,  S(w),  convergente  en  tout  point  du  plan  autre  qu'un 
pôle;  si,  de  plus,  S(^)  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  est 
clair  que  la  différence^ /( 5) —  8(5),  qui  reste  é\^idemment  finie 
pour  2  =  ai,  a2,  •••,  est  holomorphe  dans  tout  le  plan.  C'est 
donc  une  fonction  entière,  G(3),  et  l'on  a 

/(^)  =  S(3)H-G(;:). 

Exemples,  —  i**  Supposons  les  pôles  a^  aa,  ...  simples,  cl 
les  résidus  correspondants,  A|,  A2,  . .  .,  inférieurs,  en  module,  à 
un  nombre  M. 

Si  la  série  ^  —  >  dont  les  termes  sont  rangés  dans  un  ordre 

quelconque,  est  absolument  convergente  (*),  je  dis  que  la  série 
formée  par  la  somme  des  développements  polaires, 

converge  absolument  et  uniformément  dans  toute  région  finie,  R, 
du  plan,  qui  ne  comprend  aucun  des  pôles  :  le  module  du  terme 
général  est  en  effet  (à  partir  d'une  valeur  assez  grande  du  rang) 

inférieur  à  la  quantité  — 3 ^>  8  désisrnant  le   maximum  du 

^  raoda/t— 0  ^ 

module  de  z  dans  R.  Or  cette  quantité  est  le  terme  général  d'une 
série  numérique,  à  termes  positifs,  qui  converge,  puisque,  par 

lijpotlièse,  ^ — -j —  converge;  on  en  conclut  que  la  série  S(>c) 

converge  uniformément  et  absolument  (Tome  I,  n**  166)  dans  R 
et  sur  le  contour  de  R;  par  suite  (n°  117),  8(5)  est  wne  fonction 
holomorphe  dans  R,  et  évidemment  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  puisqu'elle  n'a  comme  points  singuliers  à  distance  finie  que 
les  pâles  simples  ai,  a2,  .  • . ,  d'après  son  expression  même. 
On  a  donc,  dans  ce  cas,  G(^)  désignant  une  fonction  entière, 

/(5)=  -Al_  4._^i_^...^G(5). 

(*)  En  vertu  de  cette  hypothèse,  moda„  tend  vers  oc  pour  n  infini.  Voir  aussi, 
à  ce  sujet,  le  n<*  139. 
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a^  Les  conditions  étant  les  mêmes  que  dans  l'exemple  précé- 
dent, supposons  que  la  série  ^  —  ne  soit  pas  absolument  conver- 
gente, mais  que  la  série  ^  (  —  j    le  soit,  en  désignant  par  q  un 

entier  positif. 

On  a  identiquement 

I  /    I  Z  z7-«\  37-t 

Considérons  alors  la  série 

S(5)  =       Ai( ! H  —  -+-  -^  -4-...-f-  ^^^rrr) 

\z  —  ai        «1        a\  «{     / 

je  dis  encore  qu'elle  converge  absolument  et  uniformément  dans 
la  région  R  définie  plus  haut.  En  effet,  d'après  (i),  le  module  du 
lerme  général  est  inférieur,  à  partir  d'une  valeur  suffisante  de  n, 
à  la  quantité 


> r  » 

I ) 


(|ui  est  évidemment  le  terme  général  d'une  série  absolument  con- 
vergenle,  en  vertu  de  l'hypothèse. 

La  série  S(^)  est  donc  encore  (i")  holomorphe  dans  R,  et  méro- 
morphe  dans  tout  le  plan;  et  l'on  a,  puisque  f{z)  —  8(5)  reste 
lini  pour  tous  les  pôles  «„, 

(•2)  f{z)  =  S{z)-^0(z), 

G(:;)  étant  une  fonclion  entière. 

Remarque.  —  La  formule  (i)  suppose  «i^o.  Siy"(.3)  admet  le 
|)ôle  :;  =  <>,  on  formera  S(:;)  sans  se  préoccuper  de  ce  pôle,  et  l'on 
iijoulcra,  à  la  série  obtenue,  la  partie  infinie  du  développement 
(le  J\z)  autour  du  pôle  c  =  o;  S(:;)  désignant  celte  nouvelle 
somme,  la  formule  (2)  subsistera  évidemment. 

Application,  —  La  fonction  coiz.  ou  -^: — -  i  méromorphe  dans 
lout  le  plan,  a  comme   pôles  simples  les  points  z  =  mz^   zéros 
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simples   de   sin;;.    Les  résidus   correspondants  sont  tous   égaux 
à  -4-  I,  d'après  la  formule /(a)  :  f'(a)  du  n**  133  (Corollaire  3"). 

Or  la  série \] —  diverge,  mais\](  —  ]  converge;  on  a  donc  ici 


^    ^      ^  \z  —  nr.        n-nj 


H > 


n  prenant  les  valeurs  entières  de  —  oo  à  +  oc,  sauf  zéro;  d*où 

(  3  )  cot5  =  -  -f- V  ( î h  —  )  -+-  G{z). 

z      ^  \z  —  HT.        nr.J 


n 


La  série  étant  absolument  convergente,  on  peut  grouper  les  termes 
qui  répondent  à  -f-  n  et  à  —  //,  ce  qui  donne 

n  variant  de  +  i  à  +  oo. 

Nous  verrons  par  une  autre  méthode  (n**  148),  que  G (3)  est  nul. 

139.  Théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  —  Nous  allons  établir 
maintenant  que,  dans  tous  les  cas,  on  peut  représenter  une  fonc- 
tion y(z),  méromorphe  dans  tout  le  plan,  par  une  série  d'éléments 
fractionnaires  simples,  plus  une  fonction  entière. 

Soient  toujours  «i,  ^2,  ...  les  pôles,  en  nombre  infini,  ie  f{z)\ 
rangeons-les  par  ordre  de  niodules  croissants,  l'ordre  de  ceux  qui 
peuvent  avoir  un  même  module  étant  arbitraire  ;  modrt„  tend  vers 
rinfini  avec  /i,  car,  dans  une  région  finie,  les  pôles  d'une  fonction 
méromorphe  sont  en  nombre  limité.  , 

Désignons  par  R//(:î)  la  partie  infinie  du  développement  de  f{z) 
autour  du  pôle  a„,  et  supposons  (|u'aucun  des  a,i  ne  soit  égal  à 
zéro. 

Développons  R//(-3)  eu  série  de  Maclaurin,  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  z  :  ce  développement  est  légitime,  puisque 
R/j(<5),  fraction  rationnelle  n'admettant  que  le  pôle  «„,  est  holo- 
morphe  autour  de  l'origine;  il  est  uniformément  convergent  dans 
un  cercle,  qui  a  pour  centre  l'origine  et  pour  rayon  une  longueur 

inférieure  à  mod a/2,  égale  par  exemple  à  -  moda/i .    Soit   Pv(^)   1^* 

somme  des  v  premiers  termes  du  développement;  l\  est  un  polj- 
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nome  d'ordre  v  —  i  en  5  :  on  pourra  toujours  prendre  v  assez  grand, 
en  raison  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  de  Maclaurin  dans 
le  cercle  considéré,  pour  qu'on  ail 

(j)       mod[R,i(5)  —  Pv(;ï)]  <  —  >  lorsque  mods  <- raodcrn. 

Considérons  alors  la  série 


S(^)=2[R«(^)-Pv(^)J, 


n 


je  dis  qu'elle  est  absolument  et  uniformément  convergente  dans 
toute  région  R  du  plan  ne  renfermant  aucun  des  pôles  ai,  a29  ••>• 
Soit  en  elTet  0  le  maximum  du  module  de  z  dans  R  ;  dès  que  n  est 

pris  assez  grand  pour  que  -  mod«„  (qui  croît  indéfiniment  avec/i) 

reste  supérieur  à  0,  le  module  du  terme  correspondant  de  8(5) 

reste,  en  vertu  de  (5),  inférieur  à  — *  terme  général  positif  d'une 

série  numérique  convergente. 

On  en  conclut,  comme  au  numéro  précédent  (i"),  que  S{z)  est 
holomorplie  dans  R,  donc  méromorphe  dans  tout  le  plan;  et,  par 
suite,  on  a  encore 

/(;:)  =  S(^)-l-G(;;), 

(j(z)  désignant  une  fonction  entière. 

Si  l'une  (les  quantités  a^  est  nulle,  il  suffira  d'ajouter  à  S{z)  la 
partie  infinie  du  développement  de  /{z)  autour  du  pôle  5  =:  o,  et 
la  formule  subsistera. 

Ainsi  :  On  peut  toujours  former  une  Jonction  8(3),  définie 
par  une  série  et  méromorphe  dans  tout  le  plan,  ne  possédant 
pas  d^ autres  pôles  que  ceux  d^ une  fonction  donnée  méro- 
morphe  dans  le  plan,  fi z)^  et  admettant,  autour  de  chaque 
pôle,  le  même  développement  polaire  que  f{z).  La  différence 
f{z)  —  S (-3)  est  une  fonction  entière, 

140.  Théorème  de  Weierstrass.  —  Si  deux  fonctions,  holo- 
morplies  autour  d'un  point  a,  admettent  toutes  deux  ce  point 
comme  zéro  d'un  même  ordre  m,  leur  quotient  est  holomorphe 
autour  de  a  (n**  129,  Remarque),  11  en  résulte  que  le  quotient 
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de  deux  fondions  enllères,  qui  admettent  les  mêmes  zéros,  avec 
les  mêmes  ordres  respectifs  de  multiplicité,  est  une  fonction 
entière  sans  zéros,  c'est-à-dire  (n**  137,  3®)  une  exponentielle  e^^"', 
G{z)  désignant  une  fonction  entière. 

Cela  posé,  soit  /{z)  une  fonction  entière;  si  ses  zéros  sont  en 
nombre  fini,  a,,  02,  • . .,  dq,  avec  les  ordres  ai,  . . .,  a^,  le  pro- 
duit (;;  —  ai)^i(z  —  a2)*«...(3  —  aç)^q  admet  les  mêmes  zéros, 
avec  les  mêmes  ordres,  et  l'on  a 

/.^.=-"(-ir(-Ar--(-ir- 

Si  les  zéros  de  /{z)  sont  en  nombre  infini  «i ,  «2»  •  •  •  ?  avec  les 

f'(z) 
ordres  ai,  a,,   ....  la  fonction  =^7--^  est  méromorphe  dans  tout  le 

'  /(-)  ^ 

plan  :  ses  pôles  sont(n**  I3o)  les  points  «i,  «27  •••;  chacun  d'eux 
«.'slpôle  simple,  et  le  résidu  correspondant  au  pôle  an  est  oLn^ibid.), 

Supposons  qu'aucun  des  a,,  ne  soit  nul,  et  appliquons  à  "^^  ^ 
le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler.  Il  vient 


n 


Le  polynôme  Pv(3)  est  formé  par  les  v  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  - — ^ —  en  série  de  Maclaurin;  donc 

Z  —  (lu 

V  étant  choisi  comme  le  veut  la  méthode  du  n®  139.  Intégrons 
maintenant,  entre  o  et  2,  les  deux  membres  de  (6),  et  observons 

que  la  série  ^,  en  raison  de  sa  convergence  uniforme,  peut  être 

n 

intégrée  terme  à  terme;  nous  obtenons  la  relation  : 

log^T^  =V  a,  flogA  — —  )-h  — -T-  -^-1-...-+-  -^1 

(8)         {  '«        ^ 

-^  f    G{z)dz. 

D'ailleurs   /     G{z)dz^  intégrale  d'une  fonction  holomorphe  dans 

le  plan,  y  est  également  holomorphe,  c'est-à-dire  est  entière;  nous 
trouvons  alors,  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres,  l'ex- 
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pression  de  f{z)  sous  forme  de  produit  infini  : 


(9) 


/(--)  =  e«<=lj|(,-j)''%'"('^"'"&"""""^), 


\\{z)  désignant  une  fonction  entière  (*). 

Telle  est,  d'après  Weierstrass,  l'expression  de  toute  fonction 
entière  y*(5);  le  prodnitinfîni  converge  quel  que  soit  5,  puisque 
Téqualion  (6),  dont  on  est  parti,  est  valable  dans  tout  le  plan  :  ce 
théorème  a  précédé  celui  de  M.  Miltag-Leffler,  dont  nous  avons 
trouvé  plus  commode  ici  de  le  déduire. 

Si  f{z)  admet  comme  zéro  d'ordre  m  le  point  ^  =  o,  on  n'aura 
qu'à  multiplier  par  z"^  le  second  membre  de  (9). 

141.  Exemple.  —  Soit  f{z)  =  sinz;  on  a  (n**  138)  : 

f{z)  Z         ^\Z  —  UT.  HT,/  '      ^ 

d'où  Ton  tire,  par  la  méthode  précédente, 

n 

n  prenant  toutes  les  valeurs  entières  de  —  ao  à  4-  oc,  sauf  zéro. 
De  la  relation  (n«  138)  : 

CoiZ=-~\-     >— r^-i-G(w),  (/l  =  1,2,  ...,0C), 

on  tirerait  de  même 


n  prenant  les  valeurs  entières  de  4- i  à  4-00. 

La  fonction  H(5)  est  d'ailleurs  égale  à  zéro,  ainsi  que  nous  le 
verrons  plus  loin  (n^  li9).  II  est  à  observer  que  les  théorèmes  de 
Weierstrass  et  de  M.  Mittag-Lcffler  introduisent  des  fonctions 
entières,  G(-s)  et  H(3),  dont  la  détermination  directe,  lorsquey*(-s) 
est  donnée,  est  généralement  difficile. 


(')  Les  logarithmes  qui  figurent  aux  deux  membres  de  (8)  ne  sont  déterminés 
qu'à  la  quantité  aAr/  près,  A*  étant  entier;  mais  cette  indétermination  ne  sub- 
siste pas  dans  (9),  puisque  c'*^'^'=  1. 
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CHAPITRE  IL 

APPLICATIONS  ANALYTIQUES. 


I.  —  CALCUL  D1NTÊ6RALES  DÉFINIES. 


142.  Les  théories  générales  de  Cauchy  fournissent  une  méthode 
féconde  pour  le  calcul  des  intégrales  définies,  réelles  ou  imagi- 
naires; dans  ces  recherches,  deux  lemmes  nous  seront  utiles. 

Lemmb  I.  —  V intégrale  j  /{^)dz,  prise  le  long  d'un  arc 

d^une  circonférence  infiniment  petite,  de  centre  a  et  de  rayon  r, 
tend  vers  zéro  avec  r,  si  le  maximum  du  module  de  {z  —  «)/(  ^  ) 
sur  Varc  d'intégration  tend  lui-même  vers  zéro  avec  r. 

Soit,  en  effet,  M  le  maximum  du  module  de  (z  —  a)/(z)  sur 
l'arc  considéré;  on  a,  sdr  cet  arc,  par  hypothèse, 

M  ,  !M 

mod  f(z)'^ Yz c'est-à-dire  -~» 

•^  ^    ^•~  mocl(5  —  a)  ~  r 

d'où  (n»  lOo,  30)  : 

inod  /  f(z)dz'^^  \j, 

L  étant  la  longueur  de  l'arc,  qui  est  inférieure  à  celle  iTzr  de  la 
circonférence  entière.  Le  module  de  Tintégrale  est  donc  au  plus 
égal  à  2irM,  ce  qui  établit  le  lemme,  puisque  M  tend  vers  zéro 
avec  r,  par  hypothèse. 

Lemme  II.  —  L'intégrale    1  /(z)  dz,  prise  le  long  d'un  arc 

ffune  circonférence  infiniment   grande  ayant  pour  centre 
r  origine  et  pour  rayon  R,  tend  vers  zéro,  quand  R  croit  indé- 
finiment, si  le  maximum  du  module  de  ^f{z)  sur  l'arc  d' inté- 
gration tend  lui-même  vers  zéro,  pour  R  infini. 

Si,  en  effet,  M  est  le  maximum  du  module  de  zf{z)  sur  l'arc. 
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on  a,  sur  cet  arc,  par  hypothèse, 


M 


mod/{z)<:^, 


d'où 


m 


/M 


ce  qui  démontre  le  lemme,  puisque  limM  =  o,  pour  R  =  ». 

143.  Intégrales  de  fonctions  rationnelles.  —  Intégrons,   par 
exemple,  la  fonction  méromorphe 


/('-)  = 


il-T-    Z*)^ 


le  long  du  contour  K,  formé  :  i**  d'un  demi-cercle  ABA'  (Jiff-  57), 

If,.     .*y. 


de  rayon  infiniment  grand,  ayant  l'origine  pour  centre;   a®  du 
diamètre  A' A,  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x. 

D'après  le  lemme  II,  l'intégrale  le  long  du  demi-cercle  est  nulle, 
car  la  fonction 


z/kz) 


ou 


'î  \i. 


(l  -h  Z^) 


tend  vers  zéro  quand  le  module  de  z  croît  indéfiniment  ;  l'intégrale 
suivant  K  se  réduit  donc  à  l'intégrale  suivant  la  droite  A'A,  c'est- 


à-dire  à  l'intégrale  réelle 


,.-!-  "0 


j         f(x)dx. 


Mai?,  d'après  le  théorème  des  résidus  (n®  134),  elle  est  égale 
à  2:ii^  A,  ^A  désignant  la  somme  des  résidus  de /(^)  pour 
les  pôles  intérieurs  à  K,  c'est-à-dire  pour  les  pôles  situés  au-dessus 

n'a,  au-dessus  de  Ox^  qu'un  pôle 


de  Oj:.  La  fonction 


1 1  -\-  Z'^  )^ 
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(double),  5=4-e;   pour  calculer  son  résidu,  posons  z^i-ht 
(n"I33),  il  vient: 


(i-+-^«)*       {iit-^t^)^       t^{'>.i-h()^       /H— 4-H4't' -+-...) 


cl,  par  division, 


\        ti  \ 


4/* 


I 


Le  résidu  est  donc  -r--*  Par  suite 

4* 


r 


a.r  9.7:1  _  T, 

(  I  -f-  JT*  )*  ""    4  £     ""  '}. 


Celte  méthode  s^ applique  d^une  manière  générale  au  calcul 


de  l'intégrale 


r 


.'_.  «>."•'•) 


^/j^, 


011  P  et  Q  sont  des  polynômes  dont  le  second  n'a  'pas  de  racine 
réelle,  et  tels  que  le  degré  de  Q  surpasse  de  deux  unités  au  moins 
celui  de  P(TomeI,  n»  307). 


lii.  Intégrales  de  Fresnel  et  intégrales  analogues, 
grons  la  fonction 


InU- 


Je  long  d'un  contour  K  i^fig*  58),   formé  :    1**  par  un  srgmenl 

Fig.  58. 


JD 


OA  =  R  de  Taxe  des  x^  que  nous  ferons  croître  ensuite  indéfi- 
niment; 2®  par  un  arc  de  cercle  AB  de  centre  O,  de  rajon  R  et 

d'angle  au  centre  a(a  <  j  j;  3»  par  le  rayon  BO. 

La  fonction  «"""'  étant  holomorplie  dans  tout  le  plan,  son  inté- 
H.  —  II.  II 
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grale  le  long  de  K  esl  nulle.  On  a  donc 

{i)  I      e-'^^dx-^l    e-^*dz-h  I    e-**  é/5  =  o. 

La  première  intégrale  esl  connue;  elle  est  égale  (n**  76)  à  -  ^; 

la  seconde  est  nulle,  comme  on  va  rétablir  tout  à  l'heure.  Pour 

transformer  la  troisième,  observons  que,  sur  la  droite  OB,  z  esl 

de  la  forme 

^  =  p  e'*=  p(cosa  -i-  i  sina), 

et,  de  B  à  O,  p  varie,  par  valeurs  réelles,  de  +ooào.  La  troisième 
intégrale  est  donc 

L'équation  (1)  devient  ainsi  : 

1  v/ît  =   r     e-p'  (cos2a+**inja)  (cosa  -+-  i  sin  a)  dp 

•-'0 

=   /      <ip  e-P'^"***  [cos(p*  sin2a) — i  sin(p*  sinaa)]  (cosx -h  t  sina). 

Egalons  séparément,  dans  les  deux  membres,  les  parties  réelles 
et  imaginaires,  en  posant,  pour  abréger, 

Ii=/       c-?'<^o***cos(p2sin2a)f/p, 

^0 


l2=   /      e-P'<^o»2a  sin(p2  sin2a)^p; 
»  0 


il  vient 


d'où  Ton  tire 


\  -  v/t:  =  Il  cosa  ■+-  Ij  siiia, 
\  o  =  Ij  sina  —  Ij  cosa, 

I,=  -y/^COSa,  li=-^TZS\nCL. 

2  2 


Si  Ton  pose  maintenant,  dans  les  intégrales  I|  et  I2, 

p  v/sin2a  =  u, 
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ces  égalités  deviennenl 


{'^) 


(I       g— ««coiîa  cos  11^  du  =  -  \/tz  cosoL  i/sin*2a, 
j     I       e— "'*^"*'*  9>inu^ciu  =  -■  ^r.  sina  v/sin'2a, 


formules  qui  font  connaître  les  valeurs  des  deux  intégrales 

f       e-'^w'cosaîrfw,        /      e-'""' sin  w*  ^/m, 

0  *-  0 

pour  ///  >  o. 

Mais  il   nous   reste   maintenant  à  démontrer   que   l'intégrale 

intermédiaire   /    e~**  rfz,  dans  la  relation  (i),  est  nulle  ;  appliquons 

•>'ab 

pour  cela  le  lemme  II  du  n°  142;  nous  avons,  le  long  de  l'arc  AB, 

z  z=  R  e^?=  R(cosç  -+-  e  sincp),         (9  allant  de  o  à  a), 
zf{z)  =ze--^=  ^e/>e-R''^o>2?e-i^''*în2?. 

Si  l'on  observe  que  le  module  de  e^',  où  A  est  réel,  est  l'unité 
(car  e^*=  cosA-f- 1  sinA),  on  voit  que  le  module  du  dernier 
membre  est  Re""*^'"^®*'^;  son  maximum  correspond  au  minimum 
de  cos2cf  sur  l'arc,  c'est-à-dire  à  cp  =  a.  Ce  maximum  est  donc 

et  tend  vers  zéro  pour  R  infini,  puisque  rii^pothèse  a  <  ^  entraîne 
cos2a  >  o.  D'après  le  lemme  11,  l'intégrale    /    est  donc  nulle,  et 

•  Ail 

les  formules  (2)  ci-dessus  sont  démontrées. 

Formules  de  FresneL  —  Les  formules  (2)  restent-elles  vraies 
pour  le  cas  limite  de  a  =  -1  Ici,  le  lemme  II  ne  s'applique  plus, 

carie  maximum  de  z/{z),  à  savoir  Re"*^'*^***",  est  alors  R,  et  ne 
tend  plus  vers  zéro  pour  R  infini. 

Il  faut  donc  recourir  à  une  autre  méthode  pour  établir  que  l'in- 
tégrale   /    est  nulle. 

On  a,  sur  AB,  z=  R(coscî -t- 1  sin^^),  dz  =  Rie'^d'^;  d'où 
f  e--'  dz=  f    e-^' ^«*«?  6-'R' *«•>»?  e'?  Ri  do. 
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Le  module  du  second  membre  est  inférieur  à  rinlégrale  obtenue 

en  remplaçant  chacun  des  facteurs  sous  le  signe   /  par  son  module, 
c'est-à-dire  inférieur  à  Tinlégrale  réelle 


ir 


=  l'    U  e-K' 


J  =   /      Ue-»^' «-"•*?  €/'i. 


11  suffit  donc  de  prouver  que  J  tend  vers  zéro  pour  R  infini; 
or,  en  posant 


il  vient 


9. 


rz 


De  zéro  à  ->  sînô  est  supérieur  à  ->  comme  on  le  reconnaît 
aisément^  on  augmente  donc  le  second  membre  en  remplaçant 
sinô  par  ->  c'est-à-dire  qu'on  a 

ou 

J<■(.-e-^'}. 

et  le  second  membre  tend  vers  zéro,  pour  R  infini,     c.  q.  f.  d. 

Donc  les  formules  (2)  sont  vraies  pour  a  =  y;  elles  donnent 
alors 


«, 


I       cosu'  du  =  I       siiw^-  du  =  — — 


ce  sont  les  valeurs  des  intégrales  de  Fresncl, 

14o.   Calcul  de    / ^^^ — dx,  et  de    /     ~ — dx,  —  Soit 

la  fonction 

^/'-i  — 37-t 

/(-)  =  — r--~~' 

où  /?  et  gr  désignent  des  constantes  réelles,  comprises  entre  o  et  i . 
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Celle  fonclion  admel  comme  point  de  branchement  <5  =  o, 
puisque /?  et  (/ ne  sont  pas  entiers;  elle  est  uniforme  dans  un 
contour  simple  ne  comprenant  pas  ce  point,  par  exemple  dans  le 
conlour  K  ci-dessous  (iraits  pleins)  formé  par  deux  demi-circonfé- 
rences C  et  c,  de  centre  O,  de  rayons  infiniment  grand  et  infini- 
niment  petit,  et  par  les  segments  A' a',  aA  de  Taxe  des  x. 

Pour  définir  complètement /(-s)  dans  ce  conlour,  nous  choisi- 
rons, parmi  les  valeurs  de  zP"^   (et  5^""'),  celle  qui  est  réelle  et 

Fig.  59. 


positive  sur  la  parlie  positive  de  Ox,  c'esl-à-dire  celle  qui  est 
réelle  et  positive  pour  z  réel  et  positif.  Or,  p  étant  réel,  si 
:;  =  p(cos»  4-  I  sin'f  ),  on  a  (Tome  I,  n"  160)  : 

;;/>-«  =  p/'-ï  f  cos(/>  —  1)9  ■+■  isin(p  —  i)<p], 

'^  désignant  un  quelconque  des  arguments  de  :;,  lesquels  diffèrent 
entre  eux  de  ^.kiz.  Lorsque  z  reste  sur  la  partie  positive  de  Taxe 
des  Xj  '^=:3A'7r,  et  pour  que  zP"^  soit  réel  et  positif,  il  faut 
prendre  k  =  o. 

En  d'autres  termes,  on  doit  regarder  Targument  es,  de  5,  comme 
nul  sur  le  côté  de  Ox  du  contour  K  :  par  suite,  en  un  point  quel- 
conque intérieur  au  contour,  il  est  compris  entre  o  et  ir^  sur  Ox' 
il  est  égal  à  7:;  et,  si  o  désigne  Targument  ainsi  défini,  on  a,  ù 
rintérleur  du  contour  cl  sur  ce  conlour. 

Cela  posé,  je  dis  cpie  /{z)  est  holomorphe  a  Tinlérieur  de  K  et 
sur  K.  Le  numérateur,  en  effet,  zP^^  —  5^"',  y  est  holomorphe, 
puisque  le  point  critique  O  est  extérieur  au  contour;  le  dénomi- 
nateur, i  —  Zj  s'annule  il  est  vrai  sur  le  contour,  pour  5  =  1, 
mais  en  ce  point  le  numérateur,   zP' *  —  -3^"*,  s'annule  aussi,  et 
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comme  ce  numérateur  est  liolomorphe  autour  du  point  ^=  i,  le 
zéro  I  est  au  moins  d'ordre  un,  de  sorte  que /(s)  reste  fini.  Il  en 
résulte  bien  que  J(z)  est  holomorphe  dans  K  et  sur  K;  par  suite 

rintégrale  /  /(-)  dz,  prise  le  long  de  ce  contour,  est  nulle. 

Cette  intégrale  se  décompose  en  quatre  autres  : 

i®  et  2°  Les  intégrales  le  long  des  demi-cercles  C  et  c;  elles  sont 
nulles,  car  z/(z)  lend  vers  zéro  pourmod5  =  o  ou  mod2  =  oo, 
puisque/?  et  q  sont  compris  entre  o  et  i  (lemmes  I  et  II,  n°  142). 

f     9  que  nous  dési- 

0  '  ^ 

gnerons  par  J  :  elle  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  comme  on 
le  voit  aisément  en  appliquant  les  règles  du  Cours  de  première 
année. 

4**  L'intégrale  suivant  A' a'.  Or,  le  long  de  Ox'^  l'argument  de  z 
étant  t:,  on  a,  par  ce  qui  précède, 

et,  par  suile, 

a'         ^0 


*  A 

0  étant  réel. 


Donc,  finalement,    on  a,    en  écrivant  que  /  est  nul, 


f. 


Tri ^?  =  ^» 


et,  en  remplaçant  e/"^'  par  cospiz  -\-  isinpi:^  et  séparant  le  réel  de 
l'imaginaire, 

Ces  deux  relations  vont  nous  permettre  de  calculer  les  deux 
intégrales  que  nous  avons  en  vue. 

146.  Prenons  d'abord  la  seconde  relation  (3);  en  posant,  pour 
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abréger, 

(4)  F(p)=£î^^d,, 

elle  s'écrit 

F(/>)  sin/>7:  =  F(q)sinqi:. 

Or,  lorsque/?  et  q  sont  des  variables  indépendantes,  une  fonc- 
tion de  p  seul  ne  peut  être  égale  à  une  fonction  de  q  seul  que  si 
ces  deux  fonctions  se  réduisent  à  une  même  constante  Â,  indé- 
pendante de  p,  q.  On  a  donc 

A 


F(/>)  sin/>ir  =  A         ou         F(/>)  =  -r 


sin/> 


ir 


Pour  déterminer  la  constante  absolue  A,  observons  que,  d'a- 
près (4),  l'intégrale  F(/>)  n'est  autre  chose  (n®  85)  que  le  produit 
T{p)T(i — p),  en  sorte  qu'on  a 

T(p)T(i-p)=-J—; 
^  ^  sinpi: 

et  si  Ton  fait  dans  cette  relation  /?=  -,  en  observant  (n**  86)  que 
r  (  -  j  est  égal  à  y/rc,  on  trouve 


A  —  TT  Sin  -   =  TT. 
2 


On  obtient  ainsi  la  formule 


.(5)  r*i^c^p  =  r(/>)r(i-/>)  =  -r 


qui  a  été  annoncée  au  n®  85. 

147.   Prenons  maintenant  la  première  relation  (3),  on  l'écrit 
J  =  cos/>Tt  I      -i- ao  —  cosg  TT  /     -1^ d^  ; 

OU,  en  tenant  compte  de  la  formule  (5),  et  remplaçant  J  par  son 
expression  de  définition, 


-dx  =  Tz{colpTz  —  cot<7T:). 


I  —  X 


i()8 


♦.-, 
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II.  —  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES  DE  FRACTIONS. 


148.  Cauchy,  grâce  au  théorème  des  Résidus,  a  obtenu  certains 
développements  en  séries  de  fractions  simples,  de  la  même  forme 
que  ceux  de  M.  Millag-Leftter.  Nous  prendrons  comme  exemple 
la  fonction  colangente,  en  considérant  l'intégrale 


fi) 


r     dz 

J  z{z^a) 


prise  le  long  du  contour  d'un  carré,  K,  de  côtés  parallèles  aux  axes, 
décentre  z  =  o  {fig'&o),  et  dont  le  demi-côté  OA  a  pour  lon- 

Fig.  60. 


n 


'^ 

P 

1     -c- 

y. 

r 
9 

oi^^^_ 

"A 

.... 

N 


neur  /?i -f- -  :   m  désigne   un  entier  positif,   qu'on  fera   ensuite 

croître  indéfiniment,  et  a  un  point  quelconque  du  plan,  intérieur 
;in  carré. 

Je  dis  que  Tintégraie  (1),  le  long  de  ce  contour,  est  nulle. 

Observons  d'abord  ce  qui  suit  : 

1"  Sur  les  côtés  NP  et  QM  du  carré,  on  a  z=:±(m-^-j 
<roii 


yi 


col- w  =  col  ( 


ih  //i  TT  =b  — 


—  langi:^/; 


<:c  qui  donne 


cnlTTC  =  — 


suit:  >'t 
cosrrj^^ 


i   e^'^^y-^  I 
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Le  module  du   dernier   membre  est  mod-r;;^ >  quanlilé  an 

plus  égale  à  i,  puisque  j^  est  réel. 

2**  Sur  les  côlés  PQ  et  MN,  on  a  z  =  x  ±  ilin  4-  -)»  d'où 

Il  .»7  hT  IT  (  /w  -+-  -  )  —TZ  xi  ±:  TT  {  m  -4-  -  ) 

rosT:-3        .e  ^        ^  ^ -h  e  ^       ^^ 

col  7:5  =  — : =  l  j —• 

i>\\\TZZ  Tt  J/::;  «  (  m  +  -  )  —11. ri  dtTC  ("» -H-  ) 

e  ^       ''  —  e  \       1/ 

Quand  m  lend  vers  H-oo,  une  des  exponentielles  du  numéra- 
leur  a  son  module  infîni,  Pautre  a  son  module  nul;  comme  les 
mêmes  exponentielles  figurent  au  dénominateur,  modcolT:^  tend 
vers  I  pour  m  infini. 

Donc  enfin,  sur  tout  le  contour  d^u  carré,  à  parlir  d'une  valeur 
suffisamment  grande  de  /n,  modcotTrr  reste  inférieur  k  une  quan- 
tité plus  grande  que  i,  à  p.  par  exemple. 

Cela  posé,  sur  ce  contour,  mod^  reste  supérieur  à  OA,  c'est- 
à-dire  à  /?î -f- -;  mod(s  —  a)  reste  supérieur  à  mode  —  modr/, 

Jm 

Cl,  par  suite,  à  m -{- moda;  la  longueur  de  la  ligne  d'inlé- 

ralion  élant  8(m  -h  -)»  on  voit  (n®  103,  3")  que  le  module  de 
rinlégrale  proposée  (i)  est  inférieur  à 


«ri 


("•  -^  y 


I 

A 


m  -\ inoda 

'À. 


•"('"*  0 


4|uantité  qui  lend  vers  zéro  pour /n  infini.  Par  suite  l'intégrale  (i), 
|>rise  sur  le  contour  du  carré,  est  nulle  à  la  limite. 
On  peut  donc  écrire,  sous  une  forme  équivalente, 

o  =  -    /  col -5  dz  I ), 

a  ,/|^  \z  —  a       z  j 

ou 

/•    dz  rdz 

I     COl7:-3  =    /     COlTT-S, 

./^c  — a  ,/^   z 

les  intégrales  étant  toujours  prises  sur  le  contour  du  carré.  Or 
<:elle  qui  figure  au  second  membre  est  nulle,  car,  en  deux  points 

opposés  du  contour,  tels  que  q  et  r,  les  valeurs  de  -coIt:^  sont 

les  mêmes,  puisque  z  et  cotir^  sont  des  fonctions  impaires  de  z; 
les  valeurs  de  dz  (représentées  par  les  segments  qq'  et  /•/•')  sont 
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égales  et  de  signes  coniraires,  de  sorte  que  les  éléments  de  rinlé- 
grale  se  détruisent  deux  à  deux.  Donc,  à  la  limite,  c'est-à-dire 
pour  m  =  4-  00,  on  a 

r   (iz 


COtTTJ  =  0. 

r.  —  il 
K 


En  d'autres  termes,  diaprés  le  théorème  des  résidus,  applicable 
ici,  puisque  la  fonction  sous  /  est  méromorphe  dans  tout  le  plan, 

la  somme  des  résidus  de  la  fonction  cotir;;,  pour  les  pôles 

situés  dans  le  carré,  est  nulle  (à  la  limite)  :  ces  pôles  (tous  simples) 
sont  ^  =  a,  et  les  zéros  (tous  simples)  de  tangirs,  c'est-à-dire  les 
zéros,  5  =  w7w,  de  sinTTi;,  puisque  cost:^,  fonction  entière,  n'a  pas 
de  pôles. 

De  plus,  pour  que  le  pôle  -3  =  /i  soit  dans  le  carré,  il  faut  que 
l'on  ait  —  m  ^  /i  <  m . 

Le  résidu  de  cotirs  :  (-3  —  a),  relatif  au  pôle  5  =  a,  est  cotTca  ; 
on  obtient  le  résidu  relatif  au  pôle  .3  =  /i  en  écrivant  la  fonction 

r^—^_^ y  et,  par  la  formule  y(a):<p'(a)  du  n®  133,  3®,  ce 

résidu  est  eerai  à -»  c  est-a-dire  a       • 

^  7:  CCS  7:  w  Tc  /i  —  a 

On  a  donc  enfin,  en  écrivant  que  la  somme  des  résidus  est  nulle, 

n-=.-^ni 

(J)  cotra-4-lim      j     —, r  =  o,     (pour  m  infini), 

^    r(/i  — a)  ^^  ^' 

n=.  —  m 

OU,  en  posant  ua  =  //, 

i  .\)  coin  =  lim    ^ 


n  =  i-  m 

I 


c'est-à-dire 

1    col  M  =  .  .  .H- 


U  —  HT. 

n  =  —  m 


I  I  1 


«  -4-  /i t:  u  -^  ii:        u  -hTZ 

f  1  r  I 


l  u  u u  —  '2  ~  u  —  Al  — 

En  réunissant  les  termes  qui  répondent  à  -h  n  et  à  —  /?,  dont 
l^ ensemble  constitue  le  terme  général  de  la  série  d'après  (4), 
on  a  aussi 

(G)  COtW  =   -  H H — -  -+.  .  .  .4- 


u        M* — -::*        ««—47:*       *"       m*— /i'tt*       '**' 
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formule  plus  complète  que  la  formule  (4)  à\i  n"  138,  et  qui  montre 
que  la  fonction  entière  G(5),  qui  figurait  dans  celle-ci,  est  nulle. 

149.  Corollaire.  —  Ecrivons  cette  équation 

I                 '2  II  '1  u 

col  u =    — r  H- 


et  intégrons  les  deux  membres  entre  o  ci  u;  il  vient 
d'où,  en  remontant  des  logarithmes  aux  nombres, 


5    ■       ••' 


ce  qui  donne  l'expression  précise  de  sinw  en  produit  infini. 

loO.  La  formule  (5)  met  en  évidence  la  périodicité  de  cotw. 

Soit,  en  effet,  S/,(z/)  la  somme  du  terme  central  ->  des  n  termes 

qui  le  précèdent  et  des  n  ternies  qui  le  suivent;  on  trouve  évi- 
demment, en  changeant  w  en  w  4-  t:, 

S„(w  -4-7:)—  S„(^^)  = ; > 

'  ^    '       a-+-(/i-hi)'ï:        u  —  ixT, 

d'où,    en    passant    à    la    limite     pour    /i  =  4-oo,    et    puisque 
cotw  =  limS/,(w), 

coI(w-}-t:)  —  colw  =  o. 


III.  —  INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  ALGÉBRIQUES. 


loi.  Soit  une  fonction /(-s),  qui,  dans  une  certaine  région  R 
du  plan,  présente  des  points  critiques  (pôles,  points  essentiels  ou 
de  branchement)  en  nombre  limité;  désignons  par  z^  et  z  deux 
points  ordinaires  de  la  région,  et  considérons  l'intégrale 


jy{z)dz, 
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la  ligne  d^întégration  étant  supposée  aller  de  ^0  ^  ^  sans  sortir  de 
la  région  R,  et  la  valeur  initiale  de /(s),  pour  ^  =  ^o^  étant  déter- 
minée. La  fonction  f{z)  n'étant  pas  liolomorphe  dans  R,  l'inté- 
grale précédente  n'est  pas  nécessairement  indépendante  du  choix 
de  la  ligne  d'intégration  :  proposons-nous  d'étudier  les  diverses 
valeurs  dont  elle  est  susceptible,  suivant  le  choix  de  cette  ligne. 
Observons  d'abord  qu'un  chemin  quelconque  L,  allant  de  ^o  à  z. 
se  ramène,  a«  point  de  vue  de  la  valeur  de  l'intégrale,  à  un  chemin 
fermé  allant  de  z^  à  z^^  suivi  d'un  chemin  déterminé^  le  segment 
rectiligne  ZqZ  par  exemple,  allant  de  ^o  à  ^  :  il  suffît,  en  effet, 
d'ajouter  à  la  ligne  L  le  segment  zz^^  que  l'on  fera  suivre  immé- 

Fig.  Gi. 


diatement  du  même  segment  décrit  en  sens  inverse  (ce  qui  ne 
change  évidemment  pas  la  valeur  de  l'intégrale),  pour  obtenir  «n 
chemin  fermé  (L  -h  zZq)^  suivi  du  segment  Z(^z, 

On  est  ainsi  amené  à  étudier  les  valeurs  de  l'intégrale  proposée 
le  long  des  chemins  fermés  allant  de  -Cq  à  z^, 

152.  On  introduit,  à  cet  efTet,  ce  qu'on  nomme  les  lacets  rela- 
tifs aux  points  critiques  Ae  f{z)^  situés  dans  la  région  R  :  ce  sont 
les  chemins  obtenus  comme  il  suit.  On  va  en  ligne  droite  (ou  sui- 
vant un  autre  chemin  déterminé)  du  point  Zq  à  un  point  très  voisin 
d\in  point  critique  a\  on  décrit  ensuite  autour  de  a  un  cercle  très 


petit,  dans  un  sens  ou  dans  l'aulrc,  et  Ton  revient  en  ::o  par  \v 
chemin   (rectiligne)   suivi   à  Palier;   co.   chemin    total  s'appelle  l<^ 
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lacet  a,  décrit  dans  le  sens  positif  ou  négatif.  On  définit  de  môme 
les  lacets  relatifs  à  chacun  des  autres  points  critiques. 

Je  dis  maintenant  qu'un  chemin  fermé  quelconque  C,  allant 
iJe  z^  à  ;5o,  se  ramène,  au  point  de  vue  de  la  valeur  de  l'intégrale, 
à  des  combinaisons  de  lacets  décrits  successivement. 

Considérons,  par  exemple,  les  chemins  C  {fig,  63),  des  deux 


Fi  g.  6.1. 


-  ^ 


Hj»;ures  suivantes,  qui  entourent  respectivement  un  et  deux  points 
critiques. 

Le  premier  équivaut  au  lacet  a  décrit  dans  le  sens  positif;  car 
la  fonction  f^z)  est  évidemment  holomorphe  dans  la  région  à 
contour  simple  comprise  entre  C  et  le  lacet,  et  sur  son  contour: 
dès  lors,  eu  vertu  du  théorème  fondamental  de  Cauchj,  l'inté- 
grale /  f{z)  dz^  prise  le  long  du  contour  total,  décrit  dans  le  sens 

des  flèches,  est  nulle.  Sous  une  autre  forme,  l'intégrale  le  long  de  C, 
dans  le  sens  positif,  est  égale  à  l'intégrale  le  long  du  lacet,  dans 
le  même  sens. 

De  môme,  dans  la  seconde  figure,  la  fonction  f{z)  étant  holo- 
morphe dans  la  région  comprise  entre  G  et  les  deux  lacets,  son 
intégrale  suivant  C,  dans  le  sens  positif,  est  égale  à  l'intégrale  h; 
long  du  lacet  a,  suivie  de  l'intégrale  le  long  du  lacet  b. 

On  verrait  aisément  qu41  en  est  de  môme  dans  tous  les  cas. 
Appliquons  maintenant  ces  principes  à  quelques  exemples. 

153.  Étude  de  l'intégrale  /    -^J^   •  —  L'intégrale  est  log(i  —  z\  ; 

mais  on  peut  l'étudier  directement  par  la  méthode  générale  qui 
vient  d'être  indiquée. 

La   fonction  f{^z)  est  ici ;  elle  n'a  comme  point  critique 
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qu'un  pôle  z  =  i.  D'après  ce  qui  précède,  si  l'on  pose 


'^<"=Xr^ 


les  diverses  valeurs  de  F{z)  s'obliendronl  toutes  en  prenant 
comme  ligne  d'intégration  une  série  de  lacets,  suivis  du  segment 
rectilîgnc  O;:.  Or  l'intégrale  le  long  du  lacet  4-1  {Jiff'  64),  par- 

Kig.  64. 

couru  dans  le  sens  direct,  s'obtient  immédiatement  par  le  théo- 
rème des  résidus  :  ce  lacet  est,  en  effet,  un  contour  simple,  ren- 
fermant un  pôle  de  la  fonction  méromorphe  ^  _  >  et,  par  suite, 
l'intégrale  correspondante  est  27ûiA|,  A|  désignant  le  résidu 
de par  rapport  au  pôle  5  =  i .  Ce  résidu  est  évidemment  4-  j , 

de  sorte  que  Tintégrale  le  long  du  lacet,  dans  le  sens  positif, 
est  27ît  ;  elle  serait  —  aizi  dans  le  sens  inverse. 

Si  l'on  décrit  le  lacet  un  nombre  de  fois  quelconque  et  dans  des 
sens  quelconques,  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  aura  évidem- 
ment j)Our  valeur  'iUTzi^  n  étant  un  entier,  positif  ou  négatif;  à 

cela,  pour  avoir  la  valeur  la  plus  générale  de  F(3),  il  faut  ajouter 

/ilz  . 

^  _2    i  prise  le  long  du  segment  recliligne  O5,  inté- 

i^rale  qui  a  une  valeur  parfaitement  déterminée  et  indépendante 
du  nombre  et  du  sens  des  lacets  décrits  auparavant,  puisque 

la  fonction n'a  qu'une  valeur  en  chaque  point  du  plan. 

f     ^  a,    pour   une  valeur 

donnée  de  sa  limite  supérieure  -3,  une  infinité  de  valeurs,  com- 
prises dans  la  formule  inrû  -{-  U,  où  U  est  l'intégrale  le  long  du 
segment  Oz, 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  puisque  l'intégrale  indéfînie  est 
un  logarithme,  fonction  qui  n'est  définie  qu'à  inizi  près. 
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154.  Autre  exemple.  —  Si  l'on  pose 

'"    dz 


F 


<^>-r7 


.     .     ri 
'  0 


la  fonction  sous  le  signe  /  a,  comme  points  critiques,  les  deux 

pôles  5  ^  -h  t  et  w  =  —  f ,  simples  chacun  ;  les  résidus  relatifs  à 

chacun  d'eux  sont  —  et  — 7-.»  de  sorte  que  l'intégrale  le  long  du 

lacet  -f-  '  est  tt,  dans  le  sens  direct,  et  — tt  dans  le  sens  inverse. 
Pour  le  lacet  — /,  ce  sera  — 7:  et  -j-tt.  Par  suite,  l'intégrale  le  long 
il'une  suite  quelconque  de  lacets,  décrits  dans  des  sens  quel- 
conques, aura  pour  valeur  mz^  n  étant  entier,  et  les  valeurs  de 
l'intégrale  F(:;)  seront  comprises  dans  la  formule  /itî-H  U,  où  U 
est  l'intégrale  prise  le  long  du  segment  rectiligne  Oz. 

Ce  résultat  pouvait  être  aussi  prévu,  car  l'intégrale  (au  moins 
dans  le  champ  réel)  est  arctang;;,  et  Tarctang  n'est  déterminé 
(ju'à  niz  près. 

loo.  Remarque.  —  Quand  z  est  imaginaire,  on  définit  arctang^ 
comme  la  fonction  inverse  de  tang:;,  c'est-à-dire  que  si  l'on  pose 
:;  =  langw,  on  aura  w  =  arctang5.  La  formule  3  =  tangw  s'écrit 


d'où 


\  -i-  iz  I    ,        I  -h  t  j 

c^in  — _  et  u  r-z — ;  loj; .     -h/t-, 

I  -+-  tw  11      ^  i  —  iz 

puisque  le  log  n'est  déterminé  qu'à  la  constante  a/iiu  près.  La 
fonction  m,  ou  arctang^,  a  donc  une  infinité  de  valeurs  différant 
entre  elles  de  /it:,  comme  dans  le  cas  réel.  Sa  dérivée  est  encore 

j»  car  en  dérivant  par  rapport  à  z  les  deux  membres  de  la 

relation  :;  =  langt/,  il  vient 

d'où 

On  définit  de  même  u  =  arcsin^  comme  la  fonction  inverse  du 
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sinus,  en  posant  z  =■  sinu,  ce  qui  donne 


d'où 


9./5  =  e'"  — <?-'■«, 


t"  =  t -3  db  /i  —  5',         u  =  -r  log  ( t  s  db  / 1  —  ^*  )  H-  '?.nT.. 


■I  , 

li 
11 


ii' 


Pour  une  valeur  de  z,  arcsins  a  donc,  à  cause  du  signe  dz,  dei 
séries  de  valeurs,  dtfTéranl  de  inulliples  de  a??  dans  chaque  séri< 
la  somme  de  deux  valeurs  appartenant  à  des  séries  différentes  est  < 
la  forme  (2 A'  4-  i)*^?  ^^^  ^"  observant  que  logA-hlogB  =  logA 
on  a  : 

jIog(e-3-*-/i  -^0-^  4log(«^  — /i  — -5*)  =  4-Iog(— l)  =  (2>t-+-î;7 

puisque  Tune  des  valeurs  de  log( —  i)  estTî/. 

Enfin  la  dérivée  de  arcsins  est  ;  onrélablitdesuite,  p 

V/I  — 5« 

la  méthode  employée  pour  l'arc  tang. 

136.  Etude  de  l'intégrale  /  /  _  ,^'  —  Celle  fonction,  q 
est  évidemment  arcsin:;,  peut  être  étudiée  directement.  Posoi 


^0 


r^ 


/z 


«^  0      V  *  —  -^  ' 


=  F(c), 


en  prenant  Tintcgrale  le  long  d'une  ligne  quelconque  allant  de 
à  z,  et  en  supposant  qu'on  parle  de  O  avec   la  valeur  4-  i   c 

radical  y/i  —  z'^. 

Les  points  critiques  de 


)/l  —  Z' 


sont  ^  =  ±:  I  ;  ce  sont  cette  fo 


des  points  de  branchement.  Comme  dans  le  cas  général,  au  poii 
de  vue  de  la  valeur  de  Tinlégrale,  une  ligne  quelconque,  allai 
de  O  k  z,  peut  être  remplacée  par  une  succession  de  lacets  suiv 
du  segment  recliligne  Oz. 

La  valeur  de  Tinlégrale  le  long  du  lacet  +  1  s'obtient  comn 
il  suit  : 


Partons  de  O  avec  la  valeur  -f- 1  du  radical  y/i  —  z'^j  et  décr 
vous  le  lacet  4-  1  dans  un  sens  quelconque;  Tintégrale  le  long  d 
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lacet  se  compose  :  i®  de  rinlégrale  recliligne  suivant  0/?i  (yî^.  65), 
dont  la  limite,  quand  le  rayon  du  petit  cercle  tend  vers  zéro,  est 


l'intégrale  réelle 


/     -7==  =  (arcsin^)J  = --; 
'0     s\—x^ 


li**  de  l'intégrale  suivant  la  petite  circonférence,  nulle  à  la  limite, 

car    T- — ^-  tend  vers  zéro  pour  5  =  i  (n**  142,  lemme  I);  3**  de 
l'intégrale  de  retour  suivant  mO  :  celle-ci  est  égale  à  la  première. 


Fi  g.  6.'). 


tIL 


© 


car  la  rotation  autour  du  point  -|-  i  a  changé  le  signe  de  y/i  —  z 
(n"  97)  et,  par  suite,  celui  dey/i  —  z^z=\J \  —  z  y/i  4-^;  rf:;  change 

également  de  signe  dans  le  retour,  de  sorte  que  —==  reprend, 

v/i  — -5* 

en  chaque  point  de  Ow,  la  même  valeur  au  retour  qu'à  l'aller. 

L'intégrale  le  long  du  lacet  -f-  i  est  donc  ir,  quand  la  valeur  du 
radical  au  départ  est  -ht;  elle  serait  évidemment  — it  avec  la 
valeur  initiale  —  i . 

De  même,  l'intégrale  le  long  du  lacet  —  i  a  pour  valeur 


«-0 


-'       dz 


)/\—Z^ 


le  signe  initial  du  radical  étant  -f-  ;  elle  est  4-  7:  si  ce  signe  est  — . 
Observons  enfin  que  si  l'on  décrit  successivement  le  lacet  H-  1 
et  le  lacet  —  i,  en  partant  au  début  avec  la  valeur  -h  i  du  radical, 
l'intégrale,  le  long  de  ce  chemin,  est  71-1-71=271;  car,  après  le 
parcours  du  lacet  H-  1,  on  est  revenu  en  O  avec  la  valeur  —  1  du 
radical  et  le  second  lacet  est  décrit,  dès  lors,  avec  cette  valeur 
initiale.  De  même,  si  l'on  décrit  deux  fois  de  suite  le  lacet  4-  1, 
l'intégrale  le  long  de  ce  chemin  est  t:  —  Tw,  c'est-à-dire  zéro. 

lo7.   Soit  maintenant   U  la   valeur   de  l'intégrale  le  long  du 
segment  rectiligne  O^,  la  valeur  initiale  du  radical  étant  -\-\\ 
II.  —  II.  12 
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(l'aprùs  le  numéro  précédent,  la  valeur  la  plus  générale  de  l'inté- 
grale 


s'obtient  en  prenant  pour  ligne'd'intégration  une  suite  de  lacets, 
suivie  du  segment  rectiligne  O^.  Si,  avant  de  décrire  Ow,  on  a 
décrit  seulement  le  lacet  -Hi,  l'intégrale  le  long  de  ce  chemin 
est  71  —  U(');  si  l'on  a  décrit  le  lacet  h-  i ,  puis  le  lacet  —  i,  puis  Oz^ 
rintégrale  correspondante  est  27: -h  U. 

En  décrivant  une  suite  quelconque  de  lacets  avant  de  décrire  Or, 
on  voit  par  là  que  l'intégrale  correspondante  est  am-nH-U  ou 
(a/z  -f-  i)Tf  —  U,  selon  que  le  nombre  des  lacets  décrits  a  été  pair 
ou  impair;  et  finalement  les  valeurs  de  l'intégrale  F(-s)  pour  une 
valeur  donnée  de  z  sont  comprises  dans  les  formules 

iniT,  -\-\jj        (îw-hi)?: — U. 

Tel  est  le  résultat  cherché  ;  on  le  met  sous  une  forme  plus  inté- 
ressante en  introduisant  la  fonction  inverse  de  l'intégrale. 
Posons  en  eflel 

w=  /       . » 

^'o      VI  —  Z' 

et  regardons  5  comme  fonction  de  w  ;  -3  =  ç(w).  Admettons  (\y\o\\ 
ait  établi  que  >3  est  une  fonction  monodromede  u  (en  fait,  ^  =  sin  w); 
d'après  ce  qui  précède,  à  une  même  valeur  de  z  correspondcnl, 
pour  w,  les  valeurs  2//i7:  -|-  U,  {r^.n  -\-  1)7:  —  U;  donc,  inversemenl, 
aux  valeurs  2nnz  -f-  w  et  (2/1  4-  i)  7:  —  u,  de  la  variable  w,  corres- 
pond une  seule  et  même  valeur  de  z. 

On  a  donc 

o  (  2  ///  -  -f-  «  ;  =  Q  (  u  )  =  ç  i  7:  —  u  ), 

c'est-à-dire  que  ^{u)  admet  la  période  de  2tc,  et  que 

?(-  —  ")=?(")■ 
On  retrouve  ainsi  les  propriétés  connues  de  l'arc  sin  ou  du  sinus, 


(')  Le  signe  —  devant  U  provient  de  ce  que,  après  le  parcours  du  lacet  -M 
on  est  revenu  en  O  avec  le  signe  —  du  radical;  le  segment  Oz  est  donc  décrit 
avec  la  valeur  initiale  — i,  d'où  —  U  pour  Tintégrale  correspondante. 
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par  une  méthode  dont  la  portée  est  évidemment  considérable.  On 
va  rappliquer  à  un  exemple  moins  élémentaire. 

158.  Étude   de  l'intégrale  elliptique   de  première  espèce.    — 

/ri  " 

Z  désignant  un  polynôme  de  troisième  ordre,  à  coeflîcients  réels 
ou  non,  et  dont  nous  appellerons  les  racines  e^;  e^i  <?3. 
Posons 


-o      V 


//o  <^t  Zq  étant  des  constantes  quelconques. 

Formons  les  lacets  relatifs  au\  trois  points  critiques  e^y  ^2,  e^ 
ifiS'  ^^)'   ^^  partant  du  point  Zq\  d'après  les  n**»  151  et  152,  la 


l''ig.  ^Jf). 


valeur  la  plus  générale  de  Tinlégrale,  quand  on  déforme  arbitrai- 
rement la  ligne  d'intégration  qui  va  de  Zq  à  5,  s'obtient  en 
prenant  pour  ligne  d'intégration  une  suite  de  lacets,  suivie  du 
segment  ^o^* 

L'intégrale  le  long  du  lacet  e^  est  égale  (n®  156)  à  deux  fois 

— t;  on  posera 

(3)  /       -7?:=Aa         (a  =  i,-2,3;, 

•^  -•      V^ 

en  supposant  que  dans  les  trois  intégrales,  on  parte  de  Zq  avec 

une  valeur  déterminée  y/Z^,  du  radical  y/Z. 

/dz 
-^y  le  long  d'un  chemin  formé  des  lacets  ^a,  ^p, 

ey,  •••9  décrits  successivement,  sera  donc,  la  valeur  initiale  du 

radical  étant  y/Zo, 

9.Aai —  2  ApH-  aAy  — . . .  ; 
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le  signe  —  devant  2Ap  provenant  de  ce  que  le  parcours  du  lacet  ^^ 
a  changé  le  signe  du  radical. 

Si  maintenant  U  cstla  valeur  de  Tinlégralesuivautle  segment  ^o^, 

la  valeur  initiale  du  radical  étant  v^Zq,  les  valeurs  de  la  fonction  (/, 
définie  par  {i)^  pour  une  même  valeur  de  5,  seront  comprises, 
selon  que  le  nombre  des  lacets  parcourus  sera  pair  ou  impair, 
dans  Fune  ou  l'autre  des  formules 

\  Mo  -+-  ^  Aa  —  '2  Ap  -+-  2  A  Y  —  -2  Ag  -f- . . .  -h  U, 
(  Wo-4-  -iAa—  2A3-H  2  Av — —  u, 

a,  ^,  y,  6,  ...  désignant  les  cliiflTres  1,  2,  3  dans  un  ordre  quel- 
conque et  étant  en  nombre  pair  dans  la  première  formule,  impair 
dans  la  seconde. 

Réunissons  dans  ces  formules  les  termes  en  A|,  A3,  A3;  elles 
deviennent 


u  = 


Mo-h  2//ij  A|H- 2/n2  AjH- 2/113  A,4- U,     avec      //i i -i- /ni  h- mj  =  o, 
Mo -t-  2 m\  A|  H-  2 m',  Aj  4-  2 m',  A,  —  U,     avec      m\  -f-  m'j  n-  m J  =  i; 

ce  qu'on  peut  écrire 

u  =  Uo-\-  2  /ni  A i  -t-  2  nif  A •  -h  2  //»3  A3  -+-  ] 

l  2A,— U, 

//ii,  mo,  WI3  étant  des  entiers  quelconques,  de  somme  nulle. 
Posons  maintenant,  pour  simplifier, 

(4)     toi  =  A3 — Aï,     w,  =  Ai  —  A3,     0)3=  Aj — Al,     (a>i-t- (Oj-i- Wj  =  o); 
on  pourra  écrire 

u  =  Mo  -+■  "^  "M  (Al  —  A3  )  —  1  //*2(  A3  —  Aj  ) 

-4-2(//li-r-//îî-+-//?3)  Ag-f-     • 

(  >.A,— U; 

c'esl-à-dire,  puisque  nii  -f-  m2-\-  m^  est  nul,  que  les  valeurs  de  w, 
pour  une  même  valeur  de  c,  sont  comprises  dans  les  formules 

\    Mu-4-  U 
(  j  )  11^=^1  ffli  (Oj  —  -2  fflnUii  -4-     ' 

(  M0-T-2A,— Lj, 
//<!  et  7712  étant  des  entiers  quelconques. 

159.  De  là  résultent  d'importantes  conséquences. 


CHAPITRE    II.    —    APPLICATIONS   ANALYTIQUES.  l8l 

Observons  d'abord  que  les  quanti  lés  (dites  périodes)  2(0,,  2(02, 
2CO3  ne  dépendent  pas  des  constantes  Wq,  Zq,  mais  seulement 
de  ei,  ^2,  €3,  On  a  en  effet,  par  (3)  et  (4), 


w,  — 


—  A3—  A2=     /  -—  /  — 1: 

^^.    v/Z      Jz.    /Z 


les  intégrales  étant  prises  le  long  des  segments -30^2,  z^e^  ifiê^'  67). 
(3r  si  le  point  .^o  (  /Ig»  67)  esta  l'intérieur  du  triangle  et,  ^2,  ^3  (ce 
(|u*on  peut  toujours  supposer,  puisque  ce  point  est  arbitraire),  le 

Fig.  67. 


contour  ci-dessus  (traits  pleins),  Tonné  par  les  culcs  du  triangle 
^0^*3 ^2>  interrompus  par  deux  arcs  de  cercle  infiniment  petits  de 
centres  ^3  ete2,  ne  contient  à  son  intérieur  aucun'point  critique  du 

radical  y/Z,  qui  est  liolomorplie  dans  celte  région  ;  donc  Tinlégralc 
/  -^  le  long  du  contour  est  nulle,  c'est-à-dire  que  Ton  a 


On  en  lire 


d'où  : 


/  ^/  -^7  ="• 

/  —    /  ^     /         ) 


et  de  même  :        a> 


n'y  dz 


*-  fi 


expressions  indépendantes  de  Zq  et  Uo* 

Cela  posé,  faisons,  pour  préciser,  f/o=  w,  el  5o=^i,   ce  qui, 
par  (3),  donne  A|  =  o.  On  a,  dans  (2), 


(7.) 


a  =  a>i  -h 
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Introduisons  maintenant  la  fonction  inverse  de  w,  en  considé- 
rant z  comme  fonction  de  w,  ^  =  îp(//),  et  admettons^  ce  que  nous 
établirons  dans  le  Chapitre  des  équations  difTérenti elles,  que  z  soit 
une  fonction  monodrome  de  u  dans  tout  le  plan. 

Les  valeurs  (5)  de  w,  qui  répondent  à  une  même  valeur  de  s, 

sont  ici  : 

{  ti) ,  -f-  U , 

(8)  // = -Az/ij  0)2 — 5imj(oi-!- 

(  fo,—  U; 

inversement,  à  ces  valeurs  de  u  correspondent  une  seule  et  même 
valeur  de  z  =  ^(m),  puisque  îp(w)  n'a  qu'une  valeur  si  u  est  donné. 

i"  Donc,  en  premier  lieu,  quand  on  fait  varier  arbitrairement 
les  entiers  /Wi  et /Wa,  la  fonction  C9(2/?2|(02 — 2^2(01  H- a>| -f- U) 
garde  la  même  valeur;  ou.  plus  simplement,  on  a 

(9)  ©(W-+-21.),)  =  o(wH-2to,)  =  ç(a), 

c'est-à-dire  que  ç(w)  est  une  fonction  doublement  périodique 
de  u,  aux  périodes  2(0|,  2a>2.  Elle  admet  aussi  la  période  2Ci>3, 
mais  à  cause  de  la  relation  — 20)3=  2(0| -f- 2(i>2,  cette  période 
résulte  immédiatement  des  deux  autres. 

2"  Toujours  d'après  (8),  à  une  valeur  de  z  correspondent,  à  des 
mniliples  près  des  périodes,  deux  valeurs  de  m,  à  savoir  cOj  -+-  U 
et  w,  —  U,  dont  la  somme  est  2  0)|.  On  a  donc  inversement  : 

(10)  0{U)  =  0(9.0)1 —  m)  =  C5( —  m\ 

puisque  2a>|  est  une  période. 

La  fonction  ^(u)  est  donc  paire, 

3°  Faisons  successivement,  dans  (7),  s  =  ^i,  ^2?  ^sî  on  a,  en 
tenant  compte  de  (6), 

pour  3  —  ^1,  «  "  io,-h   /        — tr  =  toi. 


/     '  az 

^K.      i/Z 


z   —  Cl,  u   =   Mi-h     j  —pz   =  tOj  —  U>j, 


,      s/7' 
'-  ^'  dz 

.  V,    /z 

d'où  l'on  conclut,  en  utilisant  (9)  et  (10), 

<"i=  ?''<'>l),  ^'2^  0(10, -f- 103)  =  çp(w,), 

^3  =  'f  (Wi—  (O3)  =  O((0iH-  (O,—  '.iWj)  =  0(Wj), 
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c'est-à-dire 

(n)  cp(iOa)  =  ea        (a  =  !,.>.,  3). 

Observons,  pour  terminer,  que  les  équations  (6)  ne  défînîsscnt 
co,,  (Ù2y  tos  qu^au  signe  près,  parce  que  le  signe  change  avec  celui 

(le  y^Z;  mais,  quel  que  soit  le  signe,  on  a  toujours 

cl  aussi  'f  (wot)  =  Coi^  puisque  ?(/^)  est  une  fonction  paire. 

160.  Remarque.  —  On  voit  par  la  comment  les  fonctions  dou- 
blement périodiques  s'introduisent  naturellement  en  Analyse  par 
V inversion  de  Tinlégrale  elliptique  de  première  espèce;  il  esta 
observer  que  l'inversion  des  intégrales  de  seconde  ou  de  troisième 
espèces  ne  conduirait  pas  à  des  fonctions  inverses  monodromes. 
C'est  Abel  qui  a  eu  le  premier  l'idée  d'étudier  la  fonction  in- 
verse, guidé  par  l'analogie  avec  l'intégrale  qui  donne  l'arc  sinus; 
il  a  pu  ainsi  découvrir  la  double  périodicité,  propriété  fondamen- 
tale, qui  avait  échappé  à  Eulcr  et  à  Legendre. 

La  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  peut  d'ailleurs 
s'établir  indépendamment  de  la  considération  des  intégrales  ellip- 
tiques, et  de  la  manière  la  plus  simple  :  c'est  ce  sujet  qui  va  nous 
occuper  maintenant.  Nous  verrons  ensuite  comment  ces  fonctions 
permettent  d'intégrer  les  différentielles  elliptiques,  ce  qui  est 
leur  application  principale. 
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CHAPITRE  m. 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS. 


161.  Définitions.  —  Une  fonclion /(w),  de  la  variable  îmagi- 
nalre  Uj  admet  la  période  2(o  si  i^on  a 

(I)  /(W  H-  2t0)  =/(«£). 

Si  elle  a  plusieurs  périodes,  aco,  aw',  ...,  il  est  clair  qu'elle 
admet  aussi  la  période  a/nw -|- 2/«'a>'-f-. . .;  m,  m',  ...  étant 
entiers,  positifs  ou  négatifs. 

Marquons  dans  le  plan  les  points  w  =  a/nto  -|-  a/n'w'-h. . .;  le 
segment  recliligne  compris  entre  deux  quelconques  d'entre  eux 
représente  une  période,  c'est-à-dire  que  la  quantité  imaginaire 
qui  a  pour  module  la  distance  de  ces  deux  points  et  pour  argu- 
ment Tangle  avec  Ox  de  la  droite  qui  les  joint,  est  une  période. 

On  nomwxc  fonction  elliptique  une  fonction  méromorphe  dans 
tout  le  plan^  admettant  deux  périodes:  ce  nom  vient  de  la  rela- 
tion de  ces  fonctions  avec  l'intégrale  qui  exprime  la  longueur  de 
Tare  d'ellipse. 

Il  est  clair  que  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  elliptique 
sont  elliptiques  aux  mêmes  périodes:  car  elles  sont  méromorphes 
dans  tout  le  plan  (n°  132),  et  l'on  déduit  de  (i),  par  dérivation, 

/'(//--  210)  =/'(//). 


Théorèmes  sur  les  périodes, 

162.  Lemme. —  Une  fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan, 
f(u)j  qui  admet  une  période  de  module  aussi  petit  qu'on  veut, 
est  une  constante. 


CHAPITRE    III.    —    FONCTIONS   ELLIPTIQLKS.  1 85 

Soit  a  celle  période;  //q  étant  un  point  non  critique  poury*(w), 

on  a 

/(Mu-+-a)— /(wo)  —  o; 

la  fonction  y*(w)  — /(uo)^  qui  est  holomorplie  autour  de  w©,  admet 
ainsi  deux  zéros,  Uq  et  Wo-t-a,  aussi  voisins  qu'on  veut  l'un  de 
l'autre;  elle  esl  donc  (n°  127,  note)  identiquement  nulle  dans  le 
cercle  de  Taj^lor  de  centre  w^,  c'est-à-dire  dans  un  cercle  qui  a 
pour  centre  u^  et  pour  ra^on  la  distance  de  ce  point  au  pôle  le 
plus  voisin  de/(ii).  En  d'autres  termes,  y*(^/)  est  constant  dans  ce 
cercle  et,  par  suite,  dans  le  plan,  qui  peut  évidemment  être  re- 
couvert par  une  série  de  cercles  analogues  successifs,  dont  chacun 
a  son  centre  à  l'intérieur  de  l'un  des  précédents. 

163.  Théorème  I.  —   Le  rapport  des   deux  périodes  d^ une 
funclion  elliptique  f{ti)  est  imaginaire. 

Nous  nous  appuierons  sur  la  remarque  suivante  (*)  : 

Soit  une  suite  de  quantités  |)ositives  x^  eu  nombre  infini, 
.ri,  ^aj  •••?  dont  aucune  n'est  nulle;  deux  cas  pourront  se  pn''- 
senter  :  i°  ou  bien  une  de  ces  quantités  sera  inférieure  (ou  au 
plus  égale)  à  chacune  des  autres,  c'est-à-dire  qu'il  existera,  dans 
la  suite,  un  nombre  minimum  non  nul;  2"  ou  bien  étant  donner 
une  quelconque  Xn  des  (juantités  :r,  on  pourra  toujours  trouver 
Xn^{<ix,i^  puis  :r,i^2<!  ^//+i7  et  ainsi  de  suite.  On  formera  ainsi 
\\i\e  série  infinie  de  nombres  décroissants,  jr,,,  Xn^\^  Xnj^.^^  •••1 
qui  tendent  vers  une  limite  A,  car  une  quantité  variable,  qui  dé- 
croît constamment  et  restant  positive,  a  une  limite.  En  d'autres 
termes,  il  y  a  une  infinité  de  nombres  x  compris  entre  A  et  A  -f-  s, 
si  petit  que  soit  s. 

Cela  posé,  pour  établir  le  théorème  ci-dessus,  admettons 
(|ue  le  rapport  des  périodes  20)2,  2a>|  soit  réel  :  les  points 
1^  =  2mi  (o, -|- 2m2  W2,  que  nous  appellerons  points-périodes^ 
sont  alors  sur  une  même  droite  0/n,  issue  de  l'origine.  Parmi  ces 
points,  abstraction  faite  de  O,  cherchons  les  plus  rapprochés  de  O; 
d'après  la  remarque  précédente,  deux  cas  sont  à  distinguer  : 

1**  Un  des  points  périodes,  P|,  est  plus  rapproché  de  l'origine 
('^  Voir  à  ce  sujel  le  n*  2  du  Tome  I. 
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(|iie  tons  les  aiilres;  !i°  aucun  n'est  plus  rapproché,  c'est-à-dirc 
(ju'il  y  a  une  infinité  de  ces  points  au  voisinage  d'un  point  A,  de 
la  droite  Om, 

f^a  seconde  hypothèse  est  inadmissible  :  en  efTet,  on  pourrait 
toujours  trouver,  au  voisinage  de  A,  deux  points-périodes  dont 
la  distance  soit  inférieure  à  un  nombre  e,  si  petit  qu'il  soit;  il  y 
aurait  donc,  puisque  le  segment  rectiligne  compris  entre  deux 
points-périodes  représente  une  période,  une  période  a,  de  module 
aussi  petit  qu'on  veut  et,  par  suite  en  vertu  du  Leinme,  la  fonc- 
liony(w)  serait  une  constante. 

Reste  la  première  hypothèse  :  il  y  a  {/ig,  68)  un  point  P, ,  au 


l-ig.  i)^. 


m- 


moins  aussi  rapproché  de  O  que  tous  les  autres.  Le  segment  0P| 
représente  alors  une  période  2Û,  de  module  minimum  ;  les  points 
1*2^  Psî  •••?  P-i,  •••,  compris  dans  la  formule  2//1Q,  sont  des 
points-périodes.  Je  dis  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres  :  car,  s'il  en  exis- 
tait un,  P,  compris  entre  P2  et  P3,  par  exemple,  la  période  repré- 
sentée par  le  segment  P^P  aurait  un  module  inférieur  à  P2P3,  q"i 
est  égal  à  0P|,  c'est-à-dire  inférieur  à  mod2Û.  Les  points- 
périodes  et,  par  suite,  les  périodes,  sont  donc  compris  dans  la 
formule  2/72Q,  et  il  n'y  a,  en  réalité,  (|u'une  seule  période,  2Û. 

Corollaire.  —  Si  une  fonction  elliptique  a  la  période  réelle  2(0|, 
les  périodes,  autres  que  2m|0)|,  sont  imaginaires. 

16 i.  Représentation  géométrique  de  la  double  périodicité.  — 

Le  rapport  des  deux  périodes  étant  imaginaire,  les  points 

Il  —  Uq -h  '}. nii  M i  -+-  x in.i  W2 

ne  sont  pas  en  ligne  droite;  ils  sont  les  sommets  d'un  réseau  de 
parallélogrammes  dont  les  côtés  représentent  les  périodes  2  0)|, 
2  0)2,  et  dont  un  sommet  est  le  [)oint  arbitraire  u  =  Uc  Un  quel- 
conque de  ces  parallélogrammes  se  nomme  parallélogramme  des 
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périodes,  La  fonclion  elliptique /(w)  reprend  la  môme  valeur  eu 
tous  les  points  homologues  du  réseau;  il  suffit  donc  de  connaître 

Fi  g.  (i(). 


%     »<*>. 


ses  valeurs  et  ses  propriétés  à  l'intérieur  d'un  parallélogramme 
pour  les  connaître  dans  tout  le  plan. 

16o.  Théorème  II.  —  Une  fonction  monodrome  ne  peut 
admettre  plus  de  deux  périodes. 

Supposons,  en  efTet,  qu'il  v  ait  Mois  périodes  .îWi,  !2W2,  '^w.,; 
leurs  rapports,  deux  à  deux,  seront  imaginaires;  sinon,  d'aprrs  le 
théorème  I,  la  fonction  périodique  serait  une  constante,  ou  les 
périodes  se  réduiraient  à  moins  de  trois.  Considérons,  dans  le 
plan,  les  poinls-périodes 

iibstraction  faite  de  l'origine  O;  deux  cas  sont  à  distinguer  : 
1°  l'un  d'eux  est  au  moins  aussi  rapproché  de  l'origine  que  tous 
les  autres;  2®  il  y  a  une  infinité  de  ces  points  dont  la  distance  à 
l'origine  est  aussi  voisine  qu'on  veut  d'une  limite  p. 

La  seconde  hypothèse  est  inadmissible  :  il  y  aurait,  en  clTet,  entre 
les  circonférences  de  centre  O,  de  rayons  p  et  p  -h  e,  une  infinité  de 
points-|)ériodes,  et,  par  suite,  si  l'on  divise  la  couronne  en  secteurs 
ijig'  70)  correspondant  à  un  angle  au  centre  9,  pris  aussi  petit 
([u'on  veut,  un  au  moins  des  secteurs  comprendrait  une  infinité 
de  points-périodes.  Or,  la  distance  de  deux  de  ces  points  étant  le 
module  d'une  période  et  les  dimensions  du  secteur  pouvant  deve- 
nir aussi  petites  qu'on  veut,  on  formerait  ainsi  une  période  de 
module  inférieur  à  toute  quantité  donnée  et,  par  suite  (Lemme), 
la  fonctiony(w)  serait  une  constante. 

Reste  donc  la  première  hypothèse  :  il  y  a  un  point-période  P|, 
au  moins  aussi  rapproché  de  O  que  tous  les  autres;  soit  -àQ^  la 
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période,  de  module  minimum,  représentée  par  le  segment  OPj. 
Supprimons  maintenant  le  point  P|  et  tous  les  points-périodes 
situés   sur  la  droite  0P«  ;   le  même  raisonnement  montre  que, 


1   Ip.     ^U. 


parmi  les  points-périodes  restants  (et  il  en  reste,  sinon  tous 
ces  points  seraient  en  ligne  droite,  et  les  rapports  deux  à  deux  de 
2(0|,  2C02,  2CO3  seraient  réels),  il  y  a  un  point  P2,  au  moins  aussi 
rapproché  de  O  que  tous  les  autres  :  la  période  2Û2,  représentée 
par  OP2,  est  celle  qui  a  le  module  minimum  parmi  toutes  les 
périodes  dont  le  segment  représentatif  n'est  pas  parallèle  à  OPj. 

D'ailleurs  Po  n'étant  pas  sur  la  droite  OPj,  le  rapport—^  est 

imaginaire;   on   peut    donc   construire    un    réseau    de    parallélo- 
rammes  dont   les   côtés  sont  les  périodes   ?. Q|    et  2Û2>   "n  des 


sommets  du  réseau  étant  Torigine. 


Tous  les  sommets  du  réseau  sont  des  points-périodes  :  je  dis 
qu'il  n'y  en  a  pas  d'autres.  Eu  eflfet,  s'il  en  existait  un  autre,  P,  il 

Fig.  71. 


serait  sur  les  côtés  ou  à  l'intérieur  d'un  des  parallélogrammes 
ABGD  du  réseau.  Or  il  ne  peut  être  :  i**  ni  sur  le  côté  AB  (ou  CD), 
car  le  segmeut  AP  (ou  CP)  représenterait  une  période  de  module 
inférieur  à  inodaûi;  a°  ni  sur  le  côté  AD  (ou  BC),  car  le  seg- 
ment AP  (ou  CP)  représenterait  une  période,  de  segment  repré- 
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senlalif  non  parallèle  à  AB,  et  de  module  inférieur  à  mod2Û2; 
3**  ni  à  rintérieur  du  parallélogramme,  car  l'inégalité  évidente 
AP  -h  PC  <  AD  +  DC  <  2  AD,  c'est-à-dire  <  2  mod  2 Ûj,  montre 
que  Tune  des  périodes  représentées  par  AP  et  PC  aurait  son  mo- 
dule inférieur  à  mod2Q2. 

Les  points  périodes,  c'est-à-dire  les  périodes,  sont  donc  tous 
compris  dans  la  formule  2  m,  û,  +  2W2Û2,  et  il  n'y  a  en  réalité 
que  deux  périodes,  2Q1  et  2Û2* 

L'impossibilité  de  trois  périodes  et,  a  fortiori,  d'un  plus  grand 
nombre,  est  donc  établie.  De  plus,  le  raisonnement  montre  qu^on 
peut  toujours,  parmi  les  périodes,  en  trouver  deux,  2Û|  et  2Û2, 
dont  toutes  les  autres  se  déduisent  :  un  tel  couple  est  dit  couple 
primitif  Ae  périodes. 


Théorèmes  sur  les  fonctions  elliptiques. 

166.  Théorème  III.  —  Une  fonction  elliptique  qui  ne  devient 
pas  infinie  est  une  constante. 

En  efiet,  la  fonction  étant,  par  définition,  raéromorphe  dans 
tout  le  plan,  et  ne  devenant  jamais  infinie,  n'a  pas  de  pôles;  elle 
est  donc  liolomorphe  dans  tout  le  plan  ;  son  module,  dans  un  pa- 
rallélogramme, et  par  suite  dans  le  plan,  est  limité;  donc  (n°  125), 
cette  fonction  se  réduit  à  une  constante. 

Ordre  d'une  fonction  elliptique,  —  On  dit  qu'une  fonction 
elliptique  est  d*ordre  n  si  elle  a  n  pôles  dans  un  parallélogramme 
des  périodes,  un  pôle  double  étant  compté  pour  deux  et  ainsi  de 
suite.  Jl  est  clair  que  si  f{u)  est  d'ordre  /?,  f'{u)  est  d'ordre 
2/î  ;  si  '-^(u)  est  d'ordre  //i,  f{u)  'f  (w)  est  d'ordre  m  +  n, 

167.  Théorème  IV.  —  La  somme  des  résidus  dUine  fonction 
elliptique  f(u)j  par  rapport  aux  pôles  situés  dans  un  parallélo- 
gramme des  périodes j  est  nulle. 

Car  elle  est  égale,  en  vertu  du  théorème  des  résidus  (n"  134),  à 


rinlégrale 


-L..ff(u)du, 
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prise   sur  le  conlour  du   parallélo<;ramme,  dans  le  sens  posilif. 

Or  les  intégrales  relatives  à  deux  côtés  opposés  se  détruisent, 

puisqu'en  deux  points  correspondants  (situés  sur  une  même  paral- 

Fig.  7*- 


2ii).     du 


1 


lèle  à  Taulre  côté),  tels  que  u  et  i/',  /(u)  a  la  même  valeur,  et  du 
a  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  en  raison  du  sens  de 
parcours. 

168.  Corollaire.    —    //    n^y    a  pas   de  fonction    elliptique 

d^ordre  un.  Car  une  telle  fonction  n'aurait  qu'un  pôle  simple; 

son  développement  autour  de  ce  pôle  a  serait  donc  de  la  forme 

(n"  129)  : 

A 

A  désignant  le  résidu;  la  somme  des  résidus  relatifs  aux  pôles 
intérieurs  à  un  même  parallélogramme  étant  nulle,  on  aurait 
A=  o,  et  a  ne  serait  pas  un  pôle. 

169.  Théorème  V,  —    Une  fonction  elliptique  a  autant  de 
zéros  que  de  pôles  dans  un  parallélogramme  des  périodes. 

Car  la  différence  m  —  aï,  entre  le  nombre  de  zéros  et  celui  des 
pôles,  est  égale  (ii"  135)  à  l'intégrale 

•i-r.ij    f{u) 

l)rise  le  long  du  conlour  du  parallélogramme  dans  le  sens  positif. 
Or  cette  intégrale  est  nulle,  car  la  fonction  f'{u)  admettant  les 

mêmes  périodes  ç\\\ef{u)^  la  fonction  sous  le  signe  /  est  elliptique, 

et  les  intégrales  relatives  aux  côtés  opposés  se  détruisent  (n'*  167). 


CHAPITRE   III.    —    FONCnONS   ELLIPTIQUES.  I91 

Corollaire,  —  Soient  f(^u^  une  fonction  elliptique  d'ordre  n 
el  cune  constante  :  réquationy(f/)  =  c  a  /i  solutions  dans  chaque 
parallélogramme,  car  la  fonction  elli ptiquey(  il)  —  c  a  évidemment 
les  mêmes  pôles  que  /(w)  :  elle  est  donc  du  même  ordre  /i,  et  a 
dès  lors  n  zéros  dans  un  parallélogramme. 

170.  Théorème  VI.  —  La  somme  des  valeurs  des  zéros  d^ une 
Jonction  elliptique  est  égale  à  celle  des  valeurs  des  pôles 
contenus  dans  le  même  parallélogramme,  à  une  période  près. 

En  efiel,  la  différence  entre  la  somme  des  valeurs  des  zéros  et 
celle  des  valeurs  des  pôles,  dans  un  même  parallélogramme,  est 
égale  (n''  135)  à  l'intégrale 


— ;  ;  -^ //  du, 

•IT.l  J       fut) 


fut) 

prise  dans  le  sens  positif,  le  long  du  contour  du  parallélogramme. 
Or,  si  Ton  désigne  par  u  un  point  du  côté  AB  {Jig*  73)  et  par 


Fi  g. 

73. 

D         t/420)a 

C 

/  .' 

/ 

/     ; 

/ 

// 

/î<o. 

/            / 

•^       / 

A        M.        20J.       B 


^  =  w  4-  2  CO2  le  point  correspondant  du  côté  CD,  quand  le  point  z 
décrit  CD,  le  point  u  décrit  BA,  de  sorte  que  l'on  a  : 

I    -^ — -zdz=   I      — {u-i-iiOi)au  =—  I    '—. {n-^'j.(x)t)Uu, 


CD 

d'où  l'un  tire 


Mais  aux  points  B  et  A,  pour  lesquels  les  valeurs  de  la  variable  u 
diffèrent  de  20)1,  f(u)  reprend  la  même  valeur;  la  différence  des 
logarithmes  est  donc  un  multiple  entier  de  2îri,  soit  2^*2 7t/ (car 
le   logarithme  n'est  défini   qu'à   une  constante  2kizi  près);  de 
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même  la  somme  des  Intégrales  suivant  BC  et  DA  donne  le  terme 
!i(0|  2A"i'ni,  et  l'intégrale  qui  représente  la  différence  entre  les 
sommes  des  valeurs  des  zéros  et  des  pôles  est  égale  à 

( —  Jt  tu  j  ,  2  /i  î  r  e  +  2  CUi .  '2  X'i  7:  *  )  =  2  /."i  Wi  —  2  X'i  Wj, 


'ITU 


c'est-à-dire  à  une  période. 

171.  Théorème  VII.  —  Une  fonction  elliptique  est  déter- 
minée :  \^  à  un  facteur  constant  près  lorsque  l'on  connaît  ses 
zéros  et  ses  pôles  dans  un  parallélogramme  avec  leur  ordre  de 
multiplicité \  2®  à  une  constante  additive  près  lorsque  Von 
connaît  ses  pôles  et  la  partie  infinie  de  son  développement  aux 
environs  de  chacun  d'eux. 

Car  si  deux  fonctions  elliptiques,  f{u)  et^(w),  satisfont  aux 

conditions  données,  le  quotient  - -; —  dans  le  premier  cas,  ladiffé- 

rence  f{u)  —  'f(w)  dans  le  second,  sera  une  fonction  elliptique 
sans  pôles  dans  un  parallélogramme,  el,  par  suite  (n**  166),  une 
constante. 


II.  —  LES  FONCTIONS  FONDAMENTALES  ;a,  pu,  :Su, 


172.  Il  y  a  des  fonctions  elliptiques  :  nous  allons,  en  effet, 
former,  d'après  Wcierslrass,  des  fonctions  particulières  permet- 
tant d'exprimer  toute  fonction  elliptique. 

Soient  2  0),,  20)3  deux  quantités  quelconques,  de  rapport  ima- 
ginaire; par  analogie  avec  la  fonction  cotf/,  formons  une  fonction, 
niéromorphe  dans  tout  le  plan,  admettant  pour  pôles  simples  les 
points-périodes  ^^  =  2/;?,  w, -f- 2/;?j(aj,  avec  un  résidu  égalai 
pour  chacun  d'eux. 

La  méthode  du  n®  138,  2**,  est  ici  applicable,  car  je  dis  que  la 
série 

2 ou,  pour  abro-'cr,  >  —7» 
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OÙ  la  somme^  porte  sur  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 

de /ii|  et  7722,  de  — qo  à  -+-00,  ie  système  mi  =  m2=  o  excepté, 
est  absolument  convergente. 

Joignons,  en  eflet,  l'origine  O  (Jlff*  74)  a"x  deux  points 
il  =  2/?(0|,  u  =  2p(02  (a  et  b  de  la  figure),  p  désignant  un  entier 
positif;  construisons  ensuite  le  parallélogramme  ABCD,  de 
centre  O,  dont  deux  côtés,  parallèles  à  Ob  et  Oa,  passent  par  a 
et  b. 

Pour p=  r,  on  a  le  parallélogramme  A|B|C|D|.  Considérons 


rii 


7'|. 


a{2puj,) 


maintenant  les  points-périodes  situés  sur  les  côtés  de  ABCD  :  il 
y  en  a  2/?  +  I  sur  chaque  côté,  soit  en  tout  Sp  +  4,  et,  en  retran- 
chant les  quatre  sommets  qui  ont  élé  comptés  deux  fois,  Sp. 

Soit  (V  Tun  d'eux;  les  figures  ABCD  et  A|  B|  C|  D|  sont  homo- 
thétiqucs  par  rapport  à  O,  le  rapport  de  similitude  étant/?.  Donc 

inod  w  =  p.OA\ 

k  étant  le  point  homologue  de  w\  el,  par  suite,  si  p  est  le  rayon 
d'un  cercle  intérieur  au  parallélogramme  A|  B|  C|  Di , 

ino(iiv>po         ou         ; — < — • 

'  '  mou  w       p^ 

Les  termes  de  la  série^ 1 — j*  qui  correspondent  aux  %p  points- 
périodes  situés  sur  les  côtés  de  ABCD,  ont  donc  une  somme  infé- 


rieure a 


8/> 


(À)" 


,  y         ■%'  y.  O  I 

G  cst-a-uire  a         --  — : 

p3  px^ 


dès   lors,   la   somme   de   toute  la  série  >. r; ; 


H.  —  II. 


i3 
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sera  évidemment  inférieure  à 

8  /  I 


/Il  I  \ 

(  -7-+-  -r-^...H r-+-...  ), 

qiianlilé  finie.  c.  q.  f.   n. 


P' 


173.  La  fonction  Cm.  —  Cela  posé,  la  mélliode  du  n**  138,  2", 
nous  fournil  une  fonclion  Ç//,  méromorphe  dans  tout  le  plan, 
admettant  pour /?ofe  simple  chacun  des  points-périodes,  avec  le 
résidu  +  i  :  celte  fonction  est  définie  par  la  série 


(I) 


Il       jLêL  \u  —  w        w        w^ J 


(V  désigne  toujours  la  quantilé   a/Wi  a)j -+- 2m2W2,  «l  la  somme 

y^  ,  au   second  membre,  porte,  comme  l'accent  est  destiné  à  le 

rappeler,  sur  toutes  les  valeurs  entières,  négatives  et  positives, 
de  /W|  et  W21  le  sjstèmc  0,0  excepté.  La  série  (i)  est  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  (n°  138)  dans  toute  région 
finie  R,  ne  comprenant  aucun  point-période. 

174.   La  fonction |) M.  —  On  pose 

c'est-à-dire  que  pu  est  la  dérivée  de  Çe^,  changée  de  signe;  pu  est 
donc,  comme  t^?/,  une  fonclion  méromorphe  dans  tout  le  plan 
(n"  132);  ses  pôles  sont  (îbid.)  les  points-périodes,  et  chacun 
d'eux  est  double. 

La  série  qui  définit  Ç//  étant  uniformément  convergente  dansR, 
cl  ses  termes  holomorphes  en  //  dans  cette  même  région,  sa  déri- 
vée s'obtient  en  dérivant  terme  à  terme  (n°  117),  ce  qui  donne 


(3) 


'  M*      ^  [{Il  —  ivy^       w*] 


et  la  nouvelle  série  converge  uniformément  dans  R  [ibid,).  Une 
nouvelle  dérivation  donne  de  môme 

la  dernière  sommc^  portant  sur  toutes  les  valeurs  de  (T',  zéro 
compris. 
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Remarque,  —  Les  séries  qui  donnent  pw  et  p' ii  sont  absolu- 
ment convergentes  dans  R;  montrons-le  pour  pw,  la  démonslra- 
lion  est  la  même  pour  pu.  On  a  : 


mod    ; rr r     =  mod  — 


—  mod  (lu )  mod mod  — -  ; 


(.'-D 


\V^ 


les  deux  premiers  facteurs  du  dernier  membre  demeurant  évidem- 
ment limités,  quelle  que  soit  la  période  cv  ((ï^<o),  lorsque  u  reste 

dans  R,  et  la  série  ^ 1 — ^  étant  convergenle  (n**  172),  la  pro- 
position e^t  établie. 

175.  Propriétés  de  pa.  —  j"  C'est  une  fonction  paire  de  w,  car 
changer  u  en  —  u  dans  (3)  revient  à  changer  kv  en  —  cv,  c'est- 
à-dire  /W|  et  ma  en  — m^  et  — m^^  opération  qui  ne  fait  que 
déplacer  les  termes  de  la  série  (3);  celle-ci  étant  absolument  con- 
vergente, on  a  bien  p( —  u)  ^^ pu, 

2*  Les  points  uz=i  (v,  comme  on  l'a  vu,  sont  des  pôles  doubles 
de  pu  ;  cherchons  le  développement  de  pu  autour  du  pôle  u  =  o. 

La  relation  (3)  montre  que  pu ^  n'admet  plus  le  pôle  tt=io; 

c'est  donc,  autour  de  ce  point,  une  fonction  holomorphe,  qu'on 
peut  développer  en  série  de  Maclaurin,  valable  dans  un  cercle 
ayant  pour  centre  l'origine  {u  :=o),  et,  pour  rayon,  la  distance  de 
l'origine  au  pôle  le  plus  voisin  A(t  pu. 

Soit  pu—-^^  ='f('0^  o"  a 

c(//)=         \ — ,  d'où  ©(o)  =  o, 

o'(M)  =  --'^y  7 ^- ;»  tl'où  Œ)'(o)  =  9.y -^  =  oM), 

ç'(m)=  r,y'- — ! — -,  d'où    a>'(o)=Gy'— . 


(')  Car  à  une  quantité  w  correspond  une  quantité  — (v,  et  la  somme  des  in- 
Tcrses  des  cubes  de  ces  deux  quantités  est  nulle.  De  mt^me  les  dérivées  d'ordre 
impair  de  f{u)  sont  nulles  pour  u  =  o. 
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La  formule  de  Maclaurin 


w 


ç(/0  =  ?(0)-4-W(3'(0)-f   —-Cp'(o) -+-... 

1  «  2 

donne  donc  ici  : 

(5)  pM  =  —5  -i-  CiM*-}- CjW^-h..  .-h  C/tW*'*-!-.  .  .  , 

ce 

étant  posé 

(6)  ^'  =  32'i'         ^«  =  52';^ 

Le  développement  (5)  montre  bien  que  pu  est  une  fonction 
paire;  il  esta  observer  qu'il  ne  renferme  pas  de  terme  constant. 

3®  La  fonction  pu  est  elliptique^  aux  périodes  2(0|,  2ct>2.  — 
Montrons  d*abord  que  p'w  jouit  de  celte  propriété,  A  cet  effet, 
changeons  u  en  w  -|-  2C0|,  dans  l'expression  (4)  de  p'w;  cela  re- 
vient à  remplacer  cv  par  w — 2(0|,  c'est-à-dire  m i  par /ni  —  i, 
opération  qui  ne  fait  que  déplacer  les  termes  de  la  série;  celle-ci 
étant  absolument  convergente,  comme  on  l'a  vu  plus  haut,  de- 
meure inaltérée.  La  fonction  pu  admet  donc  les  deux  périodes 

2  CJ|,   2(i>2* 

Or  la  relation 
montre  que  la  fonction 

est  une  constante  c;  pour  la  déterminer  faisons  w  =  —  w,  ;  il  vient 

puisque  pu  est  paire.  Donc  pu  admet  bien  les  périodes  2  w,,  20)2  ; 
c'est  une  fonction  elliptique.  Elle  est  d'ordre  deux^  car,  dans  un 
parallélogramme  des  périodes  contenant  l'origine,  elle  n'a  que  le 
pôle  double  u  =  o. 

Remarque,  —  pu  n'a  pas  de  période  plus  simple  que  2  w,  et 
2W2,  c'est-à-dire  que  toute  période,  2Û,  de  pu  est  de  la  forme 
'xm\ixis-\- im^iy^i.  En  cflTet,  j)(2Û),  égal  à  p(o),  est  infini,  et 
comme,  d'après  (3),  pu  n'a  pas  d'autres  pôles  que  les  quantités  (V, 


/ 
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on  a  bien 

176.  Propriétés  de  Çw.  —  i®  C'est  une  fonction  impaire  de  u  : 
car,  si,  dans  le  second  membre  de  (i),  on  change  iv  en  —  (p,  on 
iraltère  pas  la  série,  cette  opération  ne  faisant  que  déplacer  les 
termes;  si  l'on  change  à  la  fois  w  en  —  (v  et  m  en  —  w,  tous  les 
termes  changent  de  signe,  et,  par  suite, 

2**  Les  points-périodes  sont,  on   l'a  vu,   les  pôles  (simples) 

de  ^u;  le  développement  autour  du  pôle  w  =  o  se  déduit  de  celui 

de  pu.  On  a 

ï  •  i 

pu  =  —r  H-  Cl  a'  -I-  Cj  M^  H-  .  .  . , 
M* 

d'où,  en  intégrant, 

Ça= u^ r  w  —  .,  .-h  G: 

la  constante  C  est  nulle,  car  ^u  doit  changer  de  signe  avec  u  :  donc 

développement  valable  dans  un  cercle  ayant  pour  centre  u  =  o,  et 
pour  rayon  la  distance  de  ce  point  au  pôle  le  plus  voisin  de  ^u. 

Observons  que  cette  série  ne  renferme  pas  de  terme  en  u. 

3*'  La  fonction  ^ti  n'est  pas  elliptique;  de  l'équation 

on  déduit,  en  remontant  aux  primitives, 

et  l'on  détermine  la  constante  r^i  en  faisant  u  =  —  ^i',  ^  étant  im- 
paire, il  vient 

Si  l'on  pose  de  môme 

2CO3  étant  une  période  introduite  pour  la  symétrie  et  définie  par 

a)i-i-  Wj-h  0)3=  o, 
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on  aura 

(8)  Ç(a-i-'2a)a)  =  ;«-+-'2ria  (a=i,!i,3). 
Oq  en  conclu l 

Ç  (  w  -+-  -2  toi  -f-  2 coj  -h  '2 103 )  =  ;  M  -h  2  T,i  -h  2  r,j  -h  2 r,j  ; 

et,  puisque  o),  -h  Wj  4-  0)3  est  nul, 

(9)  ^,i-^^<j-t-T^î~o. 

177.  La  fonction  ^u.  —  Introduisons  une  troisième  fonclion, 
du^  définie  par  la  relation 

qui  entraîne  celle-ci  : 


-'/< 


(II)  ^—=--X,u, 


Je  dis  que  du  est  une  /onction  entière. 

Observons   d'abord   que   ^u ne   devient  pas   infini,    d'a- 
près (7),  pour  l'origine    0(u  =  o),  point  de  départ  de  l'intégrale 

(|uant  à  cette  intégrale,  elle  prend  des  valeurs  différentes  selon 
le  choix  de  Tare  d'intégration. 

Soit  Lq  ">^  «^l'c  |)arliculier  allant  de  O  à  u,  sans  traverser  de  polo 

de  Ça ;   l'intégrale  (lîi),  le  long  d'un  arc  quelconque  de  O  à  w, 

est  égale  (n"'lol)  à  l'intégrale  le  longd'un  chemin  fermé  C,  allant 
tie  O  à  O,  suivi  de  l'intégrale  suivant  Lo  ;   or  l'intégrale   le   long 

de  C  a  pour  valeur  la  somme  des  résidus  de  ^u >  relatifs  aux 

|)ôles  intérieurs  à  C,  multipliée  par  2-/,  et  comme  tous  les  résidus 
de  Zu  sont  égaux  à  -f-  i ,  on  voit  finalement  que  l'expression  gé- 
nérale de  l'intégrale  (m)  est  de  la  forme  2mzi  -\-  U,  U  étant  une 
(onction  déterminée  de  «,  et  n  un  entier. 

A  cette   valeur  de   l'intégrale   correspond,    par  (10),    puisque 
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f»2/nzi~—  ,^  une  seule  valeur  de  (^{u);  doac  (iu  est  uniforme  dans 
lout  le  plan. 

Les  points  critiques  possibles  de  du  sont  d'ailleurs  (n**  100, 
Remarque)  ceux  de  l'intégrale  (12),  c'est-à-dire  (n*'  110)  ceux  de 

la  fonction  'C^u »  ou  les  pôles  de  !^w,  le  point  // =  o  excepté. 

Mais,  au  voisinage  du   pôle  w  =  (v,  on  a,   puisque  ce  pôle  est 
simple  pour  !J//,  avec  le  résidu  -\-  i, 

'^(w)  étant  holomorphc  autour  du  pôle.  La  relation  (1 1) 

— ->  =  ;a  = ^-o(.'0, 

donne  alors,  par  intégration,  au  voisinage  du  pôle  u  =  iv, 

et  la  fonction  ^{u)^  ou    /  's(u)du,  est  holoniorphe  autour  de  ce 
point  (n"  110);  on  en  conclut 

—         /  .   'V  (")  -♦•  r. 

^  u  =  (u  —  t»';e^  , 

ce  qui  montre  que  le  point  u  =  iv  est  ordinaire  pour  c^u^  et  que 
c'est  un  zéro  d'ordre  un. 

Donc  enfin,  la  fonction  uniforme  (iu,  admettant  pour  points  or- 
dinaires tous  les  points  du  plan,  est  une  fonction  entière. 

Remarque,  —  On   peut  exprimer  du  sous  forme  de  produit 
infini  ;  car  on  a,  par  (i), 


;  w  —  =  y i H  — 

u      A^  \  u  —  w        w        w 


d'où,  puisque  la  série  est  uniformément  convergente  (n^  117,  1"), 

/■(^-i)""-2'h(-^)-S*îS=] 


et 


{11  ) 


/      [tu \dn  t   ,  \       "        "' 


200  DEUXIEME   PARTIE.    —   FONCTIONS   D  UNE   VARIABLE   IMAGINAIRE. 

le  produit  rT  s'élendant  à  toutes  les  quantités 

iV  =  '2/121  Wj-h  a/WjWj, 

zéro  excepté.  Cette  formule  montre  que  du  n'a  pas  d'autres  zéros 
que  les  points-périodes  u  =  iv,  qui  sont  des  zéros  simples. 

178.  Propriétés  de  j'w.  —  i**  La  fonction  <^w  est  impaire,  car 
on  a 


C(— a)=— £/c*  0 


d'où,  en  posant  u'= —  v  dans  l'intégrale, 


2'*  rfw,  fonction  entière,  est  développable  dans  tout  le  plan  en 
série  de  Maclaurin.  Or  on  a,  autour  de  l'origine  tt  =  o, 


w  W    = -U^ 7-    "*  •    •   • 

it         i  5 


d'où,  en  intégrant, 


Cl  c± 

log  j  a  =  iog  a u^  —  ô~  "*  —  •  •  •  > 

et  la  constante  d'intégration  est  nulle,    puisque,    d'après  (lo), 
-  est  égal  à  i  pour  u  =  o.  Donc 

(i3)  cru  =  itc    ^^       30  =  m(i  4- rfia»4- t/tw^-+--- •)» 

<f, ,  ^2?  ••  •  étant  des  poljnomcs  en  C|,  c^,  ....  Ce  développement 
ne  renferme  pas  de  terme  en  u^, 

3°  De  la  relation  (8),  u(w  -+-  '2io^)  ^^iz^u  -\-  p^r^a,  on  tire,  en  in- 
tégrant, 

\og^(u  -+-  aoj^t)  =  legs* a  -i-  2r^y^u  -h  logCa, 
d'où 

Pour  déterminer  la  constante  C»,  faisons,  dans  cette  formule, 
// = — (0^;  il  vient,  puisque  <iu  est  impaire,  Ca=  —  e-^»*^»,  et. 


CHAPITRE   m.    —   FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  20I 

|)ar  siiile, 

<i4)  c'(w-4-2a)a)  =  — e«n«('«-»-«a)a'M        (a  =  r,  2,3). 

179.  Formules  d'homogénéité.  —  Les  formules 

;(m,  •>.a)i,2ti)2)  ~  — ^-  7. 1 ' — ;  )' 


f       N  II 


t       II  II-      f  \ 

3'(m,  2t0,,  2W2)  =  f^n    ê^^'^^'\\——\ 

{^w  =  imitoi  -h  -i/njU)*), 
<Ionnenl  immédiatement 

pillU,  2[ItO,,  2;JLa>2)  =   -jp(w,  2(0,,  2W2), 

r" 

;(;^W,  2{JLtU,,  2JX0),)  =     -     Ç(«,  20)1,20)2), 
r(jX//,  2jJlO)i,  2|X0)2)  =     JJt    a'(«/,  2  0)i,  20)2), 

jjL  désignant  un  paramèlre  arbitraire. 

180.  Remarque  I.  —  On  a  ainsi  formé  une  fonction  pw,  jouis- 
tsant  des  propriétés  suivantes  : 

I**  Elle  est  elliptique,  et  ses  périodes  sont  deux  quantités  quel- 
conques, 2  0),,  2a>2,  de  rapport  imaginaire. 

2°  Elle  est  d'ordre  deux;  ses  pôles,  dont  chacun  est  double, 
sont  les  points  périodes,  w  =  2mi  Wi  +  2/712  w-j. 

3°  Autour  du  pôle  u  =0,  le  développement  de  pu  est  de  la 
forme 

<  ■))  pu  ^  -~  -r-  termes  avant  u  en  facteur. 

\    /  ^  u^ 

Je  dis  qu'il  n'y  a  qu'une  fonction  satisfaisant  à  ces  trois  condi- 
tions. En  effet,  s'il  en  existait  une  seconde,  f{u)^  ayant  aussi, 
autour  du  point  w  =  o,  le  développement 

<5  bis)  f(u)~  —  -^  termes  ayant  u  en  facteur, 
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pu  — /{u)  serait  une  fonction  elliptique  sans  pôles  dans  un  pa- 
rallélogramme des  périodes,  car  elle  ne  devient  plus  infinie  pour 
«  =  o;  ce  serait  donc  (n**  166)  une  constante  :  or,  pour  u  =  o, 
pu  — /(«)  s'annule,  puisque  les  développements  (5)  et  (5  bis)  ne 
renferment  pas  de  lerme  conslant;  pu  — /(w)  est  donc  identique- 
ment nul. 


181.  Remarque  II.  —  On  peut  ajouter  que  pu  (et,  par  suite, 
^^  et  0*^,  qui  se  déduisent  de  pu  sans  ambiguïté)  ne  dépend  en 
réalité  que  du  réseau  des  points-périodes  w  =  2/7«i  (0|  4- '-^/ïiaWo  ; 

I-«  •       » 


car,  d'après  la  Remarque  I,  on  peut  définir  complètement  pu  : 
une  fonction  méromorphe,  aj'ant  pour  pôles  doubles  les  sommets 
de  ce  réseau,  pour  périodes  les  quantités  représentées  par  les 
segments  rectilignes  joignant  deux,  quelconques  de  ces  points,  cl 
développable,  autour  du  pôle  u  =  o,  sous  la  forme 


jUl 


a 


lerincs  ayanl  u  en  fadeur. 


Or  le  réseau  des  points  2mi  W|  -j-  a  m -2^2  peut  s'obtenir  (/?»•. ^5) 
en  partant  d'autres  périodes  (|ue  :>.(0|=:0A.  et  2032  =  AB;  par 
exemple,  les  parallélogrammes  construits  avec  2(0,=:  OA  et 
i-ia)|-|-s>.  (0.2  =  OB  auront  pour  sommets  les  points  2/?i|  Wi-i-2mo)2. 
et  ces  points  seulement.  La  fonction  pu,  construite  avec  les  pé- 
riodes 2(0,  et  2(0|  H-  2(02  sera  donc  la  même  que  celle  construite 
avec  2 (o,,  2(0^. 

D'une  manière  générale,  les  réseaux  de  parallélogrammes 
construits  avec  les  deux  systèmes  de  périodes  (2(0|,  2(03)  et 
(2(0',,  2(o!j),  et  dont  un  sommet  est  à  l'origine,  auront  les  mêmes 
sommets  :  1**  si  les  sommets  du  réseau  ('i(o', ,  2(0',)  appartiennent 
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au  réseau  (awi,  awa),  c'esl-à-dire  si  Ton  a 

(A  et  {Ji  enliers;; 
•2  u> ^  =  x  \Xi  to  -h  'X  ;xj  toj 

2**  si  les  sommets  du  réseau  (20)1,  2(02)  appartiennent  au  réseau 
2  (!>',,  2to!j,  c'est-à-dire  si,  réciproquement,  l'on  peul,  des  équations 
précédentes,  tirer  2(0|,  20)2  sous  forme  de  fonctions  linéaires 
de  2(o'p  2  0)'^,  à  coefficients  entiers  :  il  faut  pour  cela  que  Ton  ait(') 

Les  sj'stèmes  de  périodes  (2t0|,  2(02)  et  (2(0'^,  2co'^)  sont  alors 
il'iis  équivalents,  et  les  fonctions  pu  construites  avec  deux  sys- 
tèmes de  périodes  équivalentes  sont  les  mêmes. 

On  nomme  système  de  périodes  primitives  ou  système  pri- 
mitif, tout  système  équivalent  au  système  2(o<,  2(02  qui  a  servi  à 
construire  pu.  En  particulier,  le  système  2£to,,  2740)2  (s  etr^  dési- 
gnant dti)est  un  système  primitif. 


III.  -  RELATION  ENTRE  pu  ET  y  u. 


182.  Il  y  a,  enlre  pu  et  j)'w,  une  relation  algébrique  qu'on 
formera  comme  il  siiil. 

(')  En  effet,  on  a,  en  tirant  au,  et  tu,, 

2w'a, —  uw'X,  — 2(i)!  a, -i- 2U)',  À, 

(W)  2U>,  =     -;:V-^ ;- -,  2(.>j=    r     -      -^^ ^— ^ ' 

Il  faut  que  les  quotients  de  X,,  [x,,  X^,  {x^  par  X,  [x, —  X^iXi  soient  entiers;  soient 
/,,  m,,  /21  '^^3  <^cs  quotients.  On  a 

d'où 

Ajîij— X,:x,=  (X,!x.— X2ÎX,)=(/,//ij— /^m,), 

c'est-à-dire 

(Xjjx,  — Xjjx,)  {l^nu—l^m,)  ==  i. 

Les  deux  facteurs  du  produit  étant  entiers,  chacun  d'eux  doit  ôtre  ±11.  Réci- 
proquement, si  X, {Xj — Xjjx,  =  =fci,  les  équations  {(ù)  donnent  bien  2a>,,  20)^  sous 
forme  de  fonctions  linéaires  de  2u)',,  2bi\,  à  coefflcicnts  entiers. 
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On  a,  autour  du  point  w  =  o, 

pu=      — 5 -+-    CiM^-f-    Cja^-f-..., 

W u= -h  2 Cl  w   -+-  4 Cj  w' -+-... , 

ce  qui  montre  que  p' u  est  une  fonction  elliptique  d'ordre  3  :  car 
elle  ne  peut  admettre  dans  un  parallélogramme  contenant  l'ori- 
<;ine  d'autre  pôle  que  celui,  u  =  o,  de  pu,  et  ce  pôle  est  d'ordre  3 
pour  p' u  (voir  aussi  le  n®  132). 

On  déduit,  des  deu\  développements  précédents, 

(i)  p'«  u  —  4 pï  a  =  —  xo  --  —  28 Cj  -H  A  m'  H- 

Or  la  fonction  elliptique  p'^  u  —  4p' "  4- 20C|  pw -+- 28C2  ne 
peut  avoir  comme  pôles  que  ceux  de  pu;  mais  il  est  clair,  en 
vertu  de  la  relation  précédente,  qu'elle  n'a  plus  de  pôle  à  l'origine 
et  s'annule  même  pour  u  =  o.  C'est  donc  une  fonction  elliptique, 
aux  périodes  20)1,  20)2,  et  sans  pôle  dans  un  parallélogramme  des 
périodes  conlenant  l'origine;  elle  se  réduit  dès  lors  (n®  166)  à  une 
constante,  qui  est  zéro,  puisque  la  fonction,  d'après  (i),  est  nulle 
pour  u  =  o.  Donc  on  a 


.^^2  et  g3  désignant  rcspeclivcnienl  aoci  et  28 c^.  Ce  sont  des  fonc- 
tions de  2(0|  et  20)2,  comme  tous  les  coefficients  du  dévelop- 
pement de  pu  autour  du  pôle  w  =  o;  d'ailleurs  les  expressions  de 
r'i  et  de  C2  en  fonction  des  périodes  ont  été  données  au  n®  175, 
«'•quations  (6). 

183.   On  déduit  de  (2)  par  dérivation,  et  après  suppression  du 
facteur  commun  2j3'//, 

(  3)  p'u  =z  (jp^u  —  -^r*; 

puis,  par  des  dérivations  successives, 

1   p"'a  —  iipup'it, 
<  i)  '.  p''u  =  i'>.p'Uc-^r?.pii(Gp'-u-- -ffA, 
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et  ainsi  de  suite;  ce  qui  montre  que  les  dérivées  p'^w,  p'"u^  ... 
s'expriment  par  des  pol)^nomes  en  pu  et  p' u> 
La  relation 


permet  d'exprimer,  en  fonction  de  g^x  et  ^3,  les  coefficients  Cn  du 
développement  du  pu  autour  du  pôle  w  =  o.  Remplaçons-y  en  effet 

j)  M  par  —  -h  C|  1/2  -4- ...-+-  c,  Mî"  -h . . . 

j)  u  par  —  H-  -iCi-f-. .  .4-  'in^'in  —  1)  C/, a*"-*-T-. . ., 

et  identifions  les  coefficients  de  w^""^  dans  les  deux  membres; 
nous  trouvons 

a  /*  (  2  /t  —  I  )  c.^  =  6 (  ^  c„  -h  2  Cl  c,,_,  H-  2  Cj  c„_3  -f- . . .  ), 
ou 

formule  de  récurrence,  qui  exprime  Cn  en  fonction  entière  de 
C|,  C2,  ...,  Oi-iî  dès  que  /i  dépasse  2.  Donc  Cs,  C4,  ...,  C/,,  ...  sont 
des  polynômes  entiers  en  C\  et  Ca,  c'est-à-dire  en  ^2  et  ^3.  On 
trouve  ainsi 

w*        20  28  1 200  ()  I  bo 

184.  Rappelons  que  nous  avons  introduit  (n°  176)  une 
période  20)3,  conséquence  des  deux  autres,  et  définie  par 

(Oj-i-  tOj-H  0)3  =  O. 

Posons 
(6)  J>wi  =  C|,        po),  =  ci,         pw3=ef3. 

Ces  trois  quantités  sont  distinctes,  car  la  fonction  elliptique 
pu  —  pwo,  où  Uq  est  une  constante,  a  les  pôles  de  pi/;  c'est  donc 
une  fonction  du  second  ordre,  et  qui  n'a,  dès  lors,  pas  d'autres 
zéros  que  les  deux  zéros  évidents  w  =  rt:  t/o -+- Période.  On  ne 
pourrait  donc  avoir  più^  =  jd(02  que  si  (0|  dz  (O2  était  une  période, 
ce  qui  n'est  pas  (n**  175,  Remarque), 

Les  points  w=:  w,,  (1)2,  o);i  sont  les  zéros  de  p' u\  on  a  en  effet 

j)'(tOa.)  =  J>'(toa— 2tua). 
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à  cause  de  la  périodicilé  de  p'w,  c'esl-à-dire 

car  pu  étant  paire,  p' u  est  impaire. 

Donc  2p'((Oa)=:o  :  d'ailleurs  p'it^  qui  esl  d^ordre  3,  n'a  pas 
d'autres  zéros  que  (0|,  0)2,  (O3,  à  des  périodes  près. 

Le  polynôme  4p'"  —  o2<P"  —  ^3  (==p'^'')  s'annule  ainsi 
pour  II  =110 (X,  c'est-à-dire  pour  pu  =  et^  62^  <?3  ;  il  peut  donc  se 
mettre  sous  la  forme 

(7)  4p'  —  /Ç'j  p  —  ^3  =  \(p  —  ei )  (p  —  e,)  (p  —  ej), 

d'où 

I 

4 
r 

185.  Invariants.  —  On  appelle  g2  et  «^3  les  invariants  du 
réseau  des  points  périodes  w  =  a/?i|  ui|  +  2/712(1)2*  (^es  constantes 
en  effet  sont  déterminées  par  la  relation  (2)  quand  la  fonction  pu 
est  connue  ;  elles  ne  dépendent  donc,  comme  pu^  que  des  sommets 
de  ce  réseau. 

On  nomme  invariant  principal  on  absolu  de  pw  (ou  du  réseau 
(les  points-périodes)  la  quantité ^2  'ffl-  Cette  fonction,  comme ^'^^ 
et  ^3,  ne  dépend  que  des  sommets  du  réseau  :  c'est  donc  une  fonc- 
tion cp(2(ij,j  2(02),  qui  ne  change  pas  quand  on  remplace  20), 
et  2 W2  par  un  système  de  périodes  équivalent;  c'est-à-dire  (n**  181  ) 
que  l'on  a 

a,    6,  c,   d   étant  des   entiers    assujettis    à    l'unique   condition 
ad  —  hc  =^dz  i , 

Mais  les  équations  (6)  du  n®  175,  à  savoir 


(  gi=zioci=    Go  y    ■ — 

.^3=  28cj=  140  V 


r 


(  1  m  1  tu ,  -h  'J.  //i  j  w j  )^ 
montrent  que  ^2    ^^  ©3    sont  fonctions  homogènes   de    o),,    o>2, 
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Ci  de  degrés  respectifs  —  /\el  —  6  ;  donc,  rinvariant  absolu  gl  l  g'I 
est  aussi  fonction  homogène  de  w,,  (O2,  et  de  degré  — 19.4-12,  ou 

zéro  :  c'est,  par  suite,  une  fonction  du  rapport  — -  ('). 
Si  donc  on  pose 

/r3   •    ry?    —    «if    î.    1  , 


on  aura,  par  (8), 


'  \  '2 oiî  /  *   \  •;•  C  tO j  H-  2  fl?io»  / 


En  désignant  le  rapport  ^ — -  par  p,  on  obtient  ainsi  une 
fonction,  évidemment  raonodrome  (2),  9(p),  qui  ne  change  pas 
quand  on  remplace  p  par  — — -z,  a,  b,  c,  d  étant  des  entiers  arbi- 
traires, tels  que  ad  —  hc  =  ±i.  C'est  ce  qu'on  nomme  une /onc- 
tion modulaire,  parce  que,  dans  l'ancienne  notation  de  Legendre, 
le  module  k^  joue  le  rôle  de  l'invariant  absolu  :  depuis  leur  inven- 
tion par  Hermite,  ces  fonctions  ont  donné  lieu  à  d'importants 
travaux,  et  elles  ont  été  généralisées  d'une  manière  éclatante 
par  M.  Poincaré,  sous  le  nom  de /onctions  /uchsiennes  ou  auto- 
morphes, 

186.   Remarque.  —  Si  dans  la  relation 

on  pose 
on  a 


(')  Car,  si  <^{Xy  y)  est  homogène,  de  degré  zéro,  en  a:,  y^  on  a,  par  le  théo- 
rème des  fonctions  homogènes 

c'est-à-dire  que  le  jacobien  de  ^{x^y)  et  de  -    est  nul.  Donc  ?  est   fonction 

-  (■■)■ 

(')  Car,  d'après  (9),  g^  et  g^  ont  une  valeur  unique  et  déterminée  quand  on 
se  donne  les  périodes  20)^  au);. 
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d'où,  Uq  et  ^0  désignant  des  constantes  convenables, 

dz 


f 


U  =  UQ-h . 


On  voit  ainsi  que  z  =  pu  est  la  fonction  inverse  d'une  inté- 
grale elliptique  u  de  première  espèce  (n**"  138-159).  On  reviendra 
sur  ce  point  au  n®  204. 


IV.  -  EXPRESSIONS  DIVERSES  D'UNE  FONCTION  ELLIPTIQUE. 


187.  Une  fonction  elliptique  quelconque/(w),  aux  périodes  20)|  ^ 
a (02,  peut  être  exprimée,  soit  par  les  fonctions  <^,  soit  par  les 
fonctions  Ç,  soit  par  les  fonctions  p,  construites  avec  les  mêmes 
périodes. 

Expression  par  un  quotient  de  d. 

188.  Formule  de  Jacobi.  —  Soient,  dans  un  même  parallélo- 
gramme des  périodes,  ûTi,  a^i  •••?  (^n  les  pôles  de  f{u)\  b^y 
^2?  •  •  •  )  6/i  ses  zéros.  On  sait  (n"  170)  que  l'on  a 

(V  étant  une  période.  Je  dis  que 

f{u)_<^{u  —  bi)^{u  —  bj). ,  .^(u  —  b„  —  iv) 
^  C      ~  ^{u  —  a^). .  .^{u  —  an) 

G  étant  un  facteur  constant.  En  efifet  le  second  membre,  ^{u)y. 
évidemment  méromorphe  dans  le  plan,  est  une  fonction  ellip- 
tique, aux  périodes  2 w^,  2 W2  ^  car  si  Ton  change  u  en  w  +  2w,,. 
par  exemple,  il  se  reproduit,  en  vertu  de  la  formule  (i4)  dii^ 
n'*  178  ('),  multiplié  par  le  fiicleiir 

( j  yt  ^-i-2r,,i««  +-'/(i>,— a,  — Uj 

qui  est  égal  à  l'iinilé,  crapros  (10). 
(')  Celle  formule  esi 


...      it  n' 
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La  fonclion  elliptique,  'f  ('/),  a  (railleurs  évidemment  les  mêmes 
zéros  et  les  mêmes  pôles  quc/(^/);  elle  n'en  diffère  donc  (n"  171) 
que  par  un  fadeur  constant.  c.   q.   f.  d. 


Expression  par  la  fonclion  ^  et  ses  dérivées. 

189.  Formule  d'Hermîte.  -  Supposons  qu'on  connaisse,  dans 
un  parallélogramme  des  périodes,  les  pôles  a,  6,  r,  ...,  /,  de/{n)^ 
et  les  parties  infinies  du  développement  àef{u)  autour  de  chacun 
d'eux  : 


autour  de  a 


'^a  Aa-i  A 


1 


•   • 


* 


{Il — a)^       in  —  </ )^-*  Il — a 

> 

<A  .      L, 


autour  de  / ..     ,. ..  , 

{Il  —  /  )^  u  —  l 


• 


On  aura  Ai  4- B| -|- . .  .-|- L|  =  o,  car  la   somme  des  résidus 
de /{u)j  dans  un  parallélogramme,  est  nulle  (n"  167"). 
Je  dis  que 

/{u)=      A^î;(<<-a)--A,r(fi--a)-^...-^^7'^''"^\a;^-»(«■-^«) 
-^Bi^(u^b)  — . . . 

\^  —  »;• 
-h  consr., 

'Ç,  IJ",  . . . ,  î^^~',  .  .  .  désignant  les  dérivées  successives  de  !J. 

En  effet,  le  second  membre,  évidemment  méromorphe  dans  tout 
le  plan,  F(w),  est  une  fonction  elliptique  aux  périodes  2C0|, 
2  0)2  :  car  i'^  ^' u,  J^"w,  ...  qui  sont  — pw,  — j)'//,  ...  sont  ellip- 
tiques; >."  ^{u  —  a),  ^{u  —  b).  ...  se  reproduisent  augmentés  de 
•Ji7i3t  quand  on  ajoute  aw^t  à  w  (' );  de  sorte  que  F(w)  se  reproduit 
augmentée  de  2  7|j(A| -H  B, -{-...4- T-«i  ),  c'est-à-dire  de  zéro.  La 
fonction  F{u)  est  donc  bien  elliptique  aux  périodes  aw,,  awa- 


(')  En  vertu  de  la  formule  (8)  du  n«  176 

H.  —  II.  i', 
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Ses  pôles,  daDS  un  parallélogramme  des  périodes,  sonl  mani- 
feslemenl  a,  6,  ...,/;  aux  environs  de  Tun  d^eux,  a,  on  a 

t(u  —  a)  = h  une  fonction  finie  pour  u  =  a^ 

^       u  —  a  ■ 

t(u  —  a)  = -f-  une  fonction  finie  pour  u  =  a. 

(:x \)\ 

rx-i(M  _  a)  =  (  —  !)«-* ^ — h  une  fonction  finie  pour  u  =  a, 

d'où,  pour  la  partie  inCnîe  du  développement  de  F({£)  autour  de  6r, 
l'expression 

fV-ï—i  Al 


tv-x-i 


On  voit  ainsi  que  les  deux  fonctions  elliptiques,  aux  mêmes 
périodes  et  aux  mêmes  pôles,  F(w)  et  /(w),  ont  mêmes  parties 
infinies  aux  environs  de  leurs  pôles;  leur  différence  est  donc  une 
constante  (n*'  171).  On  déterminera  la  constante  en  donnant  à  u 
une  valeur  particulière.  c.  q.  f.  d. 

190.  Intégration.  —  La  formule  précédente,  due  à  Hermite,  .se 
nomme  ybrmw/e  de  décomposition  en  éléments  simples;  elle  per- 
met de  trouver  Vintégrale  d'une  fonction  elliptique,  car  chacun 
des  termes  du  second  membre  de  (12)  s'intègre  immédiatement; 

rintégrale  de  *C^u  est  logo*  w,  puisque  Çw  =  - — •  L'analogie  avec  la 

décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples  est 
évidente. 


*  Trois  expressions  par  la  fonction  p  et  ses  dérivées. 

191.  Première  expression.  —  Ce  mode  d'expression  s^obtienl 
par  une  combinaison  des  deux  précédents. 

Soient,  dans  un  parallélogramme,  a^,  a^,  ••,,  a,t  les  pôles, 
/>!,  62)  •••»  bit  les  zéros  d'une  fonction  elliptique  y(w);  on  a, 
par  la  formule  de  Jacobi  (n**  188), 

-.  ^  ^(u  —  bj)  7(u  —  bj). ,  ,^(u  —  b,t — «•) 

/  (  M  )  =  Vu  , ; ■  • 
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il*  élanl  une  période  telle  que 

(l3;  ai-4-  «i-r.  .  .-h  «rt  =  ^l  -f-  ^j-h.  .  .  4-  6,i-+-  il'. 

Si  0  est  une  constante  définie  par 

6  -f-  a I  H-  a j -+-... H-  «/»=  o, 

on  a,  en  vertu  de  (i3), 

6  H-  ^1  -+-  ^1  H- . . .  -+-  ^/i  -+-  <r  =  o, 

et  Ton  peut  écrire  identiquement  : 

I  3'"-^»/£  J 


/(M)  =  C 


Le  dénominateur  de /(«/),  a  savoir — -7-— — ^^ , 

est  une  fonction  elliptique  au\  périodes  2(0|,  2(02,  en  vertu  de 
la  relation  ai  -+-  ^a  +  •  •  •  -i-  «/i  4-  9  =  o  (n°  188),  et  il  en  est  de 
même  du  numérateur.  Revenant  au  dénominateur,  nous  voyons 
que  c'est  une  fonction  qui  admet  dans  un  parallélogramme  le  seul 
pôle  u=o,  avec  Tordre  /i  4- i  de  multiplicité  :  donc,  d'après  la 
formule  d'Hermite,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

les  ai  étaut  des  constantes.  D'ailleurs  le  coefficient  de  ^u,  à  sa- 
voir ao,  est  nul,  puisqu'il  représente  à  lui  seul  la  somme  des 
résidus  de  la  fonction  par  rapport  aux  pôles,  et  que  cette  somme 
est  nulle  (n°  167).  Le  même  raisonnement  s'appliquant  au  numé- 
rateur de/(w),  il  vient  ainsi,  en  remplaçant  ^'{u)  par  — pu,  ^ u 
par  — p'e/,  etc., 

Cest  là,  pour  une  fonction  elliptique  d'ordre  /i,  une  expression 
par  le  quotient  de  deux  fonctions  elliptiques,  linéaires  chacune 
en  pu,  pu,  pi'  u,  . . .,  p<"~*'w,  d'ordre  /i  -f- 1)  et  ayant  un  zéro 
commun,  6. 

192.  Deuxième  expression.  —  On  en  déduit  une  expression  à 
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l'aide  de  pu  ci  p' u  seuls.  Car  (n**  183)  p"^,  p"'''î  •••  s'expriment 
par  des  poljnomes  en  pu  et  p'u]  /(u)  est  donc  le  quotient 
(le  deux  polynômes  en  pu  et  p' u,  c'est-à-dire  une  fonction  ra- 
tionnelle de  pu  et  p' u.  Ainsi  : 

Inouïe  fonction  elliptique  aux  périodes  aw,,  'itii^  s^ exprime 
rationnellement  à  l'aide  des  fonctions  pu  et  p'u  qui  ont  les 
mêmes  périodes, 

193.  Corollaire  I.  —  Deux  fonctions  elliptiques,  f(u)  ct<p(w), 
aux  mêmes  périodes  (2U)|,  2(02),  sont  liées  par  une  relation  algé- 
brique. Car,  par  ce  qui  précède,  on  a 

f(u)  =  fonct.  rat.  de  (pu,  p' u),  ^{u)  =  fond.  rat.  de  (pu,  p' u) 

et 

en  éliminant  pu  ci  p' u  entre  ces  trois  relations,  on  obtient  bien 
une  relation  algébrique  entre /(w)  et  'f  (w). 

Il  est  facile  de  trouver  directement  le  degré  de  celte  relation, 
par  rapport  à  /  et  o.  Soient,  en  effet,  m  et  n  les  ordres  respectifs 
des  deux  fonctions  elliptiques /(w)  et  ç(w)  :  à  chaque  valeur  de 
f{u)  correspondent,  dans  le  parallélogramme  des  périodes  com- 
munes, m  valeurs  de  u  (*),  et,  par  suite,  m  valeurs  (au  plus) 
<le  '^{u).  L'équation  entre /et  cp  est  donc  de  degré  m  (au  plus) 
par  rapport  à  cp,  et  de  degré  n  (au  plus)  par  rapport  à /. 

19i.  Corollaire  II.  —  Il  existe  une  relation  algébrique  entre  une 
lonclion  elliptique /(f^)  et  sa  dérivée /'(//). 

195.  Troisième  expression.  —  Revenons  à  la  formule 

-,  ^^{U  -  -  h\).  .  .j{ii  —  b„—\\) 

f(n)  =  C  — — — 

•^  ^{u  —  cil  ).  .  .^{  u  —  a„ ) 

Soil  a  une  constante  définie  par 
{i\')  na  =  ai -\-  ai-i- ...-{-  a„] 


[  '  )  (}ar  lu  fonction  elliptique  /{u)  —  c  a  autant  de  zéros  que  de  pùlcs,  c'est- 
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on  a  aussi,  en  verlii  de  (i3), 

(i4')  Aia  =  6j  H-  ^j-f-.  .  .-h  &«-!- tv, 

et  l'on  peut  écrire 

[3'(m  —  ^1  ). .  ,^(u  —  b„ —  «01 
Ï'Û  u-a)  J 


cr"("-a)  J 


Le  dénominateur  et  le  numérateur  de  /(u)  sont,  d'après  le 
n^  188  et  les  relations  (i4))  (i4')'  ^^^  fonctions  elliptiques;  elles 
n'ont  comme  pôle  que  u  =  a,  multiple  d'ordre  n  :  donc,  en  vertu 
de  la  formule  d'Hermite,  toutes  deux  sont  de  la  forme 

—  a  ~  aoïfa  —  rt)  -r-  ai^'Cw  —  a)  -T-. .  .-h  OLn-i^^^~^Hu  --a), 

le  résidu  olq  étant  nul  (n°  191);  et  de  là  résulte  poury(//)  l'ex- 
pression nouvelle  : 

f  u)-  ?--  ^,p(n  -n'>-^^,p'(it—a)~^ , ,  ,^  ^,,_^yUi-t)(u  ^  p  )  ^ 
•^  % ->- ixipi  tt  —  (i) -r- 7.ip'{  u  —  ^1) -+-. .  .-H  a,i_i  j)»«-*^( // — a) 

C'est  une  formule  analogue  à  celle  du  n**  191;  seulement  ici  le 
numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  elliptiques  du 
même  ordre  n  c\ue/{u)  :  de  sorte  que  les  zéros  du  numérateur  sont 
exactement  ceux  de /(w),  et  les  zéros  du  dénominateur  exacle- 
mentles  pôles  de  f{u).  La  constante  a  n'est  pas  quelconque,  elle 
est  définie  par  (i/J)  ou  (i4')  en  fonction  des  pôles  ou  des  zéros 
de/(//). 


FORMULES  D'ADDITION 


196.  Soit  t>  une  constante.  Exprimons  la  fonction  elliptique  du 
deuxième  ordre  de  «/,  pu  —  pr,  par  un  quotient  de  d.  Les  zéros 
de  cette  fonction  sont  u=^±v\  ses  pôles,  le  pôle  double  w  =  o  : 
la  somme  de  ces  zéros  est  égale  à  celle  de  ces  pôles,  c'est-à-dire 
que  la  période  désignée  par  (v  au  n"  188  est  nulle. 

Donc  on  a 

pu  —  pv  —  ij . 
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Pour  déterminer  C,  égalons  les  parties  infinies  des  deux  mem- 
bres pour  u  =  o;  il  vient,  puisque  pu  =  ~  4-...,  et(^u  =  u  4-..., 

—  =  C : »  d  ou  C  = • 

U'  a*  ^*v 

On  a  ainsi 

(|5)  pu pi^  = ^r   f 

formule  importante,  dont  nous  allons  déduire  celles  d^additipn 
de  Ç  et  de  p. 

197.  Formule  d'addition  pour  X^u,  —  Dérivons  logarithmiquc- 
ment  les  deux  membres  de  la  formule  précédente  par  rapport  à  i/, 
puis  par  rapport  à  (^;  il  vient,  puisque  la  dérivée  logarithmique 
de  du  est  t^e/, 

et,  par  addition, 

(i8)  î;(w-hi>)  =  î;mh-;^'-i--  ii_îL:iiL^. 

'  1    pu  —  pv 

(Test  la  formule  d'addition  des  arguments  pour  Çw.  Par  sous- 
traction : 

(.9)  r(u-,^  =  r„-r,+  l}LIL^Li^. 

^  ^^  ^^  ^       ^  ^  ipu  —  pv 

198.  Formule  d'addition  pour  pu.  —  Dérivons  la  relation  (i8) 
successivement  par  rapport  à  ^^  et  à  i^;  il  vient 

Il        p"  u  I  p'uCp'u  —  p'v) 

•ApU  —  pi>  -1         {pU  —  pV)^ 

(20)  < 

(I        p"  t^  i  p'  V  (  p'  U  —  p'v) 

■l    pu  —  pif  '2{pU—pV)^ 

Ajoutons  membre  à  membre,  en  remplaçant  p"u  et  p^i^  par 
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(•,jjî_i^j(n»183),il  vieni: 

— -ip^M-f-i?)  =  — pa  — pi^4-  -  î i- ^-f. i — 1  , 

-2   j)w  —  pf        À  (pu — p^r 
ou,  en  réduisant, 

—  2p(w -+- t')  =  '2(pM  -+- piM (      =-—  )    ♦ 

'  i\  pu  —  pp/ 

et  (inalement  : 

(21)  p(M  H-r}-r-pM-hpi>  =  7  (  ^- î— -  )    • 

C'est  la  formule  d^addition  des  arguments  pourp,  symétrique 
en  u  et  (^,  tandis  que  les  formules  (20)  ne  le  sont  pas. 

Remarque,  —  Les  formules  d'addition  conduisent  à  celles  de 
multiplication  ;  faisant  tendre  u  vers  v  dans  la  dernière,  on  a 

Pi'li')  -h  2pV  =  -  {  ^  )     =  -    — -^ » 

d^où  p(2i>).  En  dérivant,  on  aurait  ^'('2^^);  faisant  ensuite,  dans 
la   formule  d'addition,   u  =  2v,  3r,    ...,    on   obtiendra  p(3r), 

De  même,  la  formule  (18),  où  l'on  fait  tendre  u  vers  r,  donne 

;('ir)  =  «2;^-^ -  V-. 

•2    p  y 

19i).  Cas  particuliers  du  théorème  d'addition.  —  Soit  i^=  d=  (o^  ; 
on  a,  d'après  la  formule  d'addition  de  pu, 

I         p'^u  (pa  — es)Cpw  — ev) 

p(a  =t  ii)a)-hpw  -I-  ea=  7  ; — :i  = —* 

4(pw  — ea)«  pu  — Col 

d'où 

=  eaH =- —9 

pu  — ex 

en  tenant  compte,  dans  les  calculs,  de  la  relation  ea+  ^p+  ^Y  =  o. 

(')  On  trouvera  des  formules  de  multiplication  plus  élégantes  dans  le  Traité 
d'Analyse  de  M.  Jordan  (Tome  II,  1*  édition,  p.  280  et  suiv.)* 
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VI.  -  LES   FONCTIONS  /i'^-^a  ET  siw/. 


200.  Les  fonctions  a'aoC'O-  —  Dans  la  fornuile 

a'(M  -4-  v)'i{u  —  1") 

faisons  if  =  (Oa,  il  vient 

Or,  diaprés  la  formule  (i4)  d»i  n®  178,  à  savoir 
on  a 

D'où,  en  remplaçant  dans  (22)  (^(w  —  co^)  par  ^"2Tr««"tf(f£4-coa), 
(..3,  j,„_e,=.«-.>n.«-^-^— - 

OU 

.    .  / -      tf  ('*  -•-  **>«  ) 

(il)  vJ>"  —  ca  =  c-')»"  — ^^ • 


Le  radical  y/p «/  —  e^  est  donc,  dans  tout  le  plan,  une  fonction 
monodrome  et  méromorphe  de  f«  (*);  la  détermination  de  ce 
radical  que  donne  le  second  membre  de  la  formule  précédente 

est  celle  qui,  pour  //  voisin  de  zéro,  a  la  valeur  principale  -• 
On  pose 

a'(//  -h  o)a) 

(•2>)  3'a«t  =  e-W^ (a  =  1,2,  3), 

cTtOa 

de  sorte  qu'on  a 


^    (  I 


(')  De  iiK^mc  la  fonction  \U  —  cosi/,  ou  \  2  sin  -»  csl  niéroniorplic. 
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On  i^aura  pas,  dans  ce  Cours,  à  faire  usage  explicilement  des 
fondions  rfj  «,  rf^w,  (izU* 

On  désigne  également  par  <3'ao(w)  le  second  membre  de  la  for- 
mule (^4);  voici  quelques  propriétés  des  trois  fonctions  rfao,  qui 
interviennent  dans  plusieurs  questions  d'Analvse  et  de  Mécanique. 

201.  La  relation  pu  —  ea=(3'J,(w)  montre  que  le  carré  de  la 
fonction  monodrome  (3'q(o('0  ^^^"'^^  fonction  paire  et  doublement 
])ériodique;  donc,  si  Ton  change  w  en  — a  ou  en  w -f- Période, 
^20  s6  reproduit  multiplié  par  =i=  i  :  il  s^agit  de  lever  l'ambiguïté, 
ce  qu'on  fait  aisément  en  donnant  à  u  des  valeurs  particulières,  et 

en  se  rappelant  que,  aux  environs  de  u  =  o,  <i(i^{ii)  =  — h  — 
On  établit  ainsi  les  formules  : 

i  ^ao( — w)  =  — 3'ao(")'0ii  vérifie  lesîjçneen  faisant  a  =  £, 

La  fonction  rfaoC")  est  donc  doublement  périodique;  ses  pé- 
riodes sont  9. (Oo(  et  4^^)  4<''rY  H"^  ^^^^  font  en  réalité  que  deux, 
puisque  tOa-i- (op 4- ci>y=  o. 

Observons  enfin  que  la  rclalion 

s'écrit,  après  extraction  des  racines  carrées, 
(')  Voici  ce  dernier  calcul.  On  a 

d'où,   pour  //  r^    -  ta^   i-  £, 

En  vertu  de  l'expression  (1)  de  3'„., (m),  t^,, (  (^^ )  =  o.  et  l'on  a,  en  dcvcloppanl 
suivant  les  puissaiiros  croissantes  i\c  e. 

ce  qui  montre  qu'on  doit  prendre   le  si-^nr  —  dans  le  dernier  membre  <le  (?), 
c'est-à-dire  le  signe  -;-  dans  3'j^„(«  -;    aw^)  =r±=  r^^{u). 
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H  faut  prendre  le  signe  — ,  car,  pour  ii  =  o,  la  valeur  prînci- 

t\  « 

pale  de  p'w  est 1>  et  celle  de  chacun  desc^ao  est  —  • 

202.  La  fonction  snu,  —  La  formule sni/  est  une  des  anciennes 
fondions  elliptiques  d*AbeI  et  de  Jacobi;  on  la  rattache  aux  fonc- 
tions p  et  (3*  par  la  défînition  suivante.  Posons 


^7=:)  y/p(^^)-«. 


Diaprés  (l'j)  la  fonction  snu  est  impaire;  elle  est  elliptique  et 

admet  pour  périodes  20)2  y/^i  —  e^  et  4^1  V^^i  —  ^2;  elle  change 

de  signe  si  l'on  augmente  u  de  2(U|  y/ei  —  62  ou  20)3  y^ë7 —  ^2* 
Enfin  elle  est  liée  à  sa  dérivée  par  une  importante  relation,  qu'on 
va  former. 

Posons,  pour  abréger,  ç  =  —   —  ;  on  a,  par  (28), 

(•29)  np  — g^= —  ; 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  a. 


sn'w 


Portons  maintenant  les  valeurs  (29)  el  (3o)  de  pç  et  pV  dans 
l'équation 

il  vient,  après  réductions, 

(3i)  (sn'//)'=  (i  —  sn*/^;(i  —  k^sn^u), 

étant  posé 

Cl  —  Ci 

Observons  encore  que,  par  (28),  sn?^  m  o  pour  u  =  o. 
Remarque,  —  D'après  (3i),  en  posant  snu  ==  5,  on  a 
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d'où,  puisque  w  =  o  pour  ^  =  o, 


r'  dz 

u  =  I     — 

-'0    \/{i—'Z*)ii  —  k*z^) 


On  voit  ainsi  que  z  =  snu  est  la  fonction  inverse  de  l'intégrale 
elliptique  de  première  espèce  mise  sous  la  forme  de  Legendre 
(Tome  I,n«  251). 

D'après  cela,  les  valeurs  de  snu  ne  dépendent  que  de  u  et 
de  A'y  une  Table  à  double  entrée,  construite  par  Legendre,  les  fait 
connaître.  De  même  les  périodes  de  sna,  qui  ne  dépendent  que 
de  kj  sont  données  par  une  Table  à  simple  entrée. 


VII.  -  DÉFINITION  DE  }^u  PAR  LES  INVARIANTS  ^j  ET  ^,. 


203.  On  a  formé  pa  en  partant  des  périodes  2€U|,  2(i>2,  et  l'on 
a  établi  la  formule 

(I)      p'iu  =  4p»iA  — ^,pw  — ^3  =  4(pw  — «i)(pw  — ^î)(pw  — «ï); 

g2  ^^  ffi  étant  des  fonctions  de  2(0|,  20)2. 

Inversement,  étant  donnés  arbitrairement  les  deux  invariants 
o2  ^^^3)  peut-on  trouver  deux  périodes,  2(u,,  2102,  telles  que  la 
fonction  pu  formée  avec  ces  périodes  vérifie  la  relation  (i)? 
A  priori,  le  problème  n^est  pas  impossible,  puisque  le  nombre 
des  équations  égale  celui  des  inconnues;  on  va  le  résoudre  en 
donnant  les  valeurs  de  2(o«,  20)2  en  fonction  de  g2  et  g^. 

204.  Périodes  en  fonction  des  invariants.  —  Supposons  g^  et  g^ 
donnés;  soit  posé 

Z  =  45»  — ^,5  —  ^,=  4(5  — c,)(^  — e,)(  5  —  63). 
D'après  le  n"  159,  si  l'on  pose 

Z  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  méromorpbe  de  //,  o(u)^ 
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doublement  périodique,  c'est-à-dire  elliptique,  aux  périodes, 

r''dz  r'^dz  r'*dz 

((0|  -|-  toa  4-  (03  =  o)  ;  de  plus,  on  a  vu  (|ue  z  est  une  fonction  ellip- 
tique paire  :  elle  est  d'ordre  deuXy  car  (n®159,  2"),  à  une  valeur 
de  3  =  ©(//)  correspondent,  à  des  périodes  près,  deux  el  deux 
valeurs  seulement  de  //.  Enfin  (n"  159,  3"),  on  a 

(-1.»  ?(wa)  =  ^a. 

Je  dis  que  cette  fonction  o{u)  est  identique  à  la  fonction  pie 
formée  avec  les  périodes  2t0|,  aw-j,  définies  par  (3). 

Clierclions  les  pôles  de  ?(w). 

Observons,  à  cet  efTet,  que  o(w)  étant  paire,  ^' {u)  est  impaire^ 
c'esl-à-dirc  que 

o'( — m)  = — 'f  (")f         (1*011,  pour  //=  <>,         o'(o  )  —  —  f'(o), 

ce  qui  montre  que  ©'(o)  est  nul  ou  infini,  c'est-à-dire  que  u  =  i> 
est  un  zéro  ou  un  pôle  de  »'(«)•  ^^  ^'^  ^"^  c'est  un  pôle. 
Car,  en  difTérenliant  la  relation  de  définition  (2),  on  a 

ilz  I- — 

c'esl-à-dire,  puis(|uc  ^  =  C5( //\ 

(roii  Ton  conclut  que  '^' {n)  ne  s'annule  que  pour  '^(  u)  --=:  e»,  ou^ 
d'après  (4),  pour 

Celle  équalion  en  u ,  puisque  '^{u)  est  fonction  elliptique  paire 
ni  d'ordre  deux,  n'a  pas  d'autres  solutions,  à  des  périodes  près, 
(|iie  u=^  ±  (Oa,  quanlilés  dont  aucune  n'est  zéro  ou  une  période  : 
dès  lors  'j'(^/^ne  s'annule  |)as  pour  w  =  o;  // =  o  est  donc  un 
pôle  de  z>\u  ). 

C'csl  aussi  un  pôle  de  o{u)^  car  la  dérivée  d'une  fonction  mé- 
romorphe  n'a  pas  d'autres  pôles  que  ceux  de  la  fonction  (n**  132); 
comme  'f  (//)  est  paire,  le  pôle  u  =  o  est  un  pôle  d'ordre  pair,  et 
c'est  un   |)ôle  double,   puisque  'f  (^0  ^'^^  ""^   fonction   ellipli(|U('^ 
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d'ordre  deux.  Pour  la  même  raison,  il  n'y  a  pas  d'aiilre  pôle  dans 
un  parallélogramme  contcnanl  ce  pôle. 

Ainsi  les  pôles  de  '^{u)  sont   uniquement  les   pôles  doubles 

Cela  posé,   autour  du  pôle  double  u  =  o,    le  développement 
de  '^(«),  fonction  paire,  est  de  la  forme 


d'où 


'2  A 
Z»   {  tt  )   —  ,     -+-    ».  V  II  -1- 


Portons  ces  valeurs  dans  la  relation  (5),  entre  'f(f^)  ot  '^'(u), 
à  savoir  'f'-=  i'f'  —  ^2?  —  ^3,  i'  vient 

<l'oii,  en  égalant  les  coefficients  des  termes  en  -r  et  — r  dans  les 

deux  membres, 

X  =  I,        ;jL  —  o. 

Le  développement  de  ^{u)  autour  du  pôle  u  =  o,  est  ainsi 

o(u)  =  — -  -4-  V  M*  -i-  ...  . 

Donc  enfin,  si  Ton  considère  la  fonction  pu  formée  avec  les 
périodes  awi,  2Ci>2  de  <p(«),  la  différence  'f(w)  —  pu  est  une 
fonction  elliptique  aux  mêmes  périodes,  sans  pôle  dans  un  paral- 
lélogramme contenant  l'origine  et  s'annulatit  pour  u  =  o:  c'est 
donc  une  constante  nulle,  et  Ton  a  bien  'f{u)  =  pu. 

Ainsi  : 

Les  invariants  g^  et  g^  étant  donnés^  les  périodes  ato,,  2(02 
ont  les  valeurs  (.T),  c'est-à-dire  que  la  fonction  pu  formée  avec 
ces  périodes  vérifie  l'équation  (5)  :  p''^u  =  ^p^  u  — gipu  —  ^^3. 

D'après  cela,  on  voit  qu'il  faut  entendre,  par  p(«,  g^,  ^3), 
j3(M,ea);  el,  de  même,  par  s (^/,  ^2,  5^3),  ^{^h  g'27  g^)  {*)- 

(  '  )  On  a,  d'après  (  j  ), 

/*P"              tlz 
u  =  Cl»,  -r-  /        — "-  1  (  voir  n«  186  ), 

ce  qui  peut  aussi  servir  de  dcliiiilimi  à  pu. 
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205.  Remarques  sur  les  périodes.  —  Je  dis  que  si  g 2  el  gi 
sonl  réels,  la  fonction  p{u^  g2^  ffn)  admet  une  période  réelle  et 
une  période  purement  imaginaire. 

Supposons  d'abord  ei,  ^2,  e^  réels  el  ^i>*es>>e2.   La  période 


(T>) 


2a>i 


-/ 


riz 


'r,    /4(5  — ei)(z  — e,)(5  — e,) 


est  réelle,  puisque  les  limites  de  Tintég^le  sont  réelles  et  que, 
entre  z  =  Cj  et  z  =  e^^  le  polynôme  sous  le  radical  reste  positif. 
De  même  la  période 


(7; 


2U> 


.-/■y.. 


Hz 


\/\[z  —  ex){z  —  et)i^z  —  e^) 


est  purement  imaginaire,  puisque  les  limites  sonl  réelles,  et  que, 
entre  e^  et  «i,  le  polynôme  sous  le  radical  reste  négatif. 

Ainsi,  ei,  62^  €3  étant  réels,  il  y  a  une  période  réelle,  2ii)|,  el 
une  période  purement  imaginaire,  20)2,  formant  un  système 
primitifs  c'est-à  dire  telles  que  la  fonction  p(w,  2(0|,  20)2),  con- 
struite avec  ces  périodes,  vérifie  la  relation  p'^=  4p'  —  gip  —  gz' 

Supposons  maintenant  ^i  seul  réel,  et  ^2,  ^3»  imaginaires  con- 
jugués :  il  y  a  encore  une  période  réelle  et  une  période  purement 
imaginaire,  mais  elles  ne  forment  pas  un  système  primitif , 

En  effet,  si  Ton  figure,  dans  le  plan  de  la  variable  5,  les  trois 


points  f  I,  €2.  C3,  on  a 


itu 


r'''-  riz 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  la  ligne  droite  Ci  €2  ;  de  même 


/•*  rtz 

—  2Wj=2/ 


l'intégrale  étant  prise  le  long  de  C\  e^i 


^3 
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Or,  en  deux  points  m  cl  /i,  situés  l\in  sur  e\  63,  Tautre  sur  62^3, 
et  ayant  même  abscisse,  les  valeurs  de  ;;,  celles  de  dz^  et  celles 

de  ^4  ^^  —  gi^  —  S^  sont  respectivement  imaginaires  conjuguées; 
il  en  résulte  que  20)3  et  — 2(02  sont  imaginaires  conjuguées, 
c'est-à-dire  que 

^  "2  a)t  —  A  —  B I . 

Par  suite,  la  période  20)3 —  20)2=  2  A  est  réelle,  et  la  période 
'^(03+  2  0)2=  2B1  est  purement  imaginaire;  mais  elles  ne  forment 
|>as  un  système  primitif,  car  les  périodes  2  A  et  2B1  n^entraînent 
|»as  les  périodes  (primitives)  A-+-  Bi  et  A —  B/. 

206.  Autre  forme  des  formules  d'homogénéité.  —  En  vertu  des 
formules  (9)  du  n"  185, 


^î 


=  60  >     , r»  A'3=»40   7. 


changer  w,  et  w^  en  [xtoi  et  [jl(U2  revient  à  changer  g^  et  gz  en 
-  -^'2  et  —^gz-i  de  sorte  que,  si  l'on  pose 

j)(//,  "^.w,,  -ztOi)  =  p(m,  ^,,  ^3), 
on  aura 

j>(ji//,2|xwi,  aji(o,)  =  rffiw,  ~^j,  ^S%j' 

Dès  lors,  la  première  formule  d'homogénéité  du  n®  179,  à  savoir 
s'écrit,  en  posant  u  =  -—> 

De  mêmp,  les  deux  autres  formules  d'homogénéité  donnent 

(9)  ^\T/\   ^'*^*'  ^''"^0  "^  ^^"^^"'  ^*'  ^»^» 
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207.  Étude  de  pu  pour  u,  ^'j  et  ^3  réels.  —  i"  Supposons 
(l'abord  ^1,  €2,  Cz  réels,  avec  l'i^  e^'^  621  et  soit  Q  la  demi- 
période  réelle  et  positive  de  pu;  on  a  (n"  205) 


12 


r/x 


V' i  J-3  —  ^'2  X' 


(T:» 


Construisons  la  courbe  y=: pu  pour  les  valeurs  réelles  de  //; 
il  suffit  de  faire  varier  w  de  —  û  à  -h  û,  intervalle  d'une  période, 
et  même  de  o  à  Û,  à  cause  do  la  parité  de  la  fonction. 

Pour  «  =  s,  pw  =  —  -!-...  part  de  H- oc;  p/i  commence  par 

décroître.  Le  minimum  a  lieu  pour  u  =  0,  puisque  les  demi-pé- 


riodes  û -f-  2/iil  sont  les  seuls  zt^ros  réels  de  p'u.  Ce  minimum 
est  pQ  =  j)0),  ^r^»!,  quantité  positive  lorsque  e^  ^2?  ^'3  sont 
réels,  à  cause  des  relations  ^,  -|-  (?2  +  ^3  =  o  et  Ci  >»  ^3  >>  ^2.  La 
courbe  a  la  forme  ci-dessus.  Elle  se  compose  d'une  infinité  de 
brandies  identiques. 

La  forme  de  la  courbe  donne  le  signe  à  prendre  pour  p' u  dans 
la  formule 

pu  =àzy/.\p-^  —  ^Çip  —  ^,: 

on  voit  par  exemple  que,  pour  u  compris  entre  o  et  û,  on  doit 
prendre  le  signe  — ,  ce  qui  donne 


—  dp  u    =    v/4  p-*  —Cr^p^   g^     du. 

2"  Si  c'i  est  réel  et  t^,  e-^  imaginaires  conjugués,  pu  a  encore  une 
période  réelle  et  positive,  2lî(n"20o),  égale  à  ±1(2(03 — ^^o);  p'il 
est  nul,  et  Ton  a  pH  =  j)(o>3-}-  toj —  2Wj)  =  j3tt),  =  ^,.  La  forme 
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(le  la  courbe  est  donc  la  même  que  ci-dessus,  Q  désignant  toujours 
la  demi-période  réelle  et  positive, 

208.  Remarque.  —  La  forme  de  la  courbe  montre  que,  u  crois- 
sant de  o  à  û,  pu  décroit,  par  valeurs  réelles,  de  -{-oo  à  ^i  :  la 

relation 

—  dp  a 


^Jp^^Lr^^^~g7ï>^ï~^^^i 


=  du 


donne  alors,   par  intégration  entre  les  limites  correspondantes 
o  et  Û  pour  Uy  QO  et  e\  pourp;/,  la  formule 

(II)  12=/ —  ■> 

expression  générale  de  la  demi-période  réelle  et  positive,  lorsque 
.^2  et  gi  sont  réels. 


H.  —  II.  I  > 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS   DES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 


I.  ->  CALCUL  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES. 


209.  L'importance  des  fonctions  elliptiques  dans  les  applica- 
tions provient  surtout  de  leur  usage  pour  le  calcul  des  intégrales 
elliptiques  qui  dépendent  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre.  La  forme  de  ces  intégrales  esl 
(Tome  I,  n«»  241 ,  2io  et  suivants) 


s 


Q(x)/X 


-  fix. 


P  et  Q  étant  des  polynômes  en  x^  et  X  un  polynôme  du  quatrième 
ou  du  troisième  degré. 

Si  X  est  d'ordre  quatre,  on  le  ramènera  à  Vordre  trois  par 
lin  des  procédés  indiqués  au  Tome  I  (n***  247-230),  et  cela  sans 
introduire  d'imaginaires,  si  les  coefficients  de  X  sont  réels. 

210.  Intégnration.  —  L'intégration  des  diflereutielles  elliptiques 
se  réduit  ainsi  à  celle  de  l'expression 

r  Y*{x)   dx 

où  le  polvnome  X  est  du  troisième  ordre  :  soit  posé 

X  =  a  x"^  -\-  b  x"^  -\-  c  x  -\-  d. 

On  fera  disparaître  le  terme  en  x-  parle  changement  de  variable 

X  =  ky—  -— , 

Â  étant  une  constante  que  l'on  prendra  généralement  égale  à  dz  i, 
mais  qu'il  est  parfois  utile  de  laisser  indéterminée  pour  simplifier, 
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plus  lard,  les  formules.  Le  polynôme  X  devient  ainsi 

4 

.r^j  et  ^''3  étant  des  constantes;  on  a  alors  pour  l'intégrale  proposée, 
en  ayant  soin  de  choisir  le  signe  de  A  de  manière  que  a\^  soit 
positif,  une  expression  de  la  forme 


=  > 


U(y)  et  S(y)  étant  des  polynômes  en^. 

En  appliquant  la  méthode  de  réduction  indiquée  au  Tome  1, 
n"*  2il-213,  on  ramène  cette  intégrale  à  une  partie  tout  inté- 
grée, et  au  calcul  des  trois  intégrales  de  première,  seconde  et 
troisième  espèce  [Tome  I,  n"  243),  à  savoir 

/• 5^K ^  r y  dy 


gs 


''  {y  —  ^'^^/^y^  —  éyty  — 


gz 


On  effectue  l'intégration  en  faisant,  dans  les  trois  intégrales,  le 


changement  de  variable 
d'où 


(iy  =  p'iidu  =±\/Jip^u  —  ^^ipu  —  s^idu; 

le  radical,  qui  se  trouve  alors  en  facteur  au  numérateur  et  au  déno- 
minateur, disparait,  et  les  trois  intégrales  deviennent 

/'^  =   /  du  =  u-h  const., 

V\y^  —  giy  —  g3     -' 

I  ^     ^  =  /  pu  du  =  —  i:^u -h  const,, 

J  v^y^—giy  —  gi    ^ 

dy r      du 

{y-a)s/^y'-giy-g^  ""-'  P^-^' 

Pour  calculer  cette  dernière,  posons  a  =  pc,  c  étant,  comme  a, 
une  constante;  nous  avons,  d'après  la  formule  (17)  du  n**  197, 


pu  —  pc  p  c 
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d'où,  en  inlégranl, 

/ = r-[logo'(a  -H  c)  —  \os(f(u  —  c)—  2ullc]-i-  const. 

,/    pu  —  pc  pc  °  * 

Le  problème  de  Tinlëgralion  des  difTérentielles  elllpliques  esl 
donc  complètement  résolu. 

211.  Remarque  I.  —  Il  arrive  souvent  que  les  racines  du  polv- 
nome  X  sont  en  évidence  : 

On  fera  alors,  conformément  à  la  méthode  ci-dessus. 

d'où 

élant  posé 

I  /         a-4-  P-4-y\ 


I  /         a-i-p-t-YN 


I  /         a  -f-  Q  -f-  Y  \ 
Ci  Ton  cflTecluera  Tintégration  en  posant  ensuite 

C'est  la  méthode  générale;  seulement  on  introduit  les  racines  e^ 
au  lieu  des  invarianls  go  et  ^3. 

Remarque  II.  —  Pour  calculer  Tintégrale  générale  (:i  ), 


s(r)  /47^ 


27  -  ^3 


il  n'est  pas  nécessaire  de  la  décomposer  en  intégrales  de  première, 
seconde  et  troisième  espèces,  par  la  méthode  du  Cours  de  première 
année.  En  y  posant  directement^  r=  p(Wî  git  g'z),  on  est  ramené 

au  calcul  de    /  -75-^ — -  du,  c'est-à-dire  à  Tinté^ration  d*une  fonc- 

lion  elliptique  :  on  applique  alors  la  méthode  d'Hermîte,  par  la 
décomposition  en  éléments  simples. 
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21î2.  Autre  méthode.  —  On  peut  intégrer  les  diflerenli elles 
elliptiques  d'une  autre  manière,  sans  avoir  besoin  de  ramener  à 
l'ordre  trois  le  polynôme  du  quatrième  ordre  X. 

Cherchons  d'abord  la  formule  qui  donne  l'expression,  en  élé- 
ments simples,  de  la  fonction  elliptique  y^{u)  définie  par 

a  désignant  une  constante.  Cbacun  des  deux  facteurs  de  '/(//)  a 
un  pôle  double  (w  =  o  pour  le  premier,  u  =  —  a  pour  l'aiilre) 
qui  est  zéro  simple  de  l'autre  facteur  :  y^(u)  n'a  donc  que  deux, 
pôles,  simples,  u  =  o  cl  u  =  —  a.  Autour  du  pôle  u  =  o,  on  a 

y(u)—l-^—pa-\-CiU'—..A{pa-hup'a-\-...—  pa)=—p'a-',-.... 

Le  résidu  est  donc  p'a;  pour  le  pôle  u  =  —  a,  le  résidu  est 
—  p'aj  car  (n**  167)  la  somme  des  deux  résidus  est  nulle,  l^a 
formule  d'Hermite  (n"  189)  donne  alors 

y  (  M  )  =  jj't/  [  î  f*  —  î  (  M  -+-  cr  )  -i-  C ]. 

On  détermine  la  constante  C  en  écrivant  que  y{ci)  est  nul,  d'où 

'2  p  a 
d'après  l'expression  de  ^(211),  du  n"  198,  Remarque.  Donc 

ou  encore,  d'après  la  formule  d'addition  de  Ç  (n**  197), 

/  t    »    P"  —  p'^       '    » 

^  /. ^    '  «2  pu  —  pa        '1 

Cela  posé,  cherchons  la  relation  algébrique  (n®  193)  qui  existe 
entre  les  deux  fonctions  elliptiques  de  w,  ^{u)  eff  (w),  définies  par 

I  /     N         '  r  /  M  /     \         \   p'  U  —  p'n 

^'       A  ^  -À    pu  —  pa 

X  et  a  étant  des  constantes.  On  peut  écrire,  d'après  la  formule 
d'addition  de  j), 

^^(  u)  =  pu-hpa-hp{u-ha);     ©'  —  3pa  =  (pu — pa)-\-[p(u~ha) — pa\. 
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D'ailleurs 
et  par  suite 

finalement,  en  remplaçant  yu  par  sa  valeur  (3)  ci-dessus,  à  savoir 
nous  obtenons  la  relation  cliercliée  entre  '>3  et  i  : 

(i)  ^'  =  ^Ar - C'P^ ?-'^  \v^ ^ ^ s'i- '^v'< 

après  substitution  à  2p"a  de  sa  valeur,  i^p'-a  —  ^'-^  (n"  183). 

213.   Soit  maintenant  un  poljnome  du  quatrième  degré,  X(.rK 
privé  du  terme  en  x', 

je  dis  qu'on  pourra  exprimer  x  et  \J\.  en  fonction  elliptique 
d'un  paramètre  u  :  il  suffira  d'identifier  la  relation 

(/\)'=  aoCj-^-l-  G/?ïjj"2_i_  ^  „i^r  -f-  wj  ), 
avec  la  relation  (4),  ce  qui  se  fait  en  posant 

pa  — —  '/Ï2.         p'ff  =  ///.»,         fi'î—  ^p^ff  ~  fff\' 

On  en  déduit 

^î=  ni,-¥-  \m\, 

et,  pour  obtenir  g-:^^  il  sulfit  d'exprimer  que  pa  et  p^ a  vérifient  la 
relation  classique  entre  pu  et  p' u^  ce  qui  donne 


Donc  enfin  : 


"■•  —  —  //?  :  —  m  :  -\-  liu  m 


litan t  posé  y/X  =  \^%q {x^  -{- dm-^X'-^-  ^m^x  -^  m^)^  on  expri- 
mera X  et  \JX.  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre  u  par  les 
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formules 

^=  ;  TTT; ;7;/"'  ±:/X=-/aofj>M- j)(«-r-a)], 

^      Ile*  IJ  c* 

les  fonctions  elliptiques  introduites  ayant  pour  invariants 

^5=  m^-f-  3/«|,         ^5-3=  nx^mi,—  m\— m\, 

et  a  désignant  une  constante^  définie  par  les  relations  com- 
patibles pa  =  — m2;  p'a  =  m:i.  Il  n'est  pas  nécessaire  de 
connaître  a,  qui,  dans  les  expressions  de  x  et  de  X,  n'intervient 
évidemment  que  par  pa  et  p'a. 

Cela   fait,    pour  calculer  l'intégrale  elliptique    /  jr-. — ^ -^  ?  on 

n'aura  qu'à  y  remplacer  x  et  y/X  par  leurs  valeurs  ci-dessus  en  u, 
()uant  à  dx^  comme  on  a 

ll(u-T-  a)=  i:u  -hZa  -\ =  ^u  -r-la-hx, 

•■  * 

on  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  u, 

dx  ^       ,     /X  dx        ,     du 


de  sorte  que  l'intégrale  proposée  devient 

K  désignant  la  fraction  P  :  Q,  et  l'on  est  ramené  à  intégrer  une 
fonction  elliptique,  ce  qu'on  fera  par  la  méthode  d'Hermite.. 


II.  -  COURBES  DE  GENRE  UN;  CUBIQUES  PLANES. 


214.  D'après  le  Tome  1,  p.  aSg,  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  courbe  de  genre  un  peuvent  s'exprimer  rationnellement  en 

fonction   d'un  paramètre  x  et  d'un  radical  ^X,  portant  sur  un 
polynôme  du  quatrième  degré  en  t. 
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Si,  dans  ces  expressions,  on  remplace  x  et  ^X.  par  leurs  valeurs 
en  fonction  elliptique  du  paramètre  u  (n°  213),  on  voit  que  : 

Les  coordonnées  d^  un  point  d'une  courbe  de  genre  un  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  elliptique  d'un  paramètre. 

Les  intégrales  abéiiennes  appartenant  à  une  courbe  de  genre  un 
sont  réductibles  (Tome  I,  p.  269)  à  des  intégrales  elliptiques;  on 
sait  donc  les  exprimer  par  les  fonctions  p,  X^  et  d. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  les  courbes  de  genre  un 
en  général;  mais  nous  étudierons  avec  détails  le  cas  particulier 
des  courbes  du  troisième  ordre. 

2I0.  Cubique  plane.  —  Dans  le  cas  de  la  cubique  plane,  011 
peut,  pour  tiouver  l'expression  elliptique  des  coordonnées  d'un 
point,  procéder  comme  il  suit. 

Une  cubique  plane  admet,  comme  on  sait,  des  points  d'inflexion 
(9  en  général)  :  prenons  un  de  ces  points  pour  origine  et  la  tan- 
gente en  ce  point  pour  axe  des  x\  l'équation  de  la  courbe  sera  de 
la  forme 

(i)  A  j-'-h  ^x^y  -+-  G^'*J*  -T-  \^y^  -k-  '?.y{oLX  -+-  ^f)  -^-y  =  o, 

cary  doit  être  en  facteur  dans  les  termes  du  second  degré. 
En  posant 

(2) 


1 

X          ^ 

-  —  ^' 

y 

y 

la  relation  précédente  s'écrit 

(rj -h  at -+- p)î  =  — A$»H- (a»- B)  5*-+- (2Jtp  —  G)  t  +  ?î- D. 

Posons  encore 

( 3 )  \  =  ni\  -\-  ti, 

m  étant  pris  de  telle  sorte  que  le  coefficient  de  X'  dans  le  second 
membre  soit  4j  et  n  de  telle  sorte  que  le  coefficient  de  X^  dans  ce 
second  membre  soit  nul;  on  aura 

(4)  [fi  +  a(mX  -+-  n)-r  ?  j*  -  4  y^'-gt\  -  rTz. 
g2  et  ffi  désignant  des  constantes. 
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On  peut  alors  poser 

ce  qui  donne,  par  (^), 

r  -h  a  (  //i  X  -f-  n  )  H-  3  =  ji'  // , 

d'où 

A  et  [JL  étant  des  constantes.  Remontant,  de  X  et  v;,  à  ;,  a:  cl  y,  on  a 


On  a  ainsi  exprimé  x  et  y  en  fonction  elliptique  du  paramètre  ii; 
ces  formules  sont  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans  les 
suivantes,  où  les  deux  dénominateurs  sont  les  mêmes  : 


ap  II  H-  ojîM  -+-  6-  "^  a p  tt  -h  u ]ui  -h  c 


f 


les  a,  a',  a,  .  .  .   désignant  des  constantes. 

Observons  qu'à  une  valeur  u  du  paramètre  et  aux  valeurs 
w-|- Période,  correspond,  par  les  formules  (5),  le  même  point  :r,j^. 

Inversement,  je  dis  que  la  courbe  représentée  par  les  deux 
équations  (3),  u  étant  un  paramètre  variable,  est  une  cubique.  En 
effet,  une  droite  quelconque,  Ax  4-  By  4-  C  =  o,  la  coupe  en  des 
points  dont  les  arguments  u  vérifient  Téquation 

A(3tp'i/  -+-  Pp  w4- y)-i-  B{ol'p'u  -+-...)-+-  C(rtp'M  h-...)  =  o; 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  elliptique 
d'ordre  3,  car  elle  n'admet,  à  des  périodes  près,  que  le  pôle  triple 
u  =  o;  elle  a  donc  trois  zéros  :  la  courbe  étant  ainsi  coupée  en 
trois  points  par  une  droite  quelconque,  et  étant  d'ailleurs  algé- 
brique (n**  193),  est  d'ordre //'O/A'.  c.  q.  f.  d. 

216.  Propriétés  géométriques.  —  D'après  cela,  les  arguments 
Uij  2/2)  '^3  d^s  trois  points  où  une  droite  quelconque  rencontre  la 
cubique  (5)  sont  les  zéros  d'une  fonction  elliptique  d'ordre  trois, 
admettant  le  pôle  triple  u  =  o;  donc  on  a,  pour  trois  points  en 
ligne  droite  (n^'lTO), 

"i  -H  "i •+-  i^i  =  Période. 


9.34  DEUXIÈME   PARTIK.    —   FONCTIONS   d'LNK   VARIABLE   IMAGINAIRE. 

Inversement,  si  les  argiimcnls  ;/|,  «2,  Ws,  de  trois  points  de  la 
cubique,  vérifient  la  relation  W|  -}-  W2-I-  ^3=  Période,  ces  points 
sont  en  ligne  droite  :  car  la  droite  menée  par  u^  et  u^  coupe  la 
cubique  en  un  nouveau  point  u'  tel  que  //|-|-«2-+-w'  S'oit  une 
période;  on  aura  donc  //3=w' -H  Période,  c'esl-à-dire  que  le  point  w' 
coïncidera  géométriquement  avec  f/3. 

De  même,  pour  que  six  points  //|,  u^i  •  .  .^  tid  soient  sur  une 
conique,  il  faut  et  il  suffit  que 

// 1  -h  Mj  -i- . . .  -+-  //^  =  Période. 

De  là  se  réduisent  de  nombreuses  propriétés  géométriques. 

Par  exemple  :  Si  trois  couples  de  points  d'une  cubique  sont 
sur  une  conique,  les  trois  droites  correspondantes  coupent  la 
cubique  en  trois  nouveaux  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Car  si  W|,  1/',  ;  ^2,  u^\  W3,  1/3  sont  les  points  des  trois  couples, 
les  trois  nouveaux  points  sont — (ai +  «',),  — (''2-H''2)>  — (''s +"'3) 
et  Ton  a  bien 

—  (  //i  -f-  u\  -4-  i/j  -4-  w'j  -h  Hz  -h  w'3  )  =  Période, 
puisque  les  six  points  primitifs  sont  sur  une  conique. 

217,  Corollaires.  —  On  peut  supposer  que  la  conique  se  réduit 
à  deux  droites,  d'où  un  corollaire  facile  à  énoncer;  si  les  deux 
droites  sont  confondues,  on  a  cette  proposition  : 

Trois  tangentes  à  une  cubique,  dont  les  points  de  contact 
sont  en  ligne  droite,  coupent  la  courbe  en  trois  nouveaux  points 
qui  sont  aussi  en  ligne  droite, 

218.  Points  d'inflexion.  —  En  un  point  d^inQexion  u  passe  une 

droite  (la  tangente)  qui  coupe  la  courbe  en  trois  points  confondus 

avec  u\  donc 

3  //  =:  Période, 

d'où 

7. /«i  (Oi  H-  >  /n<*'o^ 


u  = 


S 


s>. oj|,  acL)2  désignant  les  périodes  des  fonctions  elliptiques  intro- 
duites, et  /?Z|,  /??2  des  entiers  quelconques. 

il  j  a  donc  neuf  points  d'inflexion,  obtenus  en  donnant  à  mi ,  /7I2 
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les  valeurs  o,  i,  2  :  car  aux  valeurs  mi,  m^  et  nii  +  3//,  nin-^-  3 A* 
correspond  le  même  point.  Soient  (mi,  Wj)  et  (m', ,  m!,)  deux  de 
ces  points;  la  droite  qui  les  joint  coupe  la  cubique  en  un  nouveau 
point  qui  est  aussi  d'inflexion,  car  «on  argument  est 

—  9.  (  /?! I  -f-  m\  )  (•) I  —  7  (  m^-h  m\  )  (05 

Les  points  d^nflexion  sont  ainsi,  trois  à  trois,  sur  des  droites, 
dont  il  passe  évidemment  4  P^i*  chacun  d^eux.  On  a  ainsi,  en 
tout,  9  X  4  =  36  droites,  dont  chacune  est  comptée  trois  fois  :  h; 

nombre  des  droites  est  donc  —  =  12. 

219.  Tangentes  issues  d'un  point.  —  Les  arguments  v  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées  à  la  cubique  par  un  de  ses  points  11 
vérifient  Téquation 

9,  (•  -4-  //  —  Période, 
ou 

V  =z 1 —  Période. 

Il  y  a  quatre  demi-périodes  distinctes  aux  périodes  près,  savoir 
o,  b)|,  b)2,  0J3  ;  donc  quatre  tangentes. 

La  droite  qui  joint  deux  quelconques  des  points  de  contact  et 
"^elle  qui  joint  les  deux  autres  se  rencontrent  sur  la  cubique;  car 

droite  qui  joint  les  points  —  —  et h  W|,  coupe  encore  la 

cubique   au  point  u  —  ca,,   et   la  droite  qui  joint  — -- 4- w.j  cl 

h  tJ3  la  coupe  au  point  u  —  ca2 —  W3,  c'est-à-dire  w-hW|  '. 

c*e  point  est   le  même  que  le  précédent  puisque   la   diflerence 
//  -h  Cl),  —  {^u  —  w,  )  est  une  période,  2  w, . 

On  détermine  ainsi  trois  nouveaux  points  de  la  cubique  //  +  &>,, 
f/ -f- W2î  w -h  W3  ;  les  tangentes  en  ces  points  et  la  tangente  au 
point  primitif //  se  coupent  en  un  même  point,  situé  sur  la  courbe, 
d'argument  —  2//,  clc. 

220.  Différentielles  abéliennes.  —  i^our  une  cubique /(j:,j^)  =  o, 
X  ^X,  y  élant  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  w,  toute 
diflerentiellc  abélienne,  F(a;,  y^  rfx,  où  F  est  rationnel  en  x  et  y^ 
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prend  la  forme  'f(w)  rfe/,  'f  (w)  clanl  elliptique.  On  peut  donc  I'îq- 
légrer  par  la  mélhode  d'Hermile. 


Exemple  v\  —  Les  inU^grales 

f ^ ..     / ^^ , 

se  ramènenl  aux  intégrales  ellîpliques  :  car  en  posant 

(6)  j'^  =^  x^ -^  ax^-\- bx -\- c. 


elles  s'écrivent   /  — >    /  — r;  elles  sont  donc  abélienncs  relalJve- 

J    y     J   y^ 

ment  à  la  cubique  (6).  Pour  les  calculer,  il  falit  exprimer  les 
coordonnées  x  eX y  d'un  point  de  (6)  en  fonction  elliptique  d'un 
paramètre;  or,  en  décomposant  le  second  membre  en  facteurs, 
l'équation  (6)  s'écrit 

et  un  point  dUnJlexion  de  cette  courbe  est  en  évidence,  le 
point  y  =z  o^  X  =  7.^  où  la  tangente  est  la  droite  x  —  a  =  o.  La 
méthode  du  n'^  215  s'applique  alors  sans  difficulté. 

Exemple  i^.  —  L'aire  comprise  entre  un  arc  de  cubique,  les 
deux  ordonnées  extrêmes  et  l'axe  des  x  a  pour  expression 

/  y  ^/•^; 

on  saura  donc  la  calculer  par  les  fonctions  ellipti(|ues.  11  en  est 
de  même  de  l'aire  comprise  entre  un  arc  de  cubique  et  les  deux 
rayons  qui  vont  de  l'origine  des  coordonnées  aux  extrémités  de 
cet  arc  :  elle  a  en  ellet  pour  expression 

-    j  (  X  dy  —y  dx  )  -:  -jy--  I  y  dx, 

car  l'aire  du  triangle  qui  a  pour  sommets  l'origine  et  les  points  {x^y) 

{x -\- dx  j  y -\- dy)   est   -{xdy — ^c/^),  en  valeur  absolue. 

A  tllre  d'application,  considérons  une  cubique  dont  les  asymp- 
totes sont  concourantes  à  l'origine,   et  inflexionnelles  :  prenons 
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pour  axe  des  r  une  de  ces  asymptoles;  la  cubique  a  pour  équation 

T(y^-h2aj'y-{-ùx^)  =  /^c         ou         (  y -^  ax)^ -h  kar^  =   ^^• 

Faisons  x  =  y;  il  vient 
fj^z  étant  égal  k  k  l  c.  Si  donc  on  pose 

\  =  J>(",o,  ^a), 

on  aura 
d'où 

I  \/c  !>'  tt  —  n 

a:=  — >         r= ' 

P  n  J)  '/ 

et 

T  dy  —  y  dr  =  x^  d  l-\  =  -  —  j/ //  du  =  6  ^  du, 

puisque  p''u  =  6p^u ff-j,   et  qu'ici   «-2=0.  L'aire  comprise 

entre  un  arc  de  cubique  MoM|  et  les  rayons  qui  vont  de  l'origînr 
aux  points  Mo  et  M|  est  donc,  si  l'on  désigne  par  Uq  et  Ui  les  para- 
métres elliptiques  de  M^  et  M|  sur  la  cubique, 


!J  /c    /       du  =  3^c(iti  —  «y  ). 

•     M- 


On  obtient  par  là  une  inlerprélalion  géométrique  du  paramétre 
elliptique  u,  et  le  théorème  sur  les  arguments  de  trois  points  en 
ligne  droite  (ut  -H  M2-f-  «8  =  const.)  s'énonce  ainsi  : 

Soit  une  cubique  à  asymptotes  distinctes,  injlexionnelles  et 
concourant  en  un  point  O;  une  droite  la  coupe  en  trois  points 
M|,  M2,  M3  :  si  la  droite  se  déplace  d^une  manière  quelconque, 
les  aires  balayées  par  les  rayons  vecteurs  0M|,  OM2,  OM3  ont 
à  chaque  instant  une  somme  algébrique  nulle. 
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III.  —  PENDULE  SIMPLE. 


221.  Une  des  applications  mécaniques  les  plus  simples  des 
fondions  elliptiques  est  Tétude  du  mouvement  du  pendule. 

222.  Loi  du  mouvement.  —  Soit  cp  Tangle  que  fait,  au  temps  /. 
la  tige  OM  {^fig*  78)  du  pendule  avec  la  verticale  dirigée  vers  !<? 
bas;  à  l'origine  du  mouvement,  alors  que  l'angle  cp  était  égal  à  '^„. 

Fi"    "S 


on  a  abandonné  le  pendule  sans  vitesse  initiale.  La  longueur  d<* 
la  tige  étant  /  et  l'accélération  due  à  la  pesanteur  étant  g^  Féqua- 
lion  du  mouvement  est,  d'après  la  Mécanique, 


/  r/2 


dr- 


Mil  '^. 


ch 


Multipliant  les  deux  membres  par -y*  »  et  intégrant  par  rapport 
à  ^,  on  obtient 


—  COSC  COSCin» 


puisque,  pour(p  =  ag,  la  vitesse,  l   .^>  esl  nulle. 
Celte  équalion  s'écrit 


<•) 


V 


-^-dt=^ 


r/s 


di  v^cosç  —  COS'io 


Le  second  membre  se  ramonerait  à  la  différentielle  elliptique 
de  première  espèce  en  j)osant  cos'^  =  a:;  nous  arriverons  à  un 
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lésiillat  plus  simple  en  prenant  pour  variable  tang--i  ou  mieux 
cot -i-^-^ — 2,  qui  en  est  une  fonction  linéaire.  Posons  donc 


•1 


col =  X  ; 


d'où 

I    ,    /              .  ^  ^0  —  o  \          .               ,            V.  (lu: 
-  flo  {  i-h  col-  -•- '■   )  =  (tw,         <io  = ^ . 

•2       *    \  -^         /  *  I  -r-  ^* 

D'ailleurs  on  a 

coso  =  cos(<po —  9  —  9o)  =  cos(oo —  'f)  t'os'^o-+-  *>•»<  'fo —  ?)  sinoo» 

et,  en  utilisant  les  formules  qui  donnent  sinu  et  cosu  en  fonction 

de  cot-)  on  trouve 
'À 

X^  —  I  'IX         . 

cos'i  =  — T cos^o-î sin:?o« 

X*  -+-  I         *         j-*  -^  I 

Portons  ces  valeurs  derfo  et  decos^pdansTéquation  (i);  celle-ci 
devient 


\      l  ^ '}.( \  -k-  x^  )  { X  si n  Oy — cos^ 


'X  f/x  1 


/•2  (  wT  H-  i  )  {  X  —  i  )  (x COtOo)   v^siiiOo 

et  le  dernier  membre  est  une  différentielle  elliptique  en  x.  Pour 
la  réduire  à  la  forme  normale,  posons  (n®  211), 

I 
X  —  y  -\'  -coloo; 

il  vient 


<3>. 


^\/'f<'^  = 


étant  posé 

•2  .1  .1 

ei=  -cot^o,        c,=  «  —  -cot  ©01        e3  =  —  «—  -cotç©. 

Faisons  maintenant,  dans  (3),^  =  p(i/,  ^a),  nous  avons 

/•>./r   ,  '2/5     jû*  Il  du  -ii/â      , 

V      ^  v^sin^o      ^  "  ysinoo 
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Cl,  en  inlégraiil, 


±„  =  ^/&;,^C; 


d'où,  en  renionlanl  la  série  des  calculs, 

(4)  a7  =  colI^^  =r-f- 300190=  3  col(po-f'j>(^^^^-^/-f-CJ. 

Pour  délerminer  la  constante  C,  observons  que,  pour  ^  =  o, 

'^  est  égal  à  <poî  col?^-; — '-  est  donc  infini,  ce  qui  exige  que  pC 

soit  infini,   ou  que   C  soit  une  période  de  p;/.  L'équation  (4) 
s'écrit  alors 

(5)  cotîiri?='eot<p,^,>(^m^,); 
elle  donne  Tangle  ©  en  fonction  du  temps  l, 

223.  Discussion.    —    Désignons,    pour  simplifier,   i/^-77^' 

par  v\  lorsque  v  croît  de  o  à  la  demi-période  réelle  û,  pv  décroît 

(n"  207)  de  +ooà  ei  ;  col^^ — ^  décroît  donc  de  +00  à  ^col<po-hei, 

c'est-à-dire  à  cot'^o,  et  par  suite  l'angle  cp  décroît  de  ç^  à  — Çq. 
La  demi-oscillation  s'obtient  donc  en  faisant  varier  ^  de  o  à 


s/ 


-i^o. 


Si  Ton  continue  à  faire  croître  r  de  Q  à  2Q,  -pv^  et  par  suite  ©, 
repasse  en  sens  inverse  par  les  mêmes  valeurs,  de  sorte  qu'aux 
valeurs  v  et  2Q  —  v  corresponde  une  même  position  du  pendule. 
Pour  i' =  aii,  le  pendule  revient  au  point  de  départ. 

La  durée  de  l'oscillation  complète,  T,  est  donc  égale  à 


et,  pour  û,  on  a  la  formule  (i  1)  du  u**  208, 

0=  r  <y  =  r  ^-^ 

I 
en  posant  toujours  y'=^  x  —  -r  cot  cp^. 
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IV.  -  THÉORÈME  DE  PONCELET. 


221.  Euler  avait  observé  qu'on  ne  peut,  en  général,  inscrire  à 
une  circonférence  donnée  un  triangle,  qui  soit  en  même  temps 
circonscrit  à  une  autre  circonférence  donnée  au  hasard  :  le  pro- 
blème pourtant  semble  possible  a  priori^  le  nombre  des  inconnues 
étant  égal  à  celui  des  équations.  Euler  a  également  établi  que,  s'il 
existe  un  pareil  triangle,  il  en  existe  une  infinité  d'autres.  Pon- 
celel  a  donné  à  la  Remarque  d'Euler  une  extension  célèbre  que 
Jacobi  a  ensuite  rattachée  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
V  ce  point  de  vue,  nous  déduirons  le  théorème  de  Poncelet  du 
lemme  suivant. 

22o.  Lemme.  —  Soit  S  une  conique;  les  coordonnées  carté- 
siennes d'un  de  ses  points  peuvent,  comme  on  sait,  s'exprimer  en 
fonction  d'un  paramètre  ou  argument  /,  sous  la  forme 

_  ai /*-+- />!  / -+- t'i  _  aj /^ -+- ^2  ^ -+- ^2 

les  a,  0,  c  étant  des  conslanres.  A  une  valeur  de  t  ne  correspond 
qu'un  seul  point  de  la  conique  S;  inversement,  à  un  point  de  la 
conique  ne  correspond  qu'une  valeur  de  C  :  par  exemple,  t  peut 
être  le  coefGcient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  le  point  jCjy  à 
un  point  fixe  de  la  conique. 

Les  équations  (S)  ne  changent  pas  de  forme  si  l'on  y  remplace/ 
par  une  nouvelle  variable  0,  définie  par 

(i)  t=  — k  »         <1  ou         0  = ^ , 

a,  ^,  y,  o  étant  des  constantes.  Soient  alors  /o?  ^i?  'a?  ^3  h  s  ar- 
•;uments  t  de  quatre  points  quelconques  de  S;  eo,  Ct,  e-j,  e-^  les 
valeurs  de  8  qui  leur  correspondent  par  (i);  je  dis  que  je  puis 
choisir  a,  p,  y,  8  de  manière  que  e©  =  oo  et  que  ^i  -j-  ^2  4-  f  3  =  ^« 
Il  suffit  pour  cela  de  prendre,  pour  relation  (i)  entre  t  et  0,  la 
relation 

(2)  0  = h/t,  {h  étant  une  conslanlo), 

II.  -  II.  l(> 
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de  sorlc  que  e^  sera  bien  infini,  et  de  déterminer  ensuite  h  de 
manière  que  Ton  ait 

en  3A  +  —'— +  —!—  +  —!—=.,, 


car  e^  = +  A  ; 

Ainsi,  et  c'est  le  Lemme  que  nous  avions  en  vue  ('),  on  peut 
représenter  paramélriquement  une  conique  par  des  équations  de 
la  forme  (S),  de  manière  que  les  arguments,  0,  de  quatre  points 
donnés  (quelconques),  Aq,  A|,  Ao,  A3,  sur  la  conique,  soient  res- 
peclivcment  00  et  trois  quantités  de  somme  nulle  (ci,  e-^j  e^). 

226.  Posons  maintenant,  dans  les  équations  (S),  où  Ton  a  écrit 
0  à  la  place  de  /, 

En  vertu  de  celte  relation  et  des  équations  (S),  à  une  valeur 
de  pu  correspond  un  seul  point  de  la  conique  S,  et  à  un  point 
de  S,  une  seule  valeur  de  pu^  c'est-à-dire  deux  arguments  ellip- 
tiques u  (à  des  périodes  près),  égaux  et  de  signes  contraires.  En 
d'autres  termes,  une  valeur  de  u  donne  un  point  de  la  conique,  et 
à  un  point  de  la  conique  répondent  deux  arguments,  -f-w  et  — u: 
bien  entendu  les  arguments  u  +  Période  donnent  le  même  point 
que  u. 

Cela  posé,  soit  c  une  constante  donnée  quelconque;  étudions 
Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint,  sur  la  conique  S,  les  deux  points 
d'arguments  u  cl  c  —  w,  c'est-à-dire  deux  points  dont  les  argu- 
ments elliptiques  ont  pour  somme  c  :  cette  enveloppe  est  algé- 
brique, puisque  p{c  —  u)  est  fonction  algébrique  de  pu  (n°198). 

Pcir  un  point  de  S,  d'arguments  ±  w,  passent  évidemment  deux, 
cl  deux  seulement  de  ces  droites,  à  savoir  celles  qui  joignent  res- 
]»ectivement  ce  point  aux  deux  points  cz^u;  l'enveloppe  des 
droites  considérées  est  donc  une  courbe  de  seconde  classe,  c'est- 
à-dire  une  conique,  T'.  11  est  facile  de  trouver  les  quatre  points  où 


(')  On  vérifie  inimédialcment,  à  l'aide  de  (a)  et  des  expressions  c,  = h/i 

qu'on  a,  en  désignant  par  k  une  conslantc, 


«  • .  •  t 


dt  A  rfO 


\/\t-i,){l'-(,)i.t-t,){l-l,)        ^  (0-e.)(ô-e,)(e-e3) 
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la  conique  S  est  coupée  par  T'  :  soit  a  l^argument  de  l'un  d'eux; 
les  deux  tangentes  menées  à  T'  par  le  point  u  doivent  coïncider, 
et,  comme  elles  joignent  respectivement  u  aux  points  c  -f-  w  et 
c  —  M  de  la  conique  S,  il  faut  que  ces  deux  derniers  se  confondent, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

c  -\-  u  ==b(c  —  M)-f-  Période. 

On  doit  prendre  le  signe  -|-,  sinon  on  trouverait  pour  c,  qui 
est  donné  arbitrairement,  une  valeur  particulière  (c  =  ^  Période); 
on  aura  donc  2//  =  Période,  et,  par  suite,  en  appelant  2b)|,  20)2, 
2(0j  les  périodes  de  p{u^  ^1,^2»  ^3)?  on  obtient  les  quatre  solu- 
tions 

u  =  0,  oii,  wj,  (03         (-h  Période), 

ce  qui  donne 

ym.     c'est-à-dire     0,         =  «,  «1,  ^2,  ^3- 

Les  quatre  points  cherchés  sont  donc  les  quatre  points  donnés 
primitivement,  A©,  A,,  A2,  A.,,  sur  la  conique  S.  Au  point  Aq 
(j3f/  =  00  ou  a  =  o),  la  conique  ï'  touche,  d'après  ce  qui  précède, 
la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  d'argument  c. 

On  trouverait  évidemment  la  même  conique  T'si  l'on  changeait 
c  en — c,  car  les  points  — c  ±  w,  coïncident  respectivement 
avec  les  points  cz^^u. 

Ainsi  :  Soit  S  une  conique  pour  laquelle  les  coordonnées 
cartésiennes  d'un  point  s'expriment  par  des  quotients  de  poly- 
nômes du  second  ordre  en  pu,  les  deux  dénominateurs  étant 
les  mêmes  :  les  droites  qui  joignent  sur  cette  conique  deux 
points  dont  les  arguments  elliptiques  ont  une  somme  {ou  une 
différence)  (*)  constante  c  enveloppent  une  conique  T\  toutes 
les  coniquesli',  obtenues  ainsi  en  faisant  varier  la  constante  c, 
coupent  S  en  quatre  mêmes  points,  qui  sont  ceux  d'arguments 
elliptiques  o,  (0|,  w^,  0)3. 

227.  Réciproquement,  considérons  les  coniques  T  qui  coupent 
en   quatre  points,  Aq,  A|,  A2,  A3,  une  conique  S,  représentée 


(')  Au  lieu  de  la  somme,  on  peut  dire  la  différence,  puisque  les  arguments 
elliptiques  ne  sont  définis  qu'au  signe  près. 
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pararnélriqiiement  en  t  par  des  équations  du  type  (S)  :  înlro- 
dutsons,  à  la  place  de  ^,  un  paramètre  6,  lié  à  t  par  une  équa- 
tion (2),  de  manière  que  les  arguments  6  de  Ao,  A|,  A2,  A3 
soient  00  et  trois  quantités  de  somme  nulle,  ^1,  e^i  e%  :  si  Ton 
pose  6  =  j3(w,  ^1,  ^2,  ^3),  je  dis  que  chacune  des  coniques  T  sera 
l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  sur  S  les  points  d'arguments 
elliptiques  u  et  c  —  1/,  c  étant  une  constante  convenablement 
choisie. 

Soit,  en  efTel,  T  la  conique  considérée;  prenons  pour  ±:  c  l'ar- 
gument elliptique  du  point  où  la  tangente  menée  à  T  au  point  A» 
(qui  répond  à  6  =  j3tt  =  oo,  c'est-à-dire  à  f/ =  o)  coupe  de  nou- 
veau la  conique  S  :  l'enveloppe  correspondante  est  (n°  226)  une 
conique  T',  qui  passe,  comme  T,  par  Aq,  Aj,  A2,  A3  et  qui  louche 
en  Ao  la  droite  joignant  ce  point  au  point  d'argument  c,  c'est- 
à-dire  qui  a  en  A0  la  même  tangente  que  T;  il  en  résulte  immé- 
diatement que  ï' coïncide  avec  T  (').  c.   Q.  F.   D. 

228.  Théorème  de  Poncelet.  —  D'après  cela,  étant  données 
deux  coniques  quelconques,  S  et  T,  on  peut  représenter  parainé- 
triquement  S,  en  fonction  d'un  paramètre  pa,  de  telle  sorte  que 
les  tangentes  menées  à  T  par  un  point  arbitraire  de  S,  d'argument 


(  '  )  Ce  ihéorcnie  peut  recevoir  la  forme  suivante  :  Soient  a'  et  u'  les  argu- 
ments elliptiques  des  deux  points  où  une  tangente  de  T  coupe  S  ;  on  a 
du'±:  du"  =  o,  quand  on  passe  de  cette  tangente  à  la  tangente  infiniment  voi- 
sine. Or,  on  a  posé  8  =  ji«,  d'où  c/0  =  p'udu^  c'esl-à-dire 

,  d^ 

du  ■--  — rrr= z =zrr > 

y'j(6_6,)(0-e,)(6-e3) 
ce  qui  donne 

o. 


R(îvc*n;inl  de  0  à  l'ancienne  variable  /,  on  obtient  ainsi,  d'après  la  Note  du  n*  225, 
la  relation 

-://'  ,  df 

=  o. 


\^t'-t;){t'-t,){t'-t,){t'--t,)    siit"  -'t,){f  -  t,){f'  -  t,){t'  - 1^) 

t'  et  t"  étant  les  arguments  des  deux  points  où  la  conique  S  est  coupée  par  une 
tangente  quelconque  de  T,  et  t^^  t^^  ^j,  t^  les  arguments  des  points  où  elle  c^J 
coupée  par  T.  [^Voir  une  démonstration  directe  de  ce  théorème  au  n»  280,  Note.; 
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elliptique  ±  W|,  coupenl  de  nouveau  S  respeclivemenl  aux  points 
(rarguments  c  dz  W| ,  ou  encore  M|  ±  c,  c  désignant  une  constante. 
Prenons  par  exemple  la  première  tangente,  celle  qui  coupe  de 
nouveau  S  au  point  ii2y  tel  que 

La  deuxième  langente  menée  de  u-j  à  T  coupe  S  en  un  nouveau 
point  U3,  tel  que 

et  ainsi  de  suite.  On  obtient  de  la  sorte  sur  S  des  points  d'argu- 
ments 

1/1,     «i-4-r,     //j-h2C,     Mi-4-3f7,     ...,     Ui-h  ne,     ... 

formant  les  sommets  successifs  d'une  ligne  polygonale  dont  les 
côtés  touchent  T;  pour  que  la  ligne  se  ferme,  avec  n  côtés,  il  faut 
<|ue  le  (n  -+- 1)'«°'<=  sommet  coïncide  avec  W| ,  c'est-à-dire  que  l'on  ail 

(4)  "i  -*-  ftf  =  Wj  -h  Période  (^)j 

d'où 

ne  =  Période. 

Cette  condition  est  indépendante  du  point  initial  u^  ;  si  elle  est 
vérifiée,  la  figure  polygonale  se  fermera  toujours,  quel  que  soit 
le  point  de  départ,  sinon  elle  ne  se  fermera  jamais. 

Donc  : 

Deux  coniques  étant  données,  il  n  existe  pas,  en  général, 
(le  polygone  de  n  côtés,  inscrit  à  Cune  et  circonscrit  à  Vautre; 
si  un  tel  polygone  existe^  il  y  en  a  une  infinité  d^ autres. 


(  *  )  Le  point  —  u  étant,  sur  S,  le  même  que  le  point  li,  on  aurait  pu  aussi  écrire 

Mj  -+-  ne  =  —  w,  -f-  Période. 

xMais  en  ce  cas  on   n'aurait  pas   un  véritable  polygone.  Le  deuxième   sommet 
w,-+-  c,  coïnciderait  en  effet  avec  le  n'*"%  u^->r  (/i  —  i)c,  car,  en  vertu  de  l'équa- 
tion précédente,  on  a 

z/jH-  {n  —  i)c=— (M,-t-c)-+-  Période  ; 
et  ainsi  de  suite;  oh  trouverait  donc  une  ligne  polygonale  repliée  surelle-mènae 
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229.  On  peut  déduire  de  la  ihéorîe  précédente  d'autres  consé- 
quences intéressantes,  également  dues  à  Poncelet. 

1**  Si  les  sommets  d'un  polygone  de  n  côtés  se  déplacent  sur 
une  conique  S,  et  si  les  {n  —  \)  premiers  côtés  restent  tangents 
à  une  coniqueTf  l'enveloppe  dun^^"*^  côté  est  une  conique,  qui 
passe  par  les  quatre  points  d'intersection  de  S  et  de  T. 

Car,  S  et  T  élant  les  coniques  du  numéro  précédent,  si  i/j, 
U2y  .. .,  Un  désignent  les  arguments  elliptiques,  sur  S,  des  n  som- 
mets, et  si  les  (/i  —  i)  premiers  côtés  touchent  T,  on  aura  (n®  228) 

Le  n'*™'  côté  est  celui  qui  joint  les  sommets  Un  et  u%  ;  la  diffé- 
rence Un  —  W|  étant  la  constante  (/i  —  i)c,  l'enveloppe  de  ce  côté 
est  (n^226)  une  conique  passant  par  les  quatre  points  d'arguments 
elliptiques  o,  coi,  €1)2,  0)3,  c'est-à-dire  par  les  quatre  points  Ao,  A|, 
Aa,  A3,  communs  à  S  et  à  T. 

2**  Si  les  sommets  d'un  polygone  de  n  côtés  se  déplacent  sur 
une  conique  S,  et  si  (n  —  1)  de  ses  côtés  restent  respectivement 
tangents  à  (n  —  i)  coniques  T,  T, ,  ...,  T„_2,  coupant  toutes  S 
en  quatre  mêmes  points,  r enveloppe  du  n^^'^^  côté  est  une 
conique  T„_i,  qui  passe  aussi  par  ces  quatre  points. 

Car  les  arguments  elliptiques,  sur  S,  des  sommets  successifs 
du  polygone  sont 

Il „=  //|  -f-  c  -h  Cl  -i-. .  .-^  ^//-;» 

et  la  différence  w,, —  u^  est  encore  constante. 

De  même,  la  droite  qui  joint  le  sommet  de  rang  h  au  sommet 
de  rang  k  enveloppe  également  une  conique,  qui  passe  par  les 
quatre  mêmes  points. 

2JiO.  Application  au  pendule.  —  Nous  avons  trouvé  (n**  222), 
pour  l'anglcîcpdu  pendule  avec  la  verticale,  au  temps  ^,  la  formule 

Om —  o         I 
(5)  COt-: i-  =  -C0tOrt-+- P^' 
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V  désignant  une  quantité  proportionnelle   au  temps.  On  déduit 

de  là,  pour  cot^>  une  expression  de  la  forme  cot -i-  =  — -, f—y 

les  m  et  n  étant  des  constantes  :  par  suite,  les  coordonnées 
/sinc5  et  /coso,  du  point  pesant  pendulaire  qui  décrit  une  circon- 
férence S  de  rayon  /,  auront,  en  fonction  de  pr,  des  expressions 
du  type 

,  aip^v  -r-  bipv  -h  Cl  .   .  a^p^v  -T-  bipv  -h  Ci 

l  ces  o  =     -    — — -  '  /sin^=  —  -- - 

n-ip^v  -^  b^pv  -+•  c:^*  '        a^p'^v  -^  b^pv  -^  c^ 

{itiy   bi,   Ci  rrz  COnSl.). 

Ces  expressions  sont  semblables  à  celles  introduites  aux  n°*  22o 
et  226  pour  la  conique  S  ;  donc  la  droite  qui  joint  sur  la  circon- 
férence S  deux  points  dont  les  arguments  c  ont  une  différence  fixe, 
c'est-à-dire  deux  positions  du  pendule  séparées  par  un  intervalle 
de  temps  constant,  enveloppe  une  conique,  T',  coupant  S  aux 
points  pour  lesquels  on  a 

Or  la  formule  (5)  ci-dessus  donne  respectivement,  pour  pv  =  td 
et  pv  =  e,  =r  -  cotÇo,  les  valeurs  o  =  tf^  et  o  =  —  tpo?  comme  on 

l'a  vu  d'ailleurs  au  n°  223  :  les  points  correspondants  sur  S  sont 
la  position  initiale  du  point  pesant,  et  sa  symétrique  par  rapport 
à  la  verticale  du  point  de  suspension.  Pour  pv  =  e^  ou  ej,  c'est- 
à-dire  pv  ^=±  i —  -  cottpo,  on  a 

cot  '  —  col  -î— 

cot   ' =  _  £,  OU =11=1, 

I  4-  col-'-  COl-i— 

ce  qui  donne 

col^-=rb/:        d'où        colo==iiï, 

et  les  deux  points  correspondants  sur  S  sont  les  points  circulaires 
à  l'infini.  La  conique  T'  est  donc  une  circonférence,  qui  passe 
par  la  position  initiale  du  point  pesant  et  sa  symétrique  par 
rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension.  Donc  enfin  : 

Soit  un  point  pesant  pendulaire,  partant  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  position  Ao',  désignons  par  A'^  le  symétrique  de  A^ 
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par  rapport  à  la  verticale  du  point  de  suspension  :  la  droite  qui 
joint  deux  positions  du  point  pesant  correspondant  à  un  écart 
de  temps  donné  enveloppe  une  circonférence  qui  passe  par  Ao 
et  AJ^;  ou  encore  : 

Si  deux  pendules  de  même  longueur  sont  partis  sans  vitesse 
initiale  de  la  même  position  OAo»  mais  à  des  moments  diffé- 
rents, la  droite  qui  joint  à  chaque  instant  leurs  extrémités 
enveloppe  une  circonférence  passant  par  Aq  et  A^  (Jacobî). 

231.  Arc  de  lenmiscate.  —  L'hyperbole  S,  x^ — y^z^a'^y  a 
pour  rcprësenlalion  paramclriqtie 

(G)  ^=^«-ir'     ^  =  «— -• 

Elle  esi  coupée  par  la  conique  ï,  d'équation 

X  C X*  -f-  y^  )  H-  r-  —  r*  —  a-  =  o, 

quel  que  soit  A,  aux  quatre  points  dont  les  arguments  /  sont  les 
racines  de  Féquation^*-}-  i  =  o;  donc  (note  du  n®  227),  si  t'  et  f 
sont  les  arguments  des  points  où  une  tangente  quelconque  de  T 
rencontre  S,  on  a 

..  dr,      dt" 

D^ailleurs  la  droite  ux  -h  vy —  i  =  o  sera  une  tangente  de  T  si 
l'on  a 

(8) h  , ^  I. 

À  -+-  l  A  —  I 

La  transformée  de  l'hyperbole  S  par  inversion,  l'origine  étant 
pôle  et  la  puissance  a^,  est  la  Lemniscate  L 

et,  pour  le  point  (S,  r,),  transformé  du  point  (6),  (j;-,  r),  de  Thyper- 
bole,  on  a 


(î)) 


.  a^T  t^-\-t  a^Y  t^^t 

ç  —  :  =  a 9  T  = ^ —  =  a 


La  tangente,  ux  -h  iy  —  i  =  o,  de  ï  a  pour  inverse  le  cercle 
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dont  le  centre,  -a-it^  7«*<%  est,  en  vertu  de  (8),  sur  la  conique 


A  -r    I  A  —  l  \ 

celle-ci  a  pour  foyers,  quel  que  soit  ).,  les  deux  poinls  d'abscisses 
±  —  sur  Taxe  des  x^  points  que  Ton  nomme  \q^  foyers  singuliers 

(le  la  Lemniscate  L. 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  si  t^  et  l"  sont  les  arguments 
des  deux  points  (autres  que  l'origine  et  les  points  circulaires  à 
rinfini)  où  la  Lemniscate  (9)  est  coupée  par  un  cercle  mené  par 
l'origine,  et  si  ce  cercle  varie  de  manière  que  son  centre  décrive 
une  conique  ayant  pour  foyers  les  foyers  singuliers  de  L,  on  aura, 
entre  /',  t''  et  leurs  diflTérentielles,  Téqualion  (7). 

D'ailleurs,  des  cxpreS"»ions  (9)  de  $  et  y\  en  fonction  de  ty  on 
lire 


o.a^ 


(Toù  pour  Téléinent  d'arc  rfjf,  de  la  Lemniscate,  ds  =  u^Jt. 


v/^-+-i 

(le  sorte  que  ré(|uation  (7)  s'écrit  ds'  ±  d^  =.  o. 
En  d'autres  termes  : 

Soient  >r  et  M"  les  deux  points  mobiles  oii  une  Lemniscate  L 
rst  coupée  par  une  circonférence  quelconque  passant  par  son 
point  double  :  si  Von  fait  varier  la  circonférence ,  de  manière 
t/ue  son  centre  reste  sur  une  conique  ayant  pour  foyers  réels 
les  deux  foyers  singuliers  de  L,  les  arcs  de  Lemniscate  par- 
courus par  les  points  M'  et  W  sont  à  chaque  instant  égaux. 


u5o 
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CHAPITRE  V. 

CALCULS  NUMÉRIQUES. 


Le  problème  que  nous  alloos  aborder  dans  ce  Chapitre  est 
celui  du  calcul  effectif  des  fonctions  p//,  JJw,  c^?/,  quand  on  part  des 
invariants  g2  et  g^, 

A  cet  effet,  nous  introduirons  d'abord  une  nouvelle  fonction, 
la  fonction  0(w),  qui  est  liée  à  du  d'une  manière  simple,  et  qui 
offre  l'avantage  de  pouvoir  être  exprimée  par  une  série  très  con- 
vergente. 

232.  Retour  sur  la  fonction  ^u.  —  Reprenons  la  fonction  <iu, 
formée  avec  les  périodes  aïOa,  2ci)p,  20)^,  (lOa-h  lop-}-  ci)y=  o);  on 
a  (nO  178) 


(0 


(  /£  -f-  2  Wa  )  —  —  e-^<«  (M-+-Wa)  3'  u 


étant  posé  r,oi  =  ÇcOa*.  Il  y  a  entre  les  quantités  r^^  et  co^  des  rela- 
tions remarquables. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  le  rapport  wp  :  Wa  ait  sa 


l^^'g-  79. 


2a> 


partie  imaginaire  positive,  et  considérons  {Jlg.  79)  un  parallélo- 
gramme construit,  à  partir  d'un  point  quelconque  A,  avec  les  deux 
périodes  awjx,  2wp.  Je  dis  que  si  l'on  décrit  le  contour  du  parallé> 
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logramme  à  partir  de  A,  en  commençaDt  par  le  côté  AB,  qui  re- 
présente 2i0a,  on  le  décrit  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  que 
l'angle  BAD  est  compris  entre  o  et  7t.  En  effet,  soit  posé 

9.a)a=  p(coso-h  i  sin^),         2  w^=  p'(coso'-h  £  sin©'), 
on  a 

*'*B         p' 

— i-  =  -S—  [cosC©  —  CD)  -4-  isin(o' —  o)l, 

et,  puisque  le  rapport  lop  :  coa  a  sa  partie  imaginaire  positive, 
l'angle  îp' — cp,  c'est-à-dire  l'angle  BAD,  a  son  sinus  positif,  ce 
qui  établit  la  proposition. 

Cela  posé,  l'intégrale  — ;   /  Çwrf//,  le  long  du  contour  ABCD, 

est  égale,  d'après  le  théorème  des  résidus,  à  l'unité,  car  X^u  n'a 
qu'un  pôle  à  l'intérieur  du  contour,  avec  le  résidu  -h  i  ;  mais,  à 
cause  de  la  relation  JJ(m  4-  awo)  z='Qu-\-  27^0,  on  a  évidemment 

AB  ^^'cD  *  .\H 

et,  de  même, 

Jf     J  u  du  -f-   /     ï  14  du  =  4  T';a Wû, 
ne  «^DA 

d'où  la  relation  fînale 


233.  La  fonction  thôta.  —  Posons  pour  un  instant 

(3)  F(u)r=  -Le    ''"««^3'r/: 

2(0a 

on  a,  en  vertu  des  relations  (i), 

j   F(w-4-2(iia)  =  — F(/0, 

{  F{u-^'î(ii^)  =—F(u)e    ^^        ^^    *w«(       ?        ?)^ 

ou,  en  tenant  compte  de  (2), 
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iri — - 

ce  qui,  sî  l'on  pose  g  =  e    *^«,  s'écrit 


(3)  F(m -+- îto^)  —  —  ^-i^        '"«F(«/). 

On  voit,   par  (4),  cjue  F(w)  change  de  signe  par  raddilion  à  u 


1     " 


de  2ti)a;  donc  la  fonction  F  (a):  «  *"*  admettra  la  période  2Ci>«,  et 
copime,  en  vertu  de  (3),  elle  est,  ainsi  que  du^  holomorphe  dans 
tout  le  plan,  on  pourra,  dans  tout  le  plan,  la  développer  en  série 
de  Fourier  (n"  124),  ordonnée  suivant  les  puissances  entières, 


négatives  et  positives,  de  rexponenlielle  e 


11 

m  — 


-4-  • 


ir:- — -        v^   .       "'"'ît 


(•>a 


—  00 

ou 

(6)  F(7n=>  A,,^  «'•»«. 


Écrivons  maintenant  que  F(m)  salisfait  à  la  relation  (5).  il  vient 
d'où,    en    égalant    dans    les    deux    membres    les    coefficicnls    de 

n 
(2/1— li/TC^ 
,,  2  ">« 

A,,-,7-''-^r--  f/  K\„         on         A;,:.--  -72''A„_,. 

On  en  conclut  immédiatement 

A;,  =  (—  iV'(7î"-+-2f/'-i'-f--MAo=  (-  i)«7"'^-«Ao, 

et,  en  posant  Ao=  '-  (/^,  on  obtient,  pour  F(//)  :  A,  la  série,  que 


nous  désignerons  par  0(w), 


r" {  //  )        ,  ,  I   v^  ,  {"-*-)     I  s  "  ^  I  II r»  — 


,-)  L'"J.o(,n-;V(-.,V 


s  '     <^^  S0)« 


—  oo 


D'après  les  propriétés  de  la  série  de  Fourier,  cette  série  converge 
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absolument  et  uniformément  (*)  clans  toute  région  finie  du  plan; 
en  vertu  de  la  définition  (3)  de  F(w),  elle  représente  une  fonc- 
tion entière;  ses  dérivées  successives  s'obliennent  (n°  117)  en  la 
dérivant  terme  à  terme. 

On   peut  écrire  la   série  8(«),  en  groupant  les  termes  qui  ré- 
pondent à  n  et  à  —  n  —  i , 

(8)  0{U)=f.\(—irf/"^''^  sin(i/i-f-i)-— . 

u 

La  liaison  entre  ^u  el  hu  est  donnée  par  (3)  et  (7  )  : 

(y)  0  (  //  )  -_:  — -' —  e    ^""^^'^  3'w, 

•Â  A  (lia 

où  A  est  une  constante  qui  resle  à  déterminer.  Or,  pour  u  =  o, 
le  rapport  du'.u  tend  vers  i,  puisque  du=^  u -\- d^iû -^ .  .  »\ 
c'est  dire  que,  en  vertu  de  (9),  la  dérivée  de  0(//),  pour  w  =  o, 

est  — ; — •  On  a  donc,  en  formant  O'(o)  d'après  (8  ), 


'X 

1  .« 


(\ 


o  )       —  —  '2  7: ^  (  -2  /i  -h  I  )  7^       ''  —  -2  r.  V  Y  ■♦  —  i  (7  *  -+-  5 y^  — . .  J  . 


La  Conclion  0(w)  est  impaire  en  w,  en  vertu  de  (9),  puisque  5'w 
est  impaire;  elle  vérifie,  comme  F(a),  les  relations  (4)  et  (5). 

2IH.  D'une  fonction  'iu  donnée,  on  peut  déduire,  par  la  mé- 
thode précédente,  une  infinité  de  fonctions  thêta,  |)uisque  aw», 
•;i(op  désignent  un  svslème  primitif  quelconque  {'^)  de  périodo 
de  c^,  et  que  d  ne  change  pas  (n**  181)  cpiand  on  remplace  un 
système  primitif  par  un  autre  :  toutes  ces  fonctions  thêta  ne 
diflYrent,  en  vertu  de  (9),  que  par  un  facteur  exponentiel,  mais 
leurs  dévelo[)peinenls  en  série,  (7)  ou  (8),  sont  plus  ou  moins 
rapidement  convergents  selon  la  valeur  de  q. 

Dans  les  calculs  numériques  qui  vont  suivre,  nous  supposerons 
qu'on  |>art  des  invariants  ^2  et  ^3,  et  que  les  racines  e^,  e^,  e^  sont 

('  )  On  vérifierait  dirccleinent  la  convergence  de  la  série  des  modules  en  lenani 

coiiiple  de  ce  que  w^:  w^  a  sa  purlic  imaginaire  positive;  il  suffit  d'éludicr  v^modc/^. 
(')  Oq  suppose  toutefois  (|n<*  oi^tu^u  sa  partie  imaginaire  posili\e. 
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réelles  :  nous  avons  vu,  en  effet  (Tome  I,  n°2o0),  que,  dans  la 
léduction  des  intégrales  réelles  elliptiques,  on  pouvait  toujours 
faire  en  sorte  que  le  polynôme  du  troisième  ordre  sous  le  radical 
eût  ses  racines  réelles,  et  cela  sans  introduire  d'imaginaires  dans 
les  calculs. 

Soit  posé  ex>  e^>  62]  la  fonction  p(w,  e^i)  admet  une  demi- 
période  réelle  Û,  et  une  demi-période  imaginaire  01  i  (Û  et  Û'  >>  o)  ; 
on  a 

et  les  périodes  2Q,  2Q'/  forment  un  système  primitif. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  formerons  la  fonction  thêta  d'après 
la  règle  suivante,  en  ne  perdant  pas  de  vue  que  ^i  >  ^3  >  ^2. 

i"  Si  ^3  est  négatif,  nous  ferons,  dans  les  formules  (7),  (8), 

(1)51  =i2^  tt>3=-f-li'l,  I0y.  =  — 11  —  12'/, 

d'où 

a' 
—Il — 

2"  Si  63  est  positif,  nous  poserons 

u  ou 

Q 

q—e      ^,         é'a=ej,         e^=Ci,         ey  =  e3, 

et  nous  aurons,  dans  les  deux  cas,  puisque  top  :  kù^  et  Wa  :  Wy  ont 
leurs  parties  imaginaires  positives  (n°  232), 

ri  7:  i 

(il)  TiaWû  — T^Qa)a=  —>  Trjyioa— TjaWy  =  -7-- 

Dans  les  deux  cas  aussi,  q  est  réel  et  positif,  ce  qui  simplifie 
beaucoup  les  calculs  (•). 

(  '  )  Mais  l'avanlage  principal  de  celle  règle  esl  que,  dans  les  deux  cas,  q  esi 

cerlainemenl  inférieur  à  C"'^,  soil  environ  — »  de  sorte  que  les  puissances  de  q 

deviennent  rapidement  négligeables. 
Pour  i'élablir,  démonlrons  un  leminc. 

Lemmk.  —  Pour  que  û  soit  égal  à  iV ,  il  faut  et  il  sujffit  que  e^  soit  nul. 
En  eiïel,  soil  il' =  il  :  les  périodes  2Q  et  iQ'i  formant  un  système   priiuitif. 
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235.   Cela  post%  ea  et  (Og^,  e^  cl  cop,  Cy  étant  définis  comme  on 
vient  (le  le  dire,  écrivons  la  formule  (23)  du  n"  200, 

et  remplaçons-y  <iu  par  sa  valeur  en  6(w),   tirée  de  (9);  nous 
avons,  après  réductions,  en  tenant  compte  de  (i  i), 


2 


cl,  de  même, 

Si  Ton  remplace,  dans  ces  formules,  6  par  son  expression  (7)  en 
série,  et  -^  V^^  sa  valeur  (10),  on  obtient,  après  quelques  calculs 


on  a  (  n*  185) 


nr,  les  termes  de  g^  qui  répondent  respecliveinent  à  m,  m'  et  à  n\\  —  m  ont  une 
somme  nulle,  car  (m-i-m'i)'  =  — (m' — mi)*;  on  a  donc  5^3=0,  d'où  «3=0  ei 
e>  —  —  €?,,  puisque  e,-f-C3-hej=:o.  Inversement,  si  63=  o  et  63=  — c,,  on  a  (  n*  205  j 

£2  —    /       — »  --  12  «  —    /         _: » 

d^)ù,  évidemment,  Û'=  12. 

Par  suite,  si  l'on  suppose  par  exemple  e3<o,  et  si  e,,  e^,  ej  varient  sans  que  e., 
cesse  d'être  négatif,  la  diiïércnce  réelle,  Û  —  12',  ne  pouvant  s'annuler,  garde  un 
signe  constant.  Pour  déterminer  ce  signe,  prenons  le  cas  particulier  «3=  —  1, 
«2  =  —  I  —  e»  e,  =  3  -h  e,  et  faisons  tendre  s  vers  zéro  par  valeurs  positives  :  on 
reconnaît  sans  difficulté  que  12',  c'est-à-dire 

^    /•*-'"^'  dx 

mod 


4(X-i-I)(a?-f-l-f-6)(J7  —  2  —  gj 

teod  vers  l'infini,  tandis  que  12  reste  fini;  donc,  si  63 <o,  on  a  12'>  12.  Au  con- 
traire, si  63  >  o,  on  reconnaît  de  même  que  12'<  12;  donc,  dans  les  deux  cas,  la 

quantité  q  définie  plus  haut,  e       U  si  e3<o,  et  e       Û'  si  e3>o,  est  inférieure 
ù  c~". 
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faciles, 

/    •           »          .  -                              ~  '*          ,          ~  "          «        «  ~  " 
^   /      {      ^    l      .    '.^  I — 2<7Cos h'27*r(is2 '>.q^  cosâ 

T.-  I    /7* —3  7 *-!-:) /y  *  — ...  '  eu»  Wa         '  Wï 

p  £^  —  f  ft  = 1    -^^^ • 

4wî\    I  —  àq-h-Àf/^ — 77'-+-...        î    .      Tzu          ^    .    .,  11/^          V-    •     -   "" 
*\  '         '  ^  7*  siii 7*siiii H7  *   siiij 

.    /        J        ^     r-       ,     ^  I-f-2  7CO.S |-2  7»COS>. l-2  7'cos3 

7:'/     fl*  —  37*-f-j7*  — ...  '  Wa  (0»  '  coa 

P««  — <»«=-       -    I      ~ • ; : 

'        4wi\    l-4-2  7-l-ir/*-t--2r/»-f-...         I     .      IIW  ^     .     .^    TTM  -V    .     .    TH 

"^X  '         '  '  7*sin 7*  sin  j *-'/      sin  ^ 

\  'toa  "^-Wa  20J2 

Enfin,  faisons  u^^iù^  dans  la  première  de  ces  formules;  nous 
Irouvons 


y 


V      5 

•jt 7  -t-  '1 7*  -+-•;!  7*  -f-. . .  \ 


T-  /  7^  —  37* -T-  >7  *  — •••     I 
i(o*\       \  ~  Kl  -^  in* — ... 

\  y 

et;  en  divisant  membre  à  membre  les  formules  (12),  où  nous  faisons 

_^  /  "v         '  y  ^/         •  •  • 


^ ,  ^  j  ^^3c  -  ^Y  ^  /I  — u7  -^/7•*-•i7»--...^ 

t'a  —  t'«j         \  i  -f-  ^  7  -H  •'  7*  -T-  •'  7 •'  H- .  . .  / 


236.  Calculs  définitifs.  —  Observons  maintenant  que,  pour 
pousser  jusqu^aux  chifTres  le  calcul  des  intégrales  elliptiques.  Ici 
qu'il  a  été  indi({ué  au  11"  21U,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  savoir 
résoudre  les  deux  problèmes  suivants  : 

1"  Etant  donnés  g^  ^^  ga  calculer  pUy  ^it,  du  pour  itne 
valeur  donnée  de  u  ; 

2"  Calculer  u  connaissant  pu^  c'est-à-dire  résoudre  Inéqua- 
tion en  Uj  x^^  =  pu, 

237.  Premier  problème.  —  On  calculera  d'abord  les  racines 
/',,  e.2,  C3  du  polynôme  /\z''^  —  g^z  —  ^''3  =  0,  (e,  >e^>e2);  nou< 
savons  (n"  23 i)  qu'on  a  pu  faire  en  sorte  qu'elles  soient  réelles  : 
désignons-les  par  e^^,  e^j  Cy,  suivant  les  indications  du  n"^  23  t. 


Calcul  de  //.    —   Déterminons  maintenant  la  quantité  r/.  ou 
<f  ^^«.  Ou  a,  par  (i  {), 


*'^  --   <'\'  _    /  I  —   if/  -r-   >(/*    -  J  <p  -i    .  .  .    ^  ^ 
'"a —  f^  \  I  -+-  Kj  -r  •27»  -r-  -2  <p  -x~  .  .  .  ) 


* 
t 
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équation  d*oii  Ton  peut  tirer  q\  on  sait  que  la  quantité  q  cherchée 

est  réelle,  positive  et  inférieure  à  —  ;  on  la  trouvera  donc  en  écri- 
vant 

I  —  '?.q  H-  iq'*—-  iq^  -\-.  . .   __  i*/ ^ai  —  «j- 
\-^ '}.q -^  'Aq^ -\- •j.q^-'r.  , .         \    e^ — e^ 

la  racine  quatrième  étant  la  racine  quatrième  arithmétique,  posi- 
tive, de  la  quantité  positive  (n**  23i)  (^a — ^y)'(^« — ^p)-  O" 
résoudra  cette  équation  en  q  par  approximation;  on  négligera, 
par  exemple,  q^j  q^^  •  •  • ,  en  prenant 


*  —  ^Ç  _     k/e(x—e. 


d'où  une  valeur  approchée  de  q;  pour  avoir  une  approximation 
plus  grande,  on  remplacera  q  par  cette  valeur  dans  les  termes  q\ 
//*,  •  •  • ,  et  Ton  obtiendra  une  nouvelle  équation  donnant  encore  q 
linéairement,  etc. 

Calcul  de  lOa,  ti)p,iOy. —  Connaissant^,  on  obtiendra  iOapar(i3)  : 

/  9  ii  -     • 

TT^   l  q^  —  iq*  -4-  Sût  *  -+-...      I  -*-  ao  H-  27* -h. .  . 

q  étant  très  petit,  quelques  termes  suffiront  dans  chaque  série;  on 
choisira  le  signe  de  (Oot  d'après  les  règles  du  n°  234.  L'équation 

q  z=:  €     ^*  OU  w^  = — :  Log  ni  p. 

donnera  ensuite  cop,  et  toy  sera  —  (tOa-l-  wp). 
Calcul  de  du.  —  On  se  servira  de  (9)  : 


où  l'on  fera 


I  Z'    *  -  '*  > 


=  2(ûr^sin 7*sin3 h  q  *  sinj ...|. 

\^  2ioa        '  2i0a        '  2(ox  / 

H.  —  II.  17 
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(Pliant  à  Tioi,  on  le  calculera  en  observant  que  ^"{o)  est  nul,  en 
raison  du  développement  tfw  =  w  -|-  rf|  a*-T-. .  • .  Ecrivant  alors 
(jue  la  dérivée  troisième  de 


II 


s'annule  pour  11  =  0,  et  observant  que  0(o)  et  6''(o)  sont  nuls, 
puisque  ^(u)  est  impaire,  on  a 

Calcul  de  ^u.  —    Par  définition.    'Cu=  -  -=  ~- f- -^^ — -; 

tout  est  connu  au  dernier  membre,  car 


/11*  " 


—  «e 


—  —  [  q^  cos i 7 *  ces  J h  J 7  *    ces  > . . .  1 . 

«"a  \  '■i<»>a  "^-^a  '^oia  / 

Calcul  de  pu.  —  On  emploiera  Tune  des  deux  formules  (12), 
«luns  les  seconds  membres  desquelles  tout  est  connu;  on  pourrait 
aussi  partir  de  la  relation 

Ta        0*(m)0(m)  — 0'»(//) 

—  Y)U  =zX^   U  = 1 '. — . 

238.  Second  problème.  —  11  s'agit  de  calculer  u^  connaissant  j3  u. 

Observons  d'abord  que  nous  avons  le  droit  de  supposer  que  u 
est  à  l'intérieur  ou  sur  les  côtés  du  rectangle  construit  sur  les 
périodes  2l2,  2Û'/,  c'est-à-dire  2i0a  et  2top,  et  dont  le  centre  est 
à  l'origine  :  car  l'équation  pu  =  Xq  a,  dans  ce  rectangle,  deux  solu- 
tions en  w,  Mo  et  —  Mo»  égales  et  de  signes  contraires.  Pour  chacune 
d'elles  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  sont  respectivement 
compris  entre  — û  et  -|-  û,  et  entre  —  Û'  et  -+-  Û',  de  sorte  que  les 
quantités,  inverses  l'une  de  l'autre, 


e        **>«     et     ^     ^* 


ont  leur  module  compris,  dans  tous  les  cas,  entre  5^  et  - 
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Pour  calculer  ces  deux  valeurs  de  li,  divisons  membre  à  membre 
les  deux  équations  (12)  ;  nous  avons 


y    pu  —  e^         1  —  'iq-r-'>*J*  —  ... 


7:  a  .  Tzu 

I  —  U  <7  COS h  V.  (7*  eus  -JL ... 

<oa  wa 

T 1/  T.U 

I  -+-  lit  COS r-  '>q*  COS  2 h.  .  . 

wa  (lia 


Dans  le  premier  membre,  le  signe  doit  être  cboisi  de  manière 
c|ue  la  partie  réelle  soit  positive  (*  ),  et  Ton  peutécrire,  puisque  jj£^ 
et  q  sont  connus, 


I  —  •/  q  COS h  7 n*  COS 2 ... 

(  1 0  )  =  31 . 

I  -T-  •>►.  7  COS h  7. 7*  COS  'Jl h  .  .  . 


(•)  On  a  TU  (n*  207)  que,  u  étant  réel,  pa  varie  de  -h x  à  c^;  la  formule  (8) 
d'homogénéité  du  n*  206,  où  l'on  fait  X  =  —  i,  donne 

«•'est-à-dire 

ce  qui  montre  que,  u  étant  purement  imaginaire,  pu  varie  de  — x  à  —  e^,  qui 
est  la  plus  grande  des  racines  —  e^.  Enfin  les  formules  d'addition  du  u"  100,  où 
Ton  fait  &>,=  12,  u)^t=  12'/,  donnent 

on  en  conclut  que:  i*  u  étant  réel,  p{u-{-  H'  i)  varie  de  c,  à  c^  ;  2"  v  étant  réel, 
;)(i^i-h  û)  varie  de  6)  à  ^3.  Kn  réunissant  ces  résultats,  on  voit  que: 


(') 

u  étant  réel. 

pu 

varie 

de 

H- 

xà 

^1» 

(î) 

u  étant  i'/ H-  12, 

pu 

» 

«,  à 

«3» 

(3) 

u  étant  M  4-  12'/, 

pu 

» 

<?3  à 

«2» 

(4) 

u  étant  VI 

pu 

» 

e,  à 

—  «» 

et  ce  Tableau  montre  que,  si  pu  est  réel,  u  est  nécessairement,  à  des  périodes 
et  au  signe  près,  de  Tune  des  quatre  formes  (1),  (  2),  (3),  (4). 

/p  a  —  «5 
Cela  posé,  considérons  la  fonction  1/  — — ^1  où  le  signe  du  radical  est  tel, 

diaprés  (iS),  que  la  fonction  soit  égale  à  +1  pour  u  =  o.  Soit  X  +  Yi  la  valeur 
de  cette  fonction  pour  un  point  u,  intérieur  au  rectangle  de  centre  u  =  o,  con- 
struit sur  les  périodes  a  12,  2 12' î:  je  dis  que  X  ne  peut  être  nul.  Car  pour  \  =  o, 
p  u  serait  réel  et  compris  entre  C||  et  e^,  c'est-à-dire  entre  e,  et  c,  ou  entre  e,  et  e., 
cl,  d'après  le  Tableau  précédent,  u  serait  sur  un  des  côtés  du  rectangle.  Donr 
\  ne  s'annule  pas  dans  le  rectangle,  et,  comme  il  est  égal  à  -i-  1  pour  u  =  o,  il 
reste  positif. 
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Posons  5  =  e    **«;  cette  équation  devient 


-»-«o 


(17)  :=^ =M, 

2  î"'^' 


•  —  «e 


On  peut  la  résoudre  en  z  par  approximation,  en  s^appujant  sur 
ce  qu'elle  admet  deux  racines  z^  inverses  Tune  de  Tautre»  de 


:t«/il« 


module  compris  entre  </  et  ->  à  savoir  les  quantités  e        ***«  défi- 
nies plus  haut. 

Écrivons  (17)  sous  la  forme 


=  M 


n- 


nous  pouvons,  comme  première  approximation,  négliger  les  ternies 
en  q^ ^  </*,  ...;  car,  pour  chacune  des  racines  z^  définies  tout  à 

rheure,  mod>?o  étant  compris  entre  y  et  -»  on  a  évidemment 

mod  (  ^0  -î )  <  nio<l  ^0  H-  «"od  —  <  -  1 

nio  J  (  ^î  -^  Tï  )  "^  "^*^^  ^3  "^  '"^^  rï  "^  ~1  ' 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  les  termes  en  y*  ont  leur  module  infé- 
rieur à  y*— j  ou  2(7^,  quantité  très  petite,  puisque  q  ne  dépasse 

pas  —  1  et  ainsi  de  suite. 
■      20 

On    a    donc,    pour   déterminer    une   valeur   approchée  de    3, 
Téqualion 


M  =  ^ r-  OU  (  5  -h  = 


I  -4-  q 


M' 


qui  a  pour  racines  deux  quantilés  de  la  forme  ^i  et  —  • 
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Une  seconde  approximation  perineltra  d^avoir  une  valeur  plus 
exacte  de  z,  et  ainsi  de  suite. 

Connaissant  z^  on  aura  ii  par  la  formule  w=e    ***«,  d'où 
-i  —  =  loge -i- a/»-;:*         ou         «e  =      .  log3 -h  am tOa, 

et  Ton  choisira  l'entier  m  de  manière  que  u  soit  compris  dans  le 
rectangle  considéré  plus  haut. 

La  seconde  solution,  -»  donnerait 


c'est-à-dire  la  même  valeur  de  u,  au  signe  près  et  à  une  période 
près. 


TROISIEME  PARTIE. 

ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE. 


I.  -  DÉFINITIONS  ET  GÉNÉRALITÉS. 


239.  Ordre.  —  On  nomme  équation  différentielle  <r ordre  n 
une  relahon  entre  une  variable,  une  fonction  de  cette  variable  et 
les  dérivées  des  divers  ordres  de  cette  fonction  jusqu^à  l'ordre  /i, 
inclusivement.  Si  ^  est  la  variable  et  y  la  fonction,  Téquation  diffé- 
rentielle est  de  la  forme 


On  peut  se  rendre  compte  que  la  solution,  ou  intégrale  géDé- 
rale^,  d'une  équation  différentielle  d'ordre  /i,  dépend  de  n  con- 
stantes arbitraires. 

Résolvons  en  effet  l'équation  par  rapport  à  y—  : 


y  (  dv  d"-^r\ 


Imaginons  que  nous  nous  donnions  arbitrairement  les  valeurs 
dej',  -^>  •••>  ,  ^^j^  pour  une  valeur  x^,  de  x;  Téquation  précé- 
dente nous  fait  connaître,  pour  x  =  Xq,  la  valeur  de  j-^l  et,  en 
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dérivant  celle  équalion  par  rapporl  à  x^  nous  connaîtrons  succeâ- 
sivemenl  les  valeurs  de  toules  les  dérivées  dey,  pour  x^Xq. 
Appliquons  alors  k  y  le  développement  de  Tajior,  nous  obtien- 
drons Texpression  de  celle  fonction  sous  la  forme 

Or,  le  second  membre  renferme  n  constantes  arbitraires,  à  sa- 
voir yo,  (-^j  ''*'M7~^)  ♦  et,  par  suite,  la  fonction  la  plus  géné- 
rale y,  qui  satisfait  à  une  équation  dilTérentielle  d'ordre  /i,  doit 
renfermer  n  constantes  arbitraires.  Il  resterait,  il  est  vrai,  pour 
compléter  ce  raisonnement,  à  établir  la  convergence  de  la  série 
considérée  plus  haut;  nous  indiquerons  ultérieurement  les  résultats 
obtenus  par  Cauchj  sur  cette  question. 

240.  Équations  du  premier  ordre.  —  D'après  cela,  dans  le  cas 
d'une  équation  du  premier  ordre  : 

(0  /(-/'È)=°' 

V intégrale  ou  solution  générale^  y ^  renferme  une  constante  arbi- 
traire C;  elle  est  donc  donnée  par  une  relation  de  la  forme 

Kl)  *(>,  J,  C)  —  O. 

Inversement,  l'intégrale  générale,  c'est-à-dire  la  relation  (a), 
étant  connue,  on  peut  retrouver,  comme  il  suit,  l'équation  diffé- 
rentielle initiale.  Dérivons  l'équation  (2)  par  rapport  à  la  variable 
indépendante  x\  il  vient  : 

(3)  *:,+  g*;  =  o; 

éliminons  ensuite  C  entre  (2)  et  (3);  nous  obtenons  une  relation 

que  je  dis  être  identique  à  la  proposée  (i). 

En  effet,  d'après  l'hypothèse  et  d'après  la  formation  de  (4)»  les 
équations  (i)  et  (4)  sont  vérifiées  par  la  fonction  j^,  de  a:,  définie 
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par  la  relation  (.2),  quelle  que  soit  la  constante  C;  si  elles  n'étaient 

pas  identiques,  en  éliminant  entre  elles  -^>  on  obtiendrait  une 

relation  cp(.r,  j^)  =  o,  vérifiée  encore  par  la  même  fonction  y. 
Mais  en  choisissant  convenablement  la  constante  C,  dans  {1)^  on 
peut  faire  en  sorte  que  j^,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  ait  une 
valeur  arbitraire  :  il  ne  peut  donc  exister  de  relation  de  la  forme 
'Zi(x,y)  =  o  entre  x  et  y,  et  dès  lors  les  équations  (i)  et  (4)  sont 
les  mêmes. 

241.  Solutions  générale  et  singulière.  —  L'équation  différen- 
lielle  proposée  (1)  a-l-elle  d'autres  solutions  que  la  fonction  y  dé- 
finie par  (2)  :  ^{x, y,  C)  =  o? 

La  proposée  étant,  comme  on  vient  de  le  voir,  le  résultat  de  Téli- 
mination  de  C  entre  les  deux  équations 

(•2)  *î>( \r,  ^',  C)  =  0, 

(3)  *;^^i<^;_-.o, 

peut  être  remplacée  par  le  sj-stème  de  ces  deux  équations,  où  les 
deux  inconnues  sont  j'  et  C  :  en  d'autres  termes,  intégrer  la  pro- 
posée (i)  revient  à  trouver  deux  fond  ions  y  et  C,  de  la  variable  r, 
vérifiant  (2)  et  (3).  Or,  si  Ton  dérive  (2)  par  rapportât;,  on  a  : 

(5)  *^+^^^.*^^^^*,  =  „, 

équation  qui,  en  vertu  de  (3),  se  réduit  à 

(G)  S*i^  =  °- 

et  le  système  des  équations  (2)  et  (6)  est  évidemment  équivalent 
au  système  (2)  et  (3),  dont  on  Ta  déduit  :  car  (2)  entraîne  (5), 
qui,  si  Ton  tient  compte  de  (6),  donne  (3).  On  a  donc  finalement 
à  trouver  deux  fonctions^  et  C,  de  x,  vérifiant  (2)  et  (6). 
Or,  on  peut  satisfaire  à  (6)  de  deux  manières  : 

1"  En  posant—  ^-=0,  d'où  C  =  const.,  ce  qui  donne  l'inté- 
grale  générale  4>(.r,  y,  const.)  =  o. 
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2^  En  posant  <t>|.=  o  :  les  inconnues  y  elC  sont  alors  définies 
par  les  deux  équations 

(7)  *(J^,r.  ^0  =  Oî         *c  =  o; 

et  rélimination  de  C  conduit  à  une  relation  ^  (^r,  y)  =  o,  qui  donne 
y  en  fonction  de  x.  Cette  solution  y  ne  renferme  pas  de  constante 
arbitraire;  elle  se  nomme  la  solution  singulière  de  Téquation 
différentielle  proposée.  La  solution  générale  et  la  solution  singu- 
lière sont,  d'après  ce  qui  précède,  les  seules  solutions  de  la  pro- 
posée. 

2i2.  Interprétation  géométrique.  —  Ces  résultats  sMnterprèlent 
géométriquement. 

Si  X  eiy  sont  les  coordonnées  d^un  point  du  plan,  chaque  inté- 
grale ou  solution  dite  particulière, 

'i'ix.y,  C)  =  o, 

où  Ton  donne  à  la  constante  C  une  valeur  particulière,  représente 
une  courbe  :  Tintégrale  ou  solution  générale  est  représentée  par 
Tensemble  de  ces  courbes,  dites  courbes  intégrales;  la  solution 
singulière,  déGnic  parles  équations  ^{x,y,  C)  =  o,  ^q=o,  est 
l'enveloppe  des  courbes  intégrales  (Tome  1,  n**  3S6). 

Il  est  évident  a  priori  que  l'enveloppe  de  ces  courbes  doit  être 
une  solution  de  l'équation  différentielle.  En  effet,  en  un  point  quel- 
conque x,y  de  Tenveloppe,  celle-ci  touche  une  des  enveloppées, 

de  sorte  que,  en  ce  point,  x,  y  et  -y-  sont  les  mêmes  pour  les  deux 
courbes  :  comme,  en  tout  point  de  l'enveloppée,  l'équation  pro- 
posée/(^,j>',  ~- j  =  o  est  vérifiée,  la  proposition  est  établie. 

243.  Existence  de  la  solution  singulière.  —  On  peut  obtenir  la 
solution  singulière  de  l'équation  différentielle  sans  intégrer  celle-ci, 
et  ce  procédé  va  mettre  en  évidence  un  fait  remarquable  :  c'est 
qu'une  équation  différentielle  n'admet  pas,  en  général,  de  solu- 
tion singulière,  ou,  sous  une  autre  forme,  que  les  courbes  inté- 
grales n'ont  en  général  pas  d'enveloppe. 

Pour  fixer  les   idées,   supposons  que  l'équation  différentielle 
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proposée 

(0  /(^^r,y)  =  o 

soit  algébrique,  c'est-à-dire  que  /soit  un  polynôme  entier  en  x. 

Cette  équation  donne,  pour  chaque  point  x^  y  du  plan,  les 
coefficients  angulaires  j^'  des  tangentes  aux  courbes  intégrales  qui 
passent  par  ce  point  :  si  {x^y)  est  sur  l'enveloppe  des  courbes 
Intégrales,  deux  de  celles-ci,  confondues,  passent  par  {x^y)^  de 
sorte  que  l'équation  (i)  a,  en  y',  une  racine  double.  On  obtient 
donc  Téquation  de  l'enveloppe,  si  elle  existe,  en  écrivant  que 
Téquation  (i)  a  une  racine  double  en^',  c'est-à-dire  en  éliminant 
y  entre  les  relations 

L'équalion  ainsi  obtenue,  t{^,  (a:,y)  =  o,  convient  à  tous  les 
points  de  l'enveloppe;  mais  elle  convient  aussi  à  d'autres  points, 
par  exemple  aux  points  de  rebroussement  des  courbes  intégrales  : 
car,  en  un  de  ceux-ci,  l'équation  /{^lyt y)  =  o  a  évidemment 
deux  racines  j^  égales.  Elle  convient  de  même  au  lieu  des  points 
de  contact  de  deux  courbes  intégrales,  non  infiniment  voisines 
entre  elles. 

Montrons  maintenant  qu'il  Wy  a  généralement  pas  d'enveloppe. 

Reprenons  le  lieu  i|  (a:,  y)z=to  obtenu  par  l'élimination  de  m 
entre  les  équations 

(8)  f{x,y,  m)  =  o.         oiH  ^  ^' 

où  Ton  a  écrit  m  à  la  place  de^''.  Pour  qu'il  soit  l'enveloppe  des 
courbes  intégrales,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  angulaire, 

^>  de  sa  tangente  en  tout  point  j:,j^  soit  égal  à  la  racine  double  m ^ 

de  l'équation  y(j:,j^,  m)  =  o  :  car  la  tangente  en  un  point  de  l'en- 
veloppe est  la  même  que  celle  des  deux  enveloppées  confondues 
qui  passent  par  ce  points 

Or,  en  dérivant  la  première  des  équations  (8)  par  rapport  à  la 
variable  indépendante  x,  on  trouve 

dx       dy  dx       dm   dx  ' 
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et  SI  1  on  Lient  compte  de  ~-  =  o,   il  reste  ^   +  •'-  -j-  =  o  (  *  ). 

*  dm  dx        oy  OT  ^   ' 

Écrivons  que  la  valeur  de -^  ainsi  obtenue  est  égale  à  m;  nous 
avons  la  condition 

(  q  )  -  -f-  m  ,-  =  o. 

^^  dx  ùy 

C'est  là  une  nouvelle  équation  qui  doit  être  vérifiée,  en  même 
temps  que  les  équations  (8),  par  tout  point  de  Tenveloppe;  en  éli- 
minant m  entre  (9)  et  la  première  relation  (8),  on  obtient  une 
équation  î}/2(a;,  j^)  =  o,  qui,  en  général,  ne  définit  pas  la  même 
courbe  que  <}^,(:r,y)  =  o.  L'enveloppe  n'existera,  d'après  cela, 
que  si  ^1  et  ^2  ont  un  facteur  commun  tl,  et  son  équation  sera 
alors  A  =  o.  Dans  les  autres  cas,  la  courbe  J;,  =  o  sera  un. lieu 
étranger  (en  général  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des 
courbes  intégrales)  et  ne  fournira  pas  une  solution  de  l'équation 
difTérentielle. 

Ainsi,  en  laissant  de  côté  le  cas  exceptionnel  signalé  en  note,  la 
solution  singulière  n'existe  que  si  les  trois  relations 

àf  àf  ùf 

f{  X,  )',  m  )  =  o,  —  =  CI,  •'    -f-  m  ^  :=  o 

•^        -^         ^         '  dm  âx  dy 

donnent,  par  élimination  de  //?,  deux  équations  en  x  ely  ajant  un 
l'acteur  commun  :  ce  facteur  égalé  à  zéro  est  la  solution  singulière, 
enveloppe  des  courbes  intégrales. 

244.  Exemple.  —  Soit  l'équation  différentielle 

i^a  solution  singulière,  si  elle  existe,  s'obtiendra  par  l'élimi- 
nation de  m  entre  les  équations 

f\m^ —  6/;i*4-  f)(y  —  x)  =  o,         m  (m  —  1)  =  o. 


dy 
(•)  On  suppose  essentiellement  que  cette  équation  détermine  -~  en  cliaqtic 

point  du  lieu  ^.=  o,  c'est-à-dire  que  ~   et  -^  ne  s'annulent  pas  simultanément 
^*  ^       dx        ov  ^ 

pour  toutes  les  valeurs  de  x^  y^  m  qui  vérifient  les  équations  (8). 
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On  trouve  ainsi 

d'où  les  deux  solutions  y  =  x^  ^'  =  x  -\-  -» 

Pour  que  Tune  ou  Tautre  soit  la  solution  singulière,  il  faut 
qu'elle  annule  le  résultat  de  l'élimination  de  m  entre/'=o  et 

^--f-m^  =  o,  c'est-à-dire  en  ire  4^^*'  —  6m^  +  9(y  —  x)  =  o 
ci  m  —  I  =  o,  résultat  (|ui  esl  : 

La  solution  singulière  esl  donc^=  j?  4-  -;  la  courbe j'  —  x=Of 

au  contraire,  ne  donne  pas  une  solution  de  l'équation  proposée  : 
car  j'  =  Xyy=i  ne  vérifient  pas  celle-ci.  La  courbe  j^  =  x  est  le 
lieu  des  points  de  rebrousseinent  des  courbes  intégrales. 

On  vérifie  ces  résultats  en  cherchant  l'intégrale  générale  qui  esl 
ici  (*))  c  désignant  la  constante  arbitraire, 

L'enveloppe  des  courbes  (lo)  s'obtient  aisément,  c'est  la  droite 

y  —  x=.  -\  le  point  j;  =  c,  ^  =  c  étant  manifestement  un  point 

de  rebroussement  de  (lo),  la  droite  j'  =  x  est  bien  le  lieu  des 
rebroussements  des  courbes  intégrales. 

2io.  Remarque.  —  Supposons,  en  désignant  par  C  et  C|  des 
constantes  arbitraires,  (|ue  Ton  ait  obtenu  sous  deux  formes  diCTé- 
rentes, 

la  solution  générale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
entre  x  ely  :  je  dis  que  cpi  (^,y),  considérée  comme  fonction  de 
deux  variables  indépendantes,  x  ely,  est  fonction  de  ^(^jy)»  En 
effet,  si  l'on  prend  comme  variables  x  et  ^{^^y)  à  la  place 
de  X  ely^  la  fonction  '^i  devient  une  fonction  de  x  et  de  <f{^^y)j 
à  savoir  cp,  {a:, y)  =/(x,  o). 

(*)  L'équation  difTcrcntielle  considérée  est  d'un  type  intégrable,  celui  de  Lu- 
grange  {voir  n*»  202). 
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Mais  en  vertu  de  Thypothèse,  lorsque^  vériKe  l'équation  diffé- 
rentielle proposée,  o  est  constant  et  réciproquement;  et  il  en  est 
de  même  de  C9|  :  en  d'autres  termes,  ^1  est  constaot  lorsque  ^  est 
constant.  Or,  pour  que  îpi  =/(x,  ç)  reste  constant  en  même 
temps  que  es,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que/*  ne  dépende  que 
de  »,  c'est-à-dire  soit  de  la  forme /(«).  On  a  donc  bien 

0|  =z  f(r^).  i:.  Q.  p.   D. 

246.  Applications.  —  Voici  deu>^  applications  de  cette  remarque  : 

i"  Soit  ré(|uation  différentielle  du  premier  ordre 

d.v  fi  y 

(II)  -! •  =  O. 

V/  I  —  -T*  \/l— ^'* 

On  rintégre  immédiatement  en  remontant  aux  primitives  des 
deux  différentielles  : 

arc  sin  j:  -+-  arc  siii  k  =  C|. 

On  peut  obtenir  l'intégrale  sous  une  autre  forme,  algébrique  en 
X  tiy^  en  écrivant  : 


dw  y/i  —  y^-\-  dy  >J  \  —  j*»  =  o  : 

d'où,  en  intégrant  chaque  terme  par  parties, 

/ :        Cf  -ry  dy  xy  dr   \         _, 

i^a  quantité  sous  le  signe  /  est  nulle  en  vertu  de  l'équation 
différentielle  (i  1)  elle-même;  il  reste  donc  : 

seconde  forme  de  la  solution  générale  de  (1  i).  Donc,  en  vertu  de 
la  Remarque  du  numéro  précédent,  on  a  : 

arc  >\\\j'  -+-  arc  sin^  =zf(^x  \J \  — y^-^ y  ^ \-  —  J?*). 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue/,  faisons^  =  0  :  le  pre- 
mier membre  est  arcsino:,  le  second /(j;);  donc /est  un  arcsin, 
et  il  vient  : 

arc  sina;  -\-  arc  sin^  =  arc  siii(jr  /i  — y\^ y  ^\  —  x^)\ 
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ce  (jii'on  peut  écrire,  en  posant  arc  sin  j?  =  «,  arc  sinj^  =  r, 

u  -h  V  =  arc  i»iii(siu£i  cosi'  -+-  sini'  costt); 

c'est  la  formule  d'addition  bien  connue  de  la  fonction  sinus. 

Si"  On  trouverait  de  même  la  formule  d'addition  du  logarithme, 
en  intégrant  sous  deux  formes  Téquation 

-i--=o         OU         jc  dy  -h  y  dx  =  o. 

X         y  -^       -^ 

Ces  deux  relations  donnent  respectivement  : 

log x  -h  log7  =  C,         et        xy  =  C, 

d'où  l'on  conclut  : 

Déterminons  y  en  faisant  y  =  i;  il  vient  f(^x)  =  logj:,  et  fina- 
lement 


II.  -  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  QU'ON  SAIT  INTÉGRER. 


2i7.  On  ne  sait  résoudre  ou  intégrer  (*)  qu'un  petit  nombre 
de  types  d'équations  du  premier  ordre  :  ou  va  les  indiquer  succes- 
sivement. 

218.  1"  Équations  à  variables  séparées.  —  Elles  sont  du  type 

XY^X.Y.g=o. 

OÙ  X,  X|  sont  fonctions  de  x  seul;  Y,  Y|,  fonctions  de^  seul. 
On  peut  écrire  : 

^   <ir  H-  Y  cr^  =  o, 


(')  Une  équation  difTérentielie  sera  regardée  comme  intc};rée  quand  on  auru 
ramené  le  calcul  de  sa  solution  générale  à  celui  d'une  ou  de  plusieui*s  quadratures, 
iiiéiuc  si  ces  quadratures  ne  peuvent  s'efTectuer  à  Taide  des  TonctioDS  élémentaires. 
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d'où,  en  remontant  aux  primitives  des  deux  difTérenlielles, 


On  a  ainsi  une  relation  entre  x  ely^  renfermant  une  constante 
arbitraire;  c'est  l'intégrale  générale. 

Exemple.   —   Désignons   par  X,  X|,   Y,  Y|    des   polynômes 
entiers,  respectivement  en  x  ety,  et  considérons  l'équation 


xï-N,ï,(gy.. 


qu'on  ramène  au  type  précédent,  en  la  résolvant  par  rapporta  ^• 

Cherchons  la  solution  singulière.  Pour  l'obtenir,  il  faut  exprimer 
que  Téquation 

\Y-+-\,Y,m»=o 

a  une  racine  double  en  /?{,  ce  qui  donne  X  Y  X|  Y|  =  o. 

Or,  Y|  =  o  donne  des  droites,  y  =  a,  parallèles  à  l'axe  des  x; 

dy 
d'ailleurs  pour  j^  =  a,  -^-  est  nul  ainsi  que  Y|,  et  l'équation  pro- 
posée n'est  pas  vérifiée.  Au  contraire,  si  y  =  cl  est  une  droite  du 
système  Y  =  o,  l'équation  est  satisfaite.  De  même,  en  écrivant  la 
proposée 

on  reconnaît  qu'elle  n'est  pas  vérifiée  pour  les  droites  X  =  o,  cl 
qu'elle  l'est  pour  les  droites  X|  ==  o. 

La  solution  singulière,  enveloppe  des  courbes  intégrales,  ne  peut 
donc  être  cherchée  que  parmi  les  droites  Y  =  o  et  X|  =  o  :  on  véri- 
fierait aisément,  parla  méthode  générale  du  n**  243,  que  ces  droites 
constituent  réellement  l'enveloj>pe  considérée. 

2i9.  2"*  Équations  homogènes.  —  Ce  sont  celles  du  type 

dx         '  \X  / 

Pour  les  intégrer,  changeons  d'inconnue  en  posant  ^=  ux^  ce 
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qui  donne  : 

dy  =  Il  dx  -+-  X  du . 

L'équalion  proposée  devient  ainsi  : 

du 

dx        '^     ' 

Oii  peut  séparer  les  variables  en  écrîvanl  : 

du  d.P 


Voix 


<:Vsl-à-dirc 


'i  (  M  )  —  u  X 

r     du         . 

I ï=  lc»Sra^ -T- const., 

J     Z>(  U)—  u  ^ 

'Pi U)  =  \o*^x  -4-  consl. 
ou 

logx  =  4>  (  ^  j  -r-  consl . 
(-Vsl  la  solution  générale. 

!2?>0.  Remarque.  —  Elle  peut  s'écrir(î  : 

(i>.)  x  =  Ce'^'^)        ou        x  =  C'}^('^y 

Cette  équation  représente  évidemment  des  courbes  liomotlié- 
tiques  entre  elles  par  rapport  à  l'origine  :  c'est  là  une  propriété 
intéressante  des  courbes  intégrales  d'une  équation  homogène  du 
premier  ordre.  Réciproquement,  toute  famille  de  courbes  homo- 
ihétiqucs  par  rapport  à  l'origine  satisfait  à  une  équation  homogène, 

car,  en  résolvant  Téquation  (12)  par  rapport  à  r^  et  dérivant  ensuite 

par  rapport  à  la  variable  indépendante  x,  on  obtient  : 

c'est-à-dire,  tous  cajciils  faits, 


dx        X 


11.  —  II.  18 
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équalion  donl  le  second  membre  esl  bien  une  fonclion  de  '—('). 

C.    Q.,    F.    D." 

251.  3*"  Équations  réductibles   aux  équations  homogènes.  — 

Ce  sont  celles  de  la  forme 

dx        ^  \ci  x  ~s-  0  y  -i-  c  / 
a^  b^  . . . ,  c'  désignant  des  constantes. 

i**  Si  aV —  ba'  n'est  pas  nul,  on  posera,  en  changeant  à  la  fois 
la  variable  et  la  fonction, 

(  •>. )  ax  -\-  by  -\-  c  =  r^,         ax  -+-  b' y  -h  c'  =  J, 

ou 

adx  -h  b  dy  =  dr^^         a  dx  -i-  b' dy  —  c/J. 

On  tirera  de  là  linéairement,  puisque  aU -^  ba'  n'est  pas  nul, 
é£r  =  A  rfC  -+-  B  £//;,         dy  =  k' d\  -t-  BV/r,, 

A,  B,  A',  B'  étant  des  constantes,  et  l'équation  diflerentielle  pro- 
posée deviendra 

d'où 


équation  homogène,  dans  l'intégrale  de  laquelle  on  remplacera  r. 
el  \  par  leurs  valeurs  (2)  pour  avoir  l'intégrale  générale  de  (i). 

11  est  clair  que  les  courbes  intégrales  de  la  proposée  (i)  sont 
hoinolhéliques  enire  elles,  par  rapport  au  point  de  rencontre  des 
deux  droites  ax  4-  6^-h  c  =  o;  a! x  -\-  b'y  +  c'=  o. 

ti"  Si  ab' — fta'=o,  on  posera,  en  changeant  simplement  de 


(*)  Ce  dernier  point  élail  évident   géométriquement  :   car  les   tangentes  au\ 
coiiibcb  liomothéliques  considérées,  on  des  points  situés  sur  un  môme  rayon  vec- 

dy 

leur  issu  de  l'origine,  sont  parallèles;  c'est-à-dire  que,  pour  ces  courbes,  -.-  ne 

déiM'iid  que  de  ■=-• 
'  ^  X 
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fonction  inconnue  ei  en  conservant  la  variable  x, 

ou 

y         \  [dr^  \ 


d 
dx 
cl 


a' 


a'x  -h  fy  y  -h  c  =  —{fi  —  c  )  -h  c'. 

a 

Portant  ces  valeurs  dans  Téquation  dilTérentielle  proposée,  on 
obtient  : 


lloil 


dx=-         "^-"^ 


Les  variables  étant  séparées,  on  peut  intégrer  : 

/f 
r H  consl.=  *{t,  )  -^  const. 

demplaçant  ensuite,  dans  le  second  membre,  '/^  par  sa  valeur  (3), 
on  aura  l'intégrale  générale  de  la  proposée. 
Dans  le  cas  actuel,  les  deux  droites 

ax  -^  h  y  -+-  c  =  o,         a  x  -+-  U  y  -+-  c'  ==  o 

sont  parallèles;  les  courbes  intégrales  de  (i)  sontencore  homothë- 
liques  entre  elles  par  rapport  au  point  de  concours  des  deux  droites, 
c^est-à-dire  sont  les  positions  d'une  même  courbe  qui  se  déplace- 
rait parallèlement  à  la  droite  ax  +  6/  =  o.  On  le  vérifie  de  suite 
sur  Téquation  (4)- 

^  \  =  ax  -\'  by  -{-  c]  en 
récrivant 

'£  =  y/ax^by^Ti^ 

on  la  fait  rentrer  dans  le  type  (i)  avec  a'=  6'=  o,  c'==  i . 
Posons  donc,  pour  intégrer,  puisque  ab' —  ba'  est  nul, 

ax  -^  by  -h  c  =  r,, 
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la  proposée  devient 

b 


'(È-)"/--- 


OU 


=  i/x. 


Pour  effecluer  la  quudralure  en  tj,  on  posera  Yj  =  v^^  d'où 


bv  -t-  a 

c'est-à-dire 

et,  en  remontant  aux  primitives, 


iv  fis?  , 


V  —  -j\i>%(bs?  -ht/)     = 


I  ç;  __  r:  io2(6t'  -h  t/)  I  =  j-  -+-  G. 


11  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  v  par  y^^r,,  c'est-à-dire  par 

pour  avoir  l'inléjjrale  générale  de  la  proposée. 

253.  4"  Équations  linéaires.  —  On  nomme  ainsi  celles  qui  sont 
linéaires  par  rapport  \\  y  cl  -•   *  et  de  la  forme 

P  el  Q  étant  des  fonctions  de  x. 

Pour  intégrer  l'équation  (5),  posons  ^'=  f^t»,  u  et  v  étant  deux 
nouvelles  inconnues,  dont  nous  aurons  le  droit  de  particulariser 
Tune;  la  proposée  (5)  devient  : 

flv  du 

(  ()  )  H h  i^  -, h-  P  «  r  -H  Q  =  o. 

ax  dx 

Annulons  le  coefficient  de  w,  ce  qui  particularisera  ^  ('),  on  a  : 

dv 


(')  Celle  mêlhode,  qui  semble  arlificicllef  n'esl,  comme  on  le  verra  plus  lanJ, 
qu'un  cas  parliculior  d'une  mélliode  générale,  applicable  à  loule  une  classe  d*équa- 
lions  dilTcrcnlielles  (n"  318). 
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d'où 

h  P  r/x  =  O 

et,  en  inlégranl, 

loge  =  lo^C  —   /    I*  dj\ 

(7)  l^r:=Ce*' 

Il  reste,  dans  Téqualion  (6),  les  termes  qui  ne  çonliennenl  pas  // 
en  facteur,  et  qui  donnent 

ou 

du  = dx. 

Comme  v  est  une  fonction  connue  de  a:,  d'après  (7),  les  variables 
sont  séparées;  on  peut  donc  inté|^rer  et  Ton  a  : 

1/  -  -  /  '  ^  //^  H-  C  =  —  r  î?  e*'  ''"  dx  -+-  C 
d'où,  |>our  j', 

(8)  ^  =  !/('=  — c ''         (   /  ^-^  i/xj-^Ce*^  (C'=CC'). 

La  constante  C  a  disparu;  il  reste  la  constante  arbitraire  C'^  On 
pourra  donc,  dans  les  calculs,  ne  pas  introduire  C,  en  le  faisant 
dès  le  début  égal  à  i.  Ceci  est  d'ailleurs  évident,  car  on  n'a  besoin 
que  d'un  seul  facteur  ^,  propre  à  simplifier  féquation  proposée. 

234.  Exemple.  —  Soit  l'équation  linéaire  : 

dy 


dx 


—  j— ir2  =  o. 


Posons  y  =  uv]  il  vient 


/dv         \  du 

Annulant  le  coefficient  de  </,  on  a  : 

dx 
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d'où 

et  n  rcslc 

v-z :?•*  =  o, 

ox 

d'où 

du  —  jr-c-^dj-,         ti  —  I  T'e-'^da-  ■+■  C 
Donc  enfin,  Tînlégraie  cherchée  est  : 

La  quadrature  s^efiectue  aisément;  intégrant  par  parties,  on  a: 
/   .r*  e--*"  f/j'  =  —  .T' e--^  -h  >.    /   xe--^  ilx 

~  I  —  x^  —  ■>.  ./•  —  •>.  J  e-^, 
(1*011  finalement 

2oo.  Remarque  I.  —  La  formule  (8)  montre  que  Tinlégralo 
générale  d'une  équation  linéaire  s'obtient  au  moven  de  deux  qua- 
dratures. Si  Ton  connaît  une  solution  particulière  j^i,  une  seule 
quadrature  suffira  pour  calculer  Tintégrale  générale  :  en  effet,  y 
étant  la  solution  générale  inconnue,  les  équations 

donnent,  par  soustraction, 

;77. 0' —  .n  ) -^  ï'Ck -^'i  )  =  o; 
c'est-à-dire 

équation  à  variables  séparées,  d*où  l'on  tire  : 

-fpdv 
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G  désignanl  line  constante  arbitraire.  Cetlc  formule  établit  la  |)r()- 
position. 

De  même,  si  Ton  connaît rfe//j;  solutions,^!  eiyzj  deréqualion 
linéaire,  on  aura  : 


;     yt  =  ji  +  <^'s  e  -' 


K=j-|-+-  Ce 
C2  étant  une  constante  déterminée;  et  Ton  en  déduit 

y  =  y\-^  r  O'î  — J'i )  =  yi  -^  ^'(y^—yi )»       (C'  =  const. arbitraire), 

de  sorte  que  la  solution  générale  peut  s'écrire  îmmédiatcmcnl, 
sans  aucun  signe  de  quadrature. 


2o6.  Remarque  II.  —  D'après  la  formule  (8),  en  désignant  p;ir 
\  la  constante  arbitraire,  la  solution  générale  de  l'équation  linéaire 
est  de  la  forme 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  x.  Soient  j'i,  y^y  y^  trois  solutions 
particulières,  correspondant  aux  valeurs  X|,  Xj,  ).3  de  la  constante; 
on  a,  pour  une  même  valeur  de  la  variable  x^ 

Vn  — .Kl  ^  (\-u|rA,)-(A  -r-nXp  ^  X3-X, 

y\—yi  ""  (  V-+-  irAi; --(A-i-  hx^  ~  X,  —  a,* 

Le  rapport  qui  figure  au  premier  membre  est  donc  indépendant 

Fig.  80. 


de  X.  C'est  là  une  propriété  géométrique  des  courbes  intégrales 
de  ré(|uation  linéaire  :  considérons  en  eflet  les  trois  courbes  inté- 
grales qui  correspondent  aux  valeurs  X|,  Xj,  A3  de  la  constante  X; 
une  sécante  mobile,  parallèle  à  Oy  {Jig>  80),  les  coupe  en  des 
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points  M|,  M2,  M|,  et  Ton  a 

cVsl-à-dlre  que  trois  courbes  intégrales  (ixes  déterminent,  sur  une 
parallèle  mobile  à  Oy^  des  segments  proportionnels. 

257.  5*  Équations  de  Bernoulli.  —  Leur  tjpe  est 

P  et  Q  étant  des  fonctions  de  x^  et  n  une  constante.  Pour  inlé- 
rer,  divisons  parj^'"  : 


II 


■ — h  P r  -»-  Q  =  o» 


I 

Cl  prenons  pour  inconnue  -^37»  en  posant 

(I  ou         -—  = dx 


'H—ï  vH 


yn-i  yn  /j  —  | 


l^^équation  proposée  devient  alors  : 


\       dz  ^ 


n  —  I    dt: 

é(|iialion  linéaire  en  z  et  y  >  que  Ton  sait  intégrer  (n"  î25;{). 

!258.  6"  Équations  de  Riccati.  —  Ce  sont  les   équations  de  la 
forme  : 

^r  ^  K  ^  p  ^.  _^  o  yi  =r  o, 

dx  V  V.  ï 

K,  p,  Q  étant  des  fonctions  de  x.  On  sait  intégrer  une  telle 
(Kjuation  quand  on  en  connaît  une  solution  particulière.  Soit 
rn  effet ^1  cette  solution,  posons 

y=y,-\-z\ 
la  proposée  devient  : 


"^^-^  {^-ë  ^^^^y^-^^y')  -^^^-^'^y^--^^^'  =^' 


j 
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Or,  Cil  vertu  de  IMij^pothèse,  on  a 


et  il  reslc 


-^!^-R-Pj-,-Q.rî=o; 


^    -+.    -(  I»  ^  .jAYj',  )  H-    Q  5»  r=  O, 


<*(|tiation  de  Bcrnoulli,  qu^on  ramène  à  une  équation  linéaire  en 

I 
posant  z  =  -" 

Pour  intégrer  Féquation  de  Riccali,  on  y  posera  donc  tout  de 

suite 

I 

et  l^on  obtiendra  une  équation  linéaire  en  ;/,  qu'on  saura  intégrer. 
D'après  cela,  Téqualion  de  Riccati,  si  l'on  en  connaît  une  solu- 
tion,^!, s'intègre  au  moyen  de  deux  quadratures  (n°  2o5).  Si 
Ton  en  connaît  deux  solutions,  j^i  et  y^}  on  connaîtra  une  solu- 
tion particulière  de  Téquation  linéaire  en  u  par  la  formule 

I                                   f 
n — )'i  —  -         on  II  — . 

(le  sorte  que  l'intégrale  générale  de  Téquàtion  en  u,  et,  par  suite, 
celle  de  l'équation  de  Riccati,  s'obtiendra  au  moyen  dUine  seule 
quadrature  (n"*  2oo).  Enfin,  si  l'on  connaît  trois  solutions  parti- 
culières de  l'équation  de  Riccati,  on  connaîtra  deux  solutions 
particulières  de  l'équation  linéaire  en  u^  et  l'intégrale  générale  . 
s^obtiendra  immédiatement  sans  aucun  signe  de  quadrature. 

2o9.  Remarque.  —  D'après  le  numéro  précédent,  la  fonction  /£, 
solution  d'une  équation  linéaire,  est  de  la  forme 

A  étant  la  constante  arbitraire,  et  Â,  B  des  fonctions  de  x.  On  a 
dès  lors,  pour  solution,  j^,  de  l'équation  de  Riccati,  la  forme  : 

I        r  j  (  A  -1-  B  X  )  -4-  I        M  -4-  N  X 

(9)  ^=^>''-"â=— Â^jjx —  =  A-Trx' 

M,  N,  A,  B  étant  des  fonctions  de  .r.  La  constante  entre  donc 
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linéairement  au  numérateur  et  au  dénominateur  de  j^.  De  là  une 
conséquence  intéressante. 

Considérons  quatre  solutions  particulières  de  Téquation  de 
Riccati,  correspondant  aux  valeurs  Ao,  Xf,  X29  ^s  ^^  1^  constanle; 
le  rapport  anharmonique  de  ces  solutions,  Vo,  j^i,  ^2?  y^t  pour 
une  même  valeur  de  x^  est,  par  défînition,  l'expression 

sî  l'on  y  remplace  les  j^  par  leurs  valeurs  (9),  on  trouve,  par  un 
calcul  facile  et  d'ailleurs  bien  connu,  que  ce  rapport  anharmonique 

devient 

)>»        *        » 
n  —  'o   ,    A-j  —  /.j 

/.  I     -  y»  0        A I  —  A  i 

les  M,  N,   A,  B  ayant  disparu.   Il   est  donc  indépendant  de  j:, 
et  par  suite  : 

Le  rapport  harmonique  de  quatre  solutions  de  Inéquation 
dti  Riccati,  pour  une  même  valeur  de  la  variable,  est  constant; 

Fig.  81. 


il  est  é^al  à  celui  des  quatre  valeurs  de  la  constante  arbitraire 
qui  correspondent  à  ces  solutions. 

Il  résuhe  de  là  (|iie  si  j'<,  ')'2,  J'3  sont  Irois  solutions  particu- 
lières de  Téqualion  de  Riccati,  cl  y  une  solution  quelconque,  on 
aura 


y:i—y  .  r^  —  r-î 


=  c 


■'^ 


relation  qui  donne  immédiatement,   en  fonction  de  x  et  d'une 
constante  arbitraire,   Tinlégrale    générale  y,    quand  on   connaît 
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trois  solutions  particulières.  Ce  résultat  est  d'accord  avec  ce  qui 
a  été  dit  au  n°  258  sur  Tintégration  de  Péquation  de  Biccali, 
quand  on  connaît  trois  solutions  de  celle-ci. 

Géométriquement,  si  l'on  considère,  dans  le  plan,  les  quatre 
courbes  intégrales  (en  x,  y)  qui  correspondent  aux  quatre  solu- 
tions j/'oij^i  1^27^3?  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où 
ces  courbes  sont  coupées  par  une  sécante  mobile,  parallèle  à  Oy, 
est  constant,  c'est-à-dire  que  l'on  a  {fig*  81) 

M,  Mo  .  M,  M,      _^^^ 
MTM-o  •  m7m,  =  '^"''- 

260.  7"  Équations  de  Lagrange.  —  Elles  sont  linéaires  par 
rapport  di  x  eiy^  et  de  la  forme 


y  -\-  X 


m-<(^- 


Pour  intégrer,  posons 


'h- 


ce  qui  donne  la  relation 

(lo)  y  -^  x'i{p)-\-'}^{p)  =  o. 

Dérivons-la  par  rapport  à  :r;  il  vient 

(\o  bis)  p  -i-ç(/»)H-  \'r'^'ip)-^V(p)]  -j^  =  «'• 

Cette  équation,  si  l'on  y  considère  x  comme  l'inconnue  et  p 
comme  la  variable,  est  une  équation  linéaire.  Elle  s'écrit  en  cfTel 

(ix 

On  sait  donc  l'intégrer,  ce  qui  donne  x  en  fonction  de  />, 
ou  p  en  fonction  de  x  :  remplaçant  p  par  cette  valeur  dans  ré(|ua- 
tion  primitive  (10),  on  aura  la  relation  cherchée  entre  y  et  x.  On 
pourra  aussi  remplacer,  dans  (10),  x  par  sa  valeur  en  fonction  de 
Pj  et  résoudre  par  rapport  et  y;  x  et  y  seront  ainsi  exprimés  en 
fonction  d'une  même  variable  auxiliaire,  />,  ce  qui  définit  la 
courbe  intégrale. 
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261.  Remarque.  —  Soit  x,  y  un  poinl  quelconque  du  plan; 
les  coefficients  angulaires,  m,  des  langenles  en  (x,  y)  aux  courbes 
intégrales  qui  passent  par  cq  point  sont  donnés  par  Inéquation 

//r 

proposée  où  l'on  fait—-  =  m,  à  savoir 

j'  -^  .r  o  (  /7i  )  4-  ^  (  /?î  )  =  o. 

Le  lieu  des  points  x,  y  pour  lesquels  un  de  ces  coefficients  a 
une  valeur  donnée,  /?ïo,  est  la  droite 

En  d*autres  termes,  aux  points  où  elles  rencontrent  une  même 
droite  de  la  famille  j^ -f- x  ^(m) -f- '^(m)=  o,  m  désignant  un 
paramètre  variable,  les  courbes  intégrales  de  Téqualion  de  Lagrange 
ont  leurs  tangentes  parallèles  entre  elles. 

Réciproquement,  si  des  courbes  (C),  en  nombre  simplement 
infini,  jouissent  de  celle  propriété,  elles  sont  les  courbes  inté- 
grales d'une  équation  de  Lagrange. 

En  effet,  par  h^'potlièse,  aux  points  de  rencontre  d'une  même 
droite  Y  -f-  X  'f  (/w)  -f-  ^('^i)  =  o  avec  toutes  les  courbes  (C),  les 
tangentes  menées  à  celles-ci  sont  parallèles;  leur  coefficient  angu- 
laire commun  est  donc  une  fonction  de  ni^  fx  (/7t).  Sous  une  autre 
forme,  en  un  point  quelconque^  (-^jj^)?  ^"  plan,  le  coefficient 

angulaire,  s^>  de  la  tangente  à  la  courbe  (C)  qui   passe   par  ce 

point,  est  égal   à  y,  (/;?),  ni  désijinaiil   une   racine  de  Téqualion 

r  4- X  cp(/7î) -H- •|i(/7î)  =  o.   Ou  peut  écrire  aussi   m=:y(-^j>et 
Ton  en  conclul,  le  long  d'une  courbe  (C),  la  relation 


4aS)1 -■♦[/(£)]-. 


«jiii  est  une  équation  de  Lagrange. 
Si  l'on  observe  que  les  droites 

enveloppent  une  courbe,  évideinuient  quelconque  puisque  les 
loiictions  ':>  et  •}  sont  quelconques,  on  peut  dire  aussi  que  toutes 
les  courbes  intégrales  d'une  équation  de  Lagrange  coupent  chaque 
tangente  d'une  courbe  fixe  sous  un  même  angle,  variable  en  général 
d'une  tangente  à  Tautre,  et  réciproquement. 


CUAPITRE  I.   —   KQUATIONS   DU   PREMIER  ORDRE.  u85 

262.  Exemple.  —  LVM|uulion 

^y^  -  <iy*-+-  90' — ^)  =  «^ 

considérée  au  n**  244,  est  du  type  de  Lagrange;  écrîvons-la 
et  dérivons  par  rapport  à  x.  Nous  Irouvons 

cl,  en  séparant  les  variables  x  et  p^ 

{p  —  i)i^p(/p  -\-^(ijr)  •=  o. 

Nous  avons  donc  deux  solutions  : 

I "  p  =  i,  qui  donne  dans  la  proposée  :  —  ^  -H  9 («K  —  x)  =  o, 
solution  singulière. 

2**  »/>2-i- 3x  =  3C,  relation  qui,  jointe  à  la  proposée,  donne 
paramétriqucment  les  courbes  intégrales 

^  î) 

le  paramètre  étant/?.  En  éliminant/;  entre  ces  deux  relations,  on 
trciuve,  entre  x  et  j',  l'équation 

•2(^—0)^4-3(7-  G}«  =o, 

solution  générale. 

263.  9"*  Équations  de  Clairaut.  —  Elles  sont  comprises,  comme 
cas  particulier,  dans  celles  de  Lagrange;  on  y  suppose 

^\dx)  dx 

de  sorte  que  le  type  de  Clairaut  est  : 

(M)  •>'=-S+H^i)" 

Pour  intégrer,  dérivons  encore  par  rapport  à  x\  il  vient: 


£[-r(©]-". 


ce  qui  donne  deux  solutions. 
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Première  solution  : 

d\y  ,.    .  fiy       ^ 

-j\  =  o,  il  ou  ;-  =  C, 

et,  par  Téqnalion  proposée  (m), 

C'est  la  solution  générale;  on  l'obtient  en  remplaçant,  dans 

dv 
V équation  différentielle,  ^  par  la  constante  arbitraire  C.  Les 

courbes  intégrales  sont  des  droites. 
Deuxième  solution  : 

équation  qui,  combinée  avec  la  proposée  (i  i),  donne,  par  l'élimi- 
nation de  ^9  une  relation  entre  x  eiy  sans  constante  arbitraire. 

C'est  la  solution  singulière:  elle  représente  évidemment,  d'après 
son  mode  de  formation,  l'enveloppe  des  droites  fournies  par  l'in- 
tégrale générale. 

264.  Ce  sont  là,  à  peu  près,  tous  les  types  généraux  d'équations 
di (1ère nti elles  du  premier  ordre  que  l'on  sait  intégrer;  il  est  à 

remarquer  que,  sauf  dans  les  types  de  Lagrange  et  de  Clairaut. 

dy 
la  dérivée  -~-  figure  linéairement.  Si  donc  on  a  à  intégrer  une 

équation  différentielle  qu'on  ne  puisse  résoudre  par  rapport  à  --  > 

on  se  trouvera  arrêté  dès  le  début,  même  dans  les  cas  les  plus 
simples. 

Soit,  par  exemple,  l'une  Otu  l'autre  des  équations 

dont  la  première  se  ramène  d'ailleurs  à  la  seconde  en  prenant  x 
comme  fonction  ei y  comme  variable,  car  on  l'écrit 


/ 


i'wt- 
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dy 
Si  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  ^>  les  deux  équations  pro- 
posées rentrent  dans  le  type  à  variables  séparées 

dv         ,    ,  tly 

dx        *       ^  df        ♦    - 

«roù  l'on  déduit 

y=    I   o(x)dx-i- citusl.,  ou         .r  =    /    — hconsi. 

Mais,  si  la  résolution  par  rapport  à  ~  est  impossible,  on  ne 

pourra  expliciter  les  calculs. 

Il  Y  a  toutefois  deux  cas  où  cette  résolution  préalable  ne  sera 
pas  nécessaire. 

265.  Premier  cas.  —  On  peut  résoudre  l'équalion  différentielle 

»  r\  '      '  .  dy 

par  rapport  a  x  ou  y.  Un  a  ainsi,  en  posant   •    =/>? 

ou  y  =  o(p). 


dx  ==  -^ 
P 


(  1  y.  ) 

X  =  9{/J) 

d'où 

dx=  o'(p)d/) 

dy  =  p  dx 

^-p^'{p)dp 

cl 

ti3) 

y=    1  po\p) 

f  =  y  ^ç'C/»)^//' -+■<:. 


Dans  les  deux  cas,  les  équations  (1*2)  et  (i3)  donneront  x  Qi  y 
exprimés  en  fonction  du  paramètre  p  et  d'une  constante,  ce  qui 
définit  la  courbe  intégrale  générale  (*) 

(  '  )  En  réalité  les  équations 

sont  des  équations  de  Lagrange,  et  Ton  n'a  fait  que  leur  appliquer  la  méthode 
générale. 
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266.  Second  cas.  —  La  courbe 

quand  on  regarde  x  el   ^  (ou  J>'  et  ^  j  comme  les  coordonnées 

courantes,  est  de  genre  zéro  ou  un. 

On  peut  alors  exprimer  ^  et  -^  dans  le  premier  cas,  y  cl  ^^^ 

dans  le  second,  en  fonction  rationnelle  ou  elliptique  d'un  para- 
mètre, w,  sous  la  (orme 


T  =  ç(*/)  ■  (    y  =9('0i 

W  ou  •   dv 


(i4)  \  dy       .       ^  ou  .  dv       , 


On  en  conclut 


dx  =  ç' (  M )  r/a  ou         dy  =z  f^' i  u)  du, 

dy 

dy  =  iL  (  M  )  dx  dx  =   .   '^ 

o'  (  1/  ) 

=  '^(u)  'S iii)  du  =   *, du. 

et  par  suite 

(i>)      y=J'^(u)^'(n)du-hC         ou  ^==   ^?i^)rfaH-C. 

Dans  les  deux  cas,  x  et  j^,  par  (i4)  et  (i5),  sont  encore 
exprimés  en  fonction  du  paramètre  u  et  de  la  constante:  les  deu\ 
intégrations  indiquées  dans  (i5)  portent  d^ailleurs  sur  des  fonc- 
tions rationnelles  ou  elliptiques  de  w,  et  peuvent  dès  lors  s'eflVc- 
tuer. 

267.  Remarques  générales.  —  Pour  intégrer  les  équations 
homogènes,   les  équations  linéaires,   celles   de   Bernoulli  el   de 

Riccati,  il  n'est  pas  nécessaire  de  ramener  le  coefficient  de  y- 

à  être  égal  à  Tunité  ou  à  une  constante,  comme  nous  l'avons 
supposé  pour  simplifier  les  écritures.  Dans  la  pratique  on  appli- 
quera les  méthodes  d'intégration  indiquées,  sans  prendre  cette 
précaution  préalable.  Au  contraire,  dans  l'équation  de  Lagrange, 
il  faut  que  le  côefliciciil  dey  soit  Tunilé  ou  une  constante. 
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'.i**  On  ne  devra  pas  oublier  que  x  peul  être  considéré  comme 
rinconnue  ely  comme  la  variable  indépendante,  ce  qui  peut  faire 
rentrer  dans  les  types  inlégrables  des  équations,  qui,  au  premier 
coup  d'œil,  en  paraissent  éloignées.  Ainsi  Téquation 

4r  A 

dx       Ba7-hC' 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  dey,  est  une  équati:)n     néaire  en  x 
puisqu^on  l'écrit 

A^  =  Ba:-+-G. 
djr 


III.  —  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES  DU  PREMIER  ORDRE  ; 
DIVERS  ARTIFICES  D'INTÉGRATION. 


268.  Si  une  équation  diflérentielle  du  premier  ordre  ne  rentre 
pas  dans  un  des  types  précédents,  on  ne  saura  généralement  pas 
l'intégrer;  on  sera  réduit  à  essayer  divers  artifices.  Nous  allons  en 
indiquer  trois,  dont  le  succès  d'ailleurs  est  toujours  incertain. 

269.  Procédé  de  la  dérivation.  —   i*»  Soit  ^ 

l'équation  f)roposée.  Dérivons  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante, x;  nous  avons 

Essayons  de  combiner  les  relations  (i)  et  (2)  de  manière  à 
obtenir  une  équation  dont  le  premier  membre  soit,  à  un  facteur 
près,  la  dérivée  exacte  d'une  fonction  dex^  y,  y  ;  c'est-à-dire  une 
équation  de  la  forme 

On  en  déduira 

(3)  "^(^^y^y')  —  const. 

H.  —  II.  19 
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et,  en  éliminant^  entre  (3)  et  la  proposée  (i),  on  aura  l'inté- 
grale cherchée. 

La  solution  0(^,y,  y')  ==  o,  combinée  avec  (i),  donnera,  par 
élimination  de  y  y  une  intégrale  sans  constante  arbitraire,  qui  sera 
l'intégrale  singulière  ou  une  solution  étrangère. 

2*^  On  peut  encore  appliquer  autrement,  et  d'une  manière  plus 
précise,  le  procédé  de  dérivation;  résolvons  la  proposée  (i)  par 
rapport  ^y 

étant  posé 

dy 

Dérivons  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  (4);  il  vient 

équation  difTérentielle  entre  et  p  et  x^  qui  pourra  être  plus  facile 
à  intégrer  que  la  proposée.  Si  Ton  peut  en  tirer  yy  en  fonction  de  x, 
l'équation  (4)  donnera  y.  C'est  la  méthode  qu'on  a  suivie  pour 
les  équations  de  Lagrange  :  l'équation  (5)  est  alors  une  équation 

doc 

linéaire  en  :r  et  ^,  et  peut  par  suile  s'inléj»rer.  Même  procédé  en 

résolvant  la  proposée  par  rapport  à  :r,  et  en  considérant^  comme 
la  variable  indépendante. 

Exemple,    —    L'équation  y -^~  x  j  -^  x'^  f  (-j-\>  analogue   à 

celle   de    Clairaut,    donne    par    dérivation,   p    représentant    tou- 

dv 
jours -^, 

p  -.p-+.ixf{p)^  ^[^"^^V'(/>)]  =0, 

d'où,  après  division  para:, 

djc 

équation  linéaire  en  x,  qu'on  intrgre  par  la  méthode  générale,  et 
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qui  donne 

_  I  r     dp  G 

Celle  relalion,  jointe  à  la  proposée 

permet  d'exprimer  a:  el  j^  en  fonction  du  paramètre  p  et  d'une 
constante  arbitraire  C. 

270.  Procédé  du  facteur  intégrant.     -  L'équation  difTérentielle 
étant  mise  sous  la  forme 

(  6  )  M  <fa:  -r-  N  rfj'  =  o, 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  de  x,  k,  Euler  s'est  proposé  de 
déterminer  un  facteur,  [jl,  tel  que  l'expression 

fji(M  fltr-H  N  dy) 

soit  une  différentielle  exacle,  x  ely  étant  considérés  comme  deux 
variables  indépendantes.  Si  Ton  peut  trouver  un  tel  facteur,  on 
aura  identiquement 

fA(  M  <fa?  -h  N  rf^  )  -z  du. 

u  désignant  une  fonction  de  x  et  y,  et  l'équation  proposée  (6 
s'écrira 

—  du  =  o. 

On  y  satisfera  en  posant 

du  ^  o^         d'où         u(a:^  y)   -  consi,  y 

intégrale  générale:  ou 

I 

solution  singulière  ou  étrangère. 

Tout  revient  donc  à  trouver  un  facteur  intégrant  |jl.  Or  la  con- 
dition pour  que  (jl(M  rf.r -+- N  rf;^)  soit  différentielle  exacte  est 
qu'on  ail  identiquement  (Tome  1,  n°  327) 

^'^^  Oy  Ox 
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OU 

r       l.'   ^  AM^l^  ivi^H^  /^M  ^^\ 

C^est  là  une  équation  aux  dérivées  partielles,  généralement  plus 
difficile  à  intégrer  que  la  proposée  (6).  Si  l'on  peut  en  obtenir 
ez/ze  solution  particulière,  [ji,  la  fonction  u{x^y)  sera  donnée  par 
la  formule  (Tome  I,  n°  327) 

(ijlN)o  étant  ce  que  devient  (xN  pour  j:  =  j:o»  et  la  solution 
générale  de  (6)  sera  u  =  const. 

271.  Le  facteur  intégrant  existe-t-il  ?  C'est  demander  si  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (7)  ou  (7  bis)  a  des  solutions:  or 
nous  verrons  plus  tard  qu'une  équation  aux  dérivées  partielles 
admet  une  solution  générale,  laquelle  renferme  une  fonction  arbi- 
traire; il  y  a  donc  toujours  des  facteurs  intégrants. 

On  peut  le  voir  autrement:  soit,  en  effet,  4>(j:,  j^,  C)  =  o  la 
solution  générale  de  l'équation  différentielle  proposée  (6).  Si  l'on 
résout  par  rapport  à  C,  cette  solution  s'écrit 

(8)  G  =  cp(a7,^), 

d'où  l'on  lire  par  dérivation 

o  =  ^dx  -\ — —  dy. 

dx  ày 

équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  la  fonction  y^  définie 
par  (S),  et  qui  doit,  par  suite,  être  identique  (n**  240)  à  la  pro- 
posée (6).  On  a  donc  identiquement,  c'est-à-dire  quels  que 
soient  x  et  j^, 

d^  do 

dx  Oy 

Soit  [jl(^,  j')  la  valeur  commune  de  ces  rapports,  il  vient 
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d'où  Ton  conclut  identiquement  : 

li(yidx-^Ndjr)=  ^dx  h  '^-^dx  =  dt^{x,y). 

La  fonction  [ji  est  donc  un  facteur  intégrant  (*).       c.   q.   f.   d. 

272.   Quand  on  connaît  un  facteur  intégrant  d'une  équation  du 
premier  ordre,  on  peut  trouver  tous  les  autres. 

Soient  [ji  le  facteur  connu,  ^  un  quelconque  des  autres.  Posons 

et  déterminons  6.  Par  hypothèse  on  a 

\  [JL  (  M  dx  H-  N  dy  )  =  du^ 
/   ^<b{Udx-\-l{dy)  =  dv, 

d'où  Ton  conclut 

dv  =:^  du. 

Or  V  et  u  sont  des  fonctions  de  x  et  de  y;  on  peut  donc  regarder 
V  comme  fonction  de  x  et  de  w,  pris  pour  variables  indépendantes; 
et  Ton  a  alors 

dv  =  -r-  dx  H du, 

ôx  Ou 

Si  Ton  compare  celte  relation  à  la  relation  ds>  ^^^  du^  on  en  déduit 

ôv  Ov 

—  =0,  —  =  0. 

Ox  Ou 

La  première  de  ces  écjualions  montre  que  v  est  constant  par 

rapport  à  Xj  cest-à-dire  ne  dépend  que  de  u\  la  seconde,  y  =  0, 

montre  alors  que  0  est  aussi  une  fonction  de  u  seul,  6=  'f(")? 
et  Ton  a  \»-' =  [X'^(w). 

Réciproquement,  [ji  étant  facteur  intégrant,  [jL'^(a),  où  ç(w)  dé- 
signe une  fonction  quelconque  de  u,  est  aussi  facteur  intégrant; 


(  ')  On  voit  uin>i  qu'étant  donnée  une  expression  de  la  forme 

a  (  M,  v)du  -h  p  (  a,  v)  rfi», 

il  existe  toujours  un  facteur,  |x(a,  v),  ici  que  \L{oidu-\-  ^dv)  soit  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  des  deux  variables  u,  v.  C'est  ce  qu'on  a  admis  sans  démons- 
tration au  Tome  1,  n^^  404. 
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car  on  déduit  de  la  première  équation  (9),  à  savoir 
(9)  |i(  >l  ûfa:  H-  N  dy)  —  du^ 

celle-ci  : 

dont  le  second  membre  est  bien  une  diiTérentielle  exacte. 

Donc  \L  étant  un  facteur  intégrant  et  du  la  Hiflerentielle  exacte 
correspondante,  tous  les  autres  (acteurs  sont  de  la  forme  (jL9(cf). 
et  réciproquement. 

273.  On  pourrait  intégrer,  par  le  procédé  du  facteur,  les  équa- 
tions linéaires 

intégrées  autrement  au  n"  253  :  il  existe  en  eiTet  un  facteur  inté- 
grant, [JL,  fonction  de  x  seul^  et  facile  à  déterminer.  Car,  la  con- 
dition (7)  s'écrit  ici 

c'esl-à-dire,  puisque  ix,  P,  Q  soat  supposés  fonctioos  de  x  seni, 
et,  par  suite,  indépendants  de_^, 


d'où 


''K^p.  .._./' 


u 


=  P  rf.r,  \L  —  e 


La  méthode  du  n"  2o3  est  d'ailleurs  préférable  à  celle  du  facteur^ 

274.  Procédé  du  changement  de  variable.  —  On  peut  souvent, 
par  un  changement  d'inconnue,  ramener  à  un  type  inlégrable  une 
équation  qui  en  semblait  très  éloignée  :  il  est  évidemment  impos- 
sible de  donner  à  ce  sujet  des  règles  générales;  on  se  bornera 
à  deux  exemples. 

r*  Soit  Téquation 

3J  =  (IV-  Q)/TT7i, 
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OÙ  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x  :  elle  ne  rentre  dans  aucun  des 
huit  types  du  paragraphe  précédent.  Il  est  assez  naturel  d'essayer 
de  la  transformer  en  faisant  disparaître  le  radical  :  il  faudrait, 

pour  cela,  y  exprimer  ^'  et  ^i  -^y^  rationnellement  en  fonction 
d*une  nouvelle  inconnue.  Or  on  a  vu  dans  le  Tome  I  que  ce  pro- 
blème est  possible,  et  se  résout  en  particulier  (n^  214)  parlechan- 

;;ement  de  variable 

î  — f« 

d'où 

et 

j  I   I  -^  /« 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  différentielle  proposée;  ell<' 
devient 

2         /«        dx   ~     \  lt       '*~^/        2^      ' 

c'est-è-dire 

équation  de  Riccali,  qu'on  intégrerait  si  l'on  en  connaissait  une 
solution  particulière. 

2®  On  pourra  quelquefois  employer  avec  succès  la  transforma* 
tion  de  Legendre  (Tome  I,  n®  109,  Remarque  II). 

Soit  l'équation  différentielle 

On  posera 

d'où 

d\  =i—ydx-^y'dx^x  dy'  ~  x  rfX, 

ce  qui  donne  finalement 

Portons  ces  valeurs  dans  la  proposée;  celle-ci  devient 


•^(^'^5x-^'^)==^' 
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équation  difTérentielle  du  premier  ordre  en  Y  et  X,  qui  pourra 
être  plus  facile  à  intégrer  que  la  proposée.  Soit  Y  =  F(X,  C)  sa 
solution  générale,  on  aura 

37  =    .y  =  Fx(X,  C), 

J>  =  X^-Y  =  XFi(X,C)-F(X,C), 

équations  qui  donnent  x  et  y  en  fonction  d'un  paramètre  X,  et 
d'une  constante  arbitraire  C,  el   définissent  par  suite   la  courbe 
intégrale  générale  de  Téqualion  primitive. 
Par  exemple,  l'équalion 

devient,  par  cette  transformation, 

*(Y)  =  g<p(X), 

relation  différentielle  où  les  variables  se  séparent. 

L'équation  y  =  ^k' -h  ^^/(y')i  ^^j^  rencontrée  au  n**  269,  2*, 
appartient  à  ce  type,  car  elle  s'écrit 

"Jy  —  ^y  =  ^//(/)  ; 

elle  pourrait  dès  lors  èlre  intégrée  par  la  méthode  précédente. 


IV.  —  APPLICATIONS. 


275.  Ions  les  problèmes  de  G/ométrie  où  il  s'agit  de  déter- 
miner une  courbe,  dans  le  plan  ou  sur  une  surlace  donnée,  par 
une  propriété  de  ses  tangentes,  conduisent  évidemment  à  des 
équations  difTércnlielUîs  du  premier  ordre*,  on  va  en  donner 
quelques  exemples. 

Problème  des  trajectoires, 

276.  Problème.   —    Etant   donnée  une  famille   de   courbes 
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planes  {axes  rectangulaires)  dont  Inéquation  générale  ren- 
ferme un  paramètre  C, 

(,)  F(X,Y,C)  =  o, 

trouver  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  donnée  V,  toutes 
les  courbes  de  la  famille. 

Soit  Xj  y  un  point  quelconque  du  plan;  pour  la  courbe  de  la 
famille  (i)  qui  y  passe,  C  est  déterminé  par  Téquation 

et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  cette  courbe  en  x^  y  est 

—  ri^TT'  l^s  parenthèses  indiquant  que  C  a  été  remplacé,  dans  les 

deux  termes  de  la  fraction,  par  sa  valeur  tirée  de  (p.).  Le  coeffi- 
cient angulaire  de  la  tangente  à  la  trajectoire  an  môme  point  étant 
dv 


,   )  on  aura 
dx 


dy  ,   (F.V) 


dx     (f;) 

lang  V  —  — 


dx  (FV) 


C'est  l'équation  difTérentielle  des  trajectoires.  On  peut  évidem- 
ment dire,  sous  une  autre  forme,  qu'elle  s'obtient  par  l'élimination 
de  C  entre  les  deux  équations 

dx     f; 

Pour  les  trajectoires  orthogonales,  tangV  est  infini,  et  l'équa- 
tion diirérentielle  s'obtient  en  éliminant  C  entre 

(4)  F(^.7,  C)  =  o,        Fi"^^   -f;.=  o. 


ix 


^n.  Exemple  I. —  Trajectoires  obliques  des  courbes  y  =  Cx'" . 
—  Ces  courbes  sont  homothétiques  les  unes  des  autres  par  rapport 
à  l'origine;  leurs  trajectoires  jouiront  évidemment  de  la  même 
propriété,  c'est-à-dire  que  leur  écpiation  diflTérentielle  sera  homo- 
gène (no  250). 

Cette  équation  difiérentielle  s'obtient  (n°276)  par  l'élimination 
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de  C  entre  les  relalions 

y  —  Cx'f*,  lanffV  = r^ , 

d*où  le  résultai  : 


tangV(i-h/ny^j 


y  -m-'-, 

X 


équation  qui  est  bien  homogène.  Pour  Tiiitégrer,  posons  (n**249) 

y  =  ux\ 
nous  aurons 

tangV[i  -~  mu{  u' x  -+-  m)]  —  u' x  -f-  m       mu^ 

c'est-à-dire 

du 
X  -i-{mu  langV    - 1)  =  ud      m)  —  tang  V(i  -  ma*), 

et,  en  séparant  les  variables, 

dx  _^  mu  tang V  --  i  , 

X   ~  mw- tangVn- a(m  —  i)-4-tangV 

LMntégration  n'offre  aucune  difficulté;  faisons-la  dans  le  cas  de 
m  ^^  I  :  les  courbes  proposées  sont  alors  des  droites  issues  de 
l'origine.  Il  vient 


cens 


,  r     du      I  — atan^V  i  i  ,      ,  . 

l.-^\os'x=   I   r-, ~—  ~- rr  arc  tança loff(i-4-a'), 

®         ./    langV       i-+-a«  lan^V  &  ^     6v  /» 


ce  qui  s'écrit 


arc  tanit// 


x/l-f-  U^  -=  Ce   i«n«f^'    . 

Remplaçant  u  par--,  on  aurait  l'équation  des   trajectoires;    il 
vaut  mieux  employer  les  coordonnées  polaires,  en  posant 

X  —  p  coso),     \  y  "-  p  sinw, 
ce  qui  donne 

u  —  tangw,         ou         arc  tang  a  —  w. 
On  a  ainsi 


(i> 


équation  de  spirales  logarithmiques  ayant  l'origine  pour  pôle. 
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278.  Exemple  II.  —  Trajectoires  orthogonales  des  tangentes 
à  une  courbe  {Développantes) .  —  Soit,  en  fonction  d'un  para- 
mètre C, 

l'équation  générale  de  ces  tangentes;  il  faut,  pour  obtenir  l'équa- 
tion différentielle  de  leurs  Irajecloires  orthogonales,  éliminer  C 
entre  crette  équation  et  la  seconde  équation  (4)^  qui  est  ici 

dy      .. 

-j~     -  Li  —  <>. 

Il  vient  ainsi 

équation  différentielle  du  tjpe  de  Lagrange.  Pour  l'intégrer,  po- 

dy 
sons  -j-  ^^  p,  et  résolvons,  par  rapport  à  y, 

a?        <p(d) 
y  = h  ■i-^^—f 

P  P 

ou,  en  posant,  pour  simplifier,  ^^-^  ~^-^^P)^ 

(5)  J--|-^4'(7>). 

Dérivons,  par  rapport  à  j:,  suivant  la  méthode  générale  (n°260); 
nous  trouvons 

I        dp  \  X 


i[f. -♦•'") 


p       dx 
ou 

dr 

équation  linéaire  en  jt,   qu'on  intégrera,  d'après  le   n"  253,   en 
posant 

dv  du 

(6)      T^-uv,        ^j^i^pt^i)p    -i>  =  o,        ^dp^P^-^^)P    -/'*f(/')    =o- 

On  tire  de  la  deuxième  de  ces  relations 
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c'est-à-dire 


^p'^-^  I 
Portons  cette  valeur  de  p»  dans  la  troisième  relation  (6);  il  vient 

d'où 

J       //>*  -4-  I 

et  enfin 

(7)  r^-u.^-J=    f^:Sli±^C-L=- 

yp^  -h  I  •/      //>*  -H  I  v7?*  -h  I 

Reportons-nous  maintenant  à  Téquation  primitive  (5);   nous 
avons 


(8)     ^  =  -î+^-(;„==-_L^    f^^lÉ^--^^Hp). 


« 

Les  relations  (y)  et  (8)  défi'nissent,  pour  la  courbe  générale 
cherchée,  les  coordonnées  x^y  d'un  point  en  fonction  d'un  para- 
mètre/>;  le  problème  est  théoriquement  résolu,  il  ne  reste  qu'une 
quadrature  à  efFccUier. 

Remarque.  —  En  verlu  de  la  Kemarcjuc  du  n"261,  les  courbes 
<jui  coupent  sous  un  angle  fixe  les  tangeutes  <i'une  courbe  donnée 
sont  les  intégrales  d'une  équation  de  Lagrange  :  le  problème  des 
trajectoires  des  tangentes  à  une  courbe  conduit  donc  a  une  équa- 
tion de  Lagrauge;  on  vient  de  le  constater  pour  les  trajectoires 
orthogonales. 

279.  Exemple  III.  —  Trajectoires  orthogonales  d' une  famille 
de  cercles.  —  Soient  les  circonférences 

où  a,  j3,  R  sont  des  fonctions  données  d'un  même  [)arainèlre  /; 
pour  trouver  Téquation  dilTérentieile  de  leurs  trajectoires  orlho- 
onales,  il  faut  éliminer  t  entre  Téquation  précédente  et  la  relation 


<r 


1y 


(10)  {jc  —  7.)-. (  )•  —  3  )  =  o 
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Celte  élimination  n'est  possible  que  si  l'on  a  explicitement  a,  p 
et  R  en  fonction  de  C,  On  peut  tourner  la  difficulté  en  changeant 
d'inconnue  et  de  variable. 

Posons 

y    -   3 

(il)  -^f=  tango; 

nous  avons,  en  tenant  compte  de  (9), 

r  — P  ^  ^  — «  ^  ^. 
sinO  cos6  * 

d'où 

(12)  j  =  ^-hRsinO,         57  =  ot -H  R  cos6, 

relations  équivalentes  à  (9)  et  (i  i). 

Entre  les  équations  (loj  cl  (12),  cherchons  à  éliminer  x  ety^ 
de  manière  à  obtenir  une  équation  différentielle  entre  6  et  t.  Nous 
tirons  de  (12)  : 

dy^      RcosBd^-hdt{^  h-  R'sin6), 
dx=—  RsiiiOû?e-i-û?<(a'-h  RcosO), 

a',  P',  R'  désignant  les  dérivées  de  a,  ,8,  R  par  rapport  à  t. 

Portons  dans  (10)  ces  valeurs  de  dx,  dy^  et  les  valeurs  (12) 
de  X  et  v;  nous  obtenons  l'équation  différentielle  en  0  et  /  : 

R  É?0  -+-  dt{  P'  cosO  —  a'  sin 0 )  =  o 
ou 

-j-  -h  -^  cos6  —  ô'SinO  =  o. 
ut         n  K 

Prenons  pour  inconnue  tang-»  en  posant 

0                      ,,    ,            ,^         idu 
lanff-  =  a;  d  ou  a6  = .  : 

Téquation  différentielle  précédente  devient  V équation  de  Riccati 

du       B'  aa' 

^rf7-^R('-"*^"X"  =  ^- 

On  saura  l'intégrer  si  l'on  en  connaît  une  solution,  c'est-à-dire 
si  Ton  connaît  a  priori  une  des  trajectoires  orthogonales  des 
cercles  proposés.  En  intégrant,  on  aura  w,  et  par  suite  8,  en  fonc- 
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tioi)  de  ^  (et  d'une  constante  arbitraire);  les  équations (12) donne- 
ront alors  X  et  y  exprimés  en  /,  ce  qui  définira  la  trajectoire 
orthogonale  générale. 

Application,  —  Si  les  cercles  donnés  ont  leurs  centres  en  ligne 
droite,  cette  droite  sera  évidemment  une  de  leurs  trajectoires 
orthogonales,  et  Téquation  de  Riccati  pourra  s'intégrer. 

Par  exemple,    considérons   les   cercles  dont   les  centres   sont 

sur  Ox,  et  dont  le  rayon  est  égal  à  —  fois  Tabscisse  du  centre  : 

a 

Prenons,  pour  ^,  Tabscisse  a;  nous  aurons 

et  Téquation  de  Riccati  s'écrira 

du  mu  du  d% 

2 -, 2  —  =0         ou         —  =.  m  —  > 

d%  OL  U  OL 

ce  qui  donne 

u  —  Ca"», 

et  par  (12),  puisque  u  =  tang -» 


j 


équations  paramétriques  des  trajecloires  orthogonales,  a  étant  le 
paramètre  variable. 


Lignes  de  courbure  et  lignes  asyniptotiques, 

280.  Lignes  de  courbure.  —  On  a  vu  dans  le  Tome  I  que  les 
lignes  de  courbure  d'une  surface  s'obtiennent  en  intégrant  l'équa- 
tion aux  directions  principales  :  c'est  une  é({ualion  différentielle 
du  premier  ordre.  On  a  déjà  (Tome  I)  donné  des  exemples,  dans 
lesquels  Téquation  différentielle  est  du  type  à  variables  séparées: 
en  voici  d'autres. 
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281 .  l"*  Quadriques  à  centre  : 

.r*         K*       z* 

â*  "^  6^  "^  c«  ~^' 

L'ordonnée  z  élant  regardée  comme  fonction  de  x  el  y,  Téqua- 
lion  différentielle  des  lignes  de  courbure  est  (Tome  I,  n**  428) 


(I) 


I    -  />' 

P<I 

x-q^ 

r 

s 

t 

dy^ 

—  dx  dy 

dx^ 

o, 


/?,  y,  r,  5,  /  désignant,  comme  d'ordinaire,  les  dérivées  premières 
et  secondes  de  z  par  rapport  'd  x  el  y. 

On  calcule  ^  et  ^  en   dérivant   l'équation    de  la  surface  par 
rapport  à  Xj  puis  par  rapport  à  y,  ce  qui  donne  : 


C*     X 


P^-TTt 


a»  z 


q^-  ^,  -, 


c*  y 

z 


puis,  par  de  nouvelles  dérivations,  en  tenant  compte  de  l'équation 
de  la  surface, 


_ — c*  z — p^  __    c*    .y* — ^* 


c^    xy 


a^ 


a^b^ 


~  r  > 


a» 6»  z^ 


t  = 


c*     X*  —  a' 


a«6« 


Portant  ces  valeurs  dans  (i),  on  obtient  après  réductions,  et 
en  tenant  toujours  compte  de  l'équation  de  la  quadrique,  l'équa- 
tion différentielle 


a- 


XY  — 7-r —  dy*  —  xy .  --  dx^ 


•«  —  ni 


c^—b^ 


H-    I         - —  a?' j- —  y^-h  a^  —  b*\dxdy  —  o 


ou 

(2^ 


/  dy\^ 


dy 


^""^[ti)   -^<^'-    A^«-B)^-~a7r-o, 


en  posant,  pour  abréger, 


B  =  aJ 


a 


b^ 


a' 


C'est  là  une  équation  différentielle  qui  ne  rentre  dans  aucun  des 
cas  intégrables.   Monge  a   observé  qu'on   peut   l'intégrer  par  la 
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méthode  de  dérivation  (n" 269,  i");  nous  indiquerons  ici  une  mé- 
thode plus  ralionnelle. 

Si    Ton    multiplie    par  y  le   premier  membre  de  Téquation   à 
intégrer  (-2),  on  voit  que  ^  ne  figure  que  dans  les  combinaisons 

y^  fit  j'-~  ;  il  est  donc  indiqué  de  prendre  y'^  comme  inconnue. 

Ainsi,  on  posera  v'^rr^u^  et,  à  cause  de  la  symétrie  que  présente 
l'équation,  x'^  =  v.  On  a  alors 

dy  __  ï   û?a  _   I   du  ^  dx  _  au   p 
dx        1  dx       2  dv  '  dv        dv 

et  l'équation  (2)  devient,  après  division  par  y/r, 

.     /du\*      ,  .  T^    du 

équation  linéaire  en  w  et  i^  (*^yP^  deLagrange).  Résolvons-la  par 
rapport  à  l'inconnue  m,  nous  trouvons 

ç'M^Au'H-n— Bw'  ,      „       u' 

U  =   T -, =  PI/  —  B-r — ■ , 

en  posant  u'=    ,    :  c'est  une  équation  de  Clairaut,  dont  on  obtient 

l'intégrale  générale  (n"  263)  en  remplaçant  u  par  la  constante  arbi- 
traire X;  on  a  donc,  pour  la  relation  cherchée  entre  u  et  v, 

BX 

u  =  KV :-  . » 

A  A  -h  I 

et,  en  revenant  à  x  ely, 

o      •.    .  BX 


A  X  -+-  I 

Telle  est  l'équation  des  projections  des  lignes  de  courbure  sur 
le  plan  des  xy  :  elle  représente  des  coniques.  Les  lignes  de  cour- 
bure sont  donc   algébriques^  ou  peut  aussi   en   déduire  qu'elles 

sont  à  rinlerscclion  de  la  quadrique  [)roposée  avec  les  quadriques 

:r*                  y*  -3- 

homofocales     — h  ,^~ 1 — r^ —  =  i  (voû^  Tome  I,  n"  446). 

2**  Paraboloïde  : 

iz  =  a' x*-h  b' y^. 

On  a 

p  —  a  X,         q  —  b' yj         r  =  a\         5  =  0,  t  —  b\ 
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et  i'équalton  des  lignes  de  courbure,  prise  sous  la  forme  (E),  est 
a  b'^xy  (^X -^{b' ~  a  ^  a'^b' T^—  l' b'^y^)^  —  a'^b' xy  ^  o. 

C'est  une  équation  qu'on  ramène  à  la  forme  (2)  en  posant 

L'intégrale  générale  est  donc,  d'après  (3), 

6— a'        X 


y^=z  \x^-\- 


a'b      a'-\-b'\ 


Les  projections  des  lignes  de  courbure  sont  encore  des  coniques, 
et  ces  lignes  sont  algébriques. 

282.   Lignes  asymptotiques.  —  Les  lignes  asjmptotiques  d'une 
surface,  donnée  sous  la  forme 

x  =  x{u,v\       y^y(u,i^),       z  =  z(u,v), 

s^obtiennent  (Tome  I,  n"  130)  par  Fintégration  de  l'équation  diffé- 
rentielle 

(4) 


x-'^s-^u:)-- 


qui  est  du  premier  ordre.  Rappelons  que  R,  S,  T  sont  des  fonc- 
tions de  a,  v^  dont  les  valeurs  proportionnelles  sont  respective- 
ment 


à*x        r>^^y       r^à*z  .     d^x  .d*x 

du^  du^  du*-  dudv  '  dv^ 


A,  B,  C  désignant  les  coefficients  du  plan  tangent,  à  savoir 

dy  dz       ôz  dy 
du  ôv        au  dv 


283.  Exemple.  —  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  réglées. 
—  Une  droite  de  l'espace 

i    X  =  aiu  -^  b\, 
(5)  ^  y  =  atu-^bt, 

I    «  =  aja-h  6,, 
H.    -  II.  ao 
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engendre  une  surface  si  a,,  6,,  a.j,  b^i  «3,  63  sont  des  fonctions 
d'une  même  variable,  v.  Les  équations  (5)  définissent  donc  para- 
métriquement  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  réglée,  en 
fonction  des  deux  paramètres  u  et  v^.  On  a  alors 

Oy  àz        ()z  ôy  ,         ,  ,  , ,  _ , 

B  = =  i/(aja'j  —  aj«3)-T-a,6i  —  ai  6',, 

C  = =  i«(aia5  —  ata\)-{-  axb\  —  Oj^'i, 

a\^  b\^  ...  étant  les  dérivées  de  Oi,  6,,  ...  par  rapport  à  v. 

On  calcule  sans  difficulté  -r-r»  •••»  -rr»  et  Ton  obtient  les  valeurs 

vu^  dp* 

proportionnelles  de  R,  S,  T,  qui  sont  de  la  forme 

/",  O,  ^j;,  y^  étant  des  fonctions  de  v^  qu'il  est  inutile  d'écrire  tout  au 
long.  L'équation  difTérenlielle  (4)  s'écrit  donc 

Elle  se  décompose  en  deux  : 

^^  .»   . 

i'  -j-  =0;         d  ou         i'=const. : 

au 

les  lignes  correspondantes  sur  la  surface  sont  les  génératrices 
rectiligues.  solution  évidente  du  problème  (ïome  1,  n**  435). 

2"  -i-  =MM»-r-Na-4-P, 

M,  N,  V  étant  des  fonctions  de  v  seul.  C'est  une  équation  de 
Riccati,  qu'on  ne  sait  intégrer  que  si  l'on  en  connaît  une  solution 
parliculière  :  elle  conduit  à  une  propriété  géométrique  intéres- 
sante des  lignes  asj^mptoticjues  de  la  seconde  série.  D'après  la 
remarque  du  n"2o9,  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  solutions  u 


(')  Car,  dans  la  valeur  proportionnelle  de  S,  le  coefficient  de  u  esl 

a',  (rt^«3 —  «jflj  )  -h. .  .-f-. . ., 

quantité  nulle  identiquemcnl. 
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de  Tëqualion  de  Riccali,  pour  une  même  valeur,  quelconque,  de 
la  variable  v,  est  conslanl;  c'esl-à-dire  que  le  rapport  anharmo- 
nique  dc's  quatre  valeurs  de  u  qui  correspondent  aux  points  où 
une  même  j^énéralrice  rectili«;ne  mohile  (p  =  const.)  coupe  quatre 
lignes  aswnptoliques  fixes  est  constant.  Or,  sur  une  droite  donnée 
sous  la  forme  (5),  le  rapport  atiliarmonique  des  quatre  valeurs 
du  paramètre  u  qui  correspondent  à  quatre  points  de  la  droite 
est  égal  au  rapport  aiihiirmoni(|iie  de  ces  quatre  points,  par 
exemple  au  rapport  anharruonique  de  leurs  abscisses;  donc  : 

Quatre  lignées  asymploliques  (V une  surface  réglée  coupent 
une  génératrice  rectitigne  en  quatre  points^  dont  le  rapport 
anharmoniiiue  reste  constant  quand  la  génératrice  varie. 

284.  Cas  particulier.  —  Si  la  surface  réglée  admet  une  droite 
en  dehors  des  génératrices,  c'e>t- à-dire  si  celles-ci  rencontrent 
une  droite  fixe,  cetle  droite  est  une  li«;ne  asymptotique  et  fournit 
une  solution  particulière  de  IVquation  de  Riccati,  qui  peut  dès 
lors  s'intégrer. 

C'est  le  cas,  par  exemple,  dessur/aces  réglées  à  plan  directeur  : 
la  droite  fixe  est  alors  la  dioile  à  Tinfini  du  plan  directeur. 
Traitons  directement  ce  cas  particulier. 

Prenons  pour  plan  directeur  le  plan  des  ^3  :  une  génératrice  est 


X  =  a, 


z  =  m  y  -h  n  ; 

elle  engendrera  une  surface  si  m  et  n  sont  fonctions  de  a;  l'équa- 
lion  des  surfaces  considérées  est  par  >uite 

(6)  Zr=yf;,{x)-^^{x), 

Si  Ton  considère  X  etycomnir  Irs  |)aramètres  u  et  v^  Téquation 
différentielle  des  lignes  asymptolique's  «st  (Tome  I,  n"  428) 

r  dx'^  -h  '2  5  dx  d    -\-  t  dy^  =  o, 

,,   .  d^z       d^z       ù^z 

r,  A-,  ^désignant  — ,^^,^^,. 

Or  Téquation  (12)  donne 
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d'où,  pour  l'équation  difTérentielle  des  lignes  as^mptoliquesy 

(7)  (  r  çp'-h  4'*)  <^*-H  a©'rfa:rf^  =  o. 

Od  a  d*abord  la  solution  dx  =^  o,  d'où  x  =  consl.,  valeur  qui, 
portée  dans  l'équation  (6)  de  la  surface,  donne  les  génératrices 
rectilignes.  Après  suppression  du  facteur  dx,  la  relation  (7)  s'écrit 

(8)  ^^'^^jr^'^Y=0, 

équation  linéaire  en  y. 

Comme  les  génératrices  se  projettent  sur  le  plan  des  xy  suivant 
des  droites  parallèles  à  O^,  on  déduit  de  là,  par  la  remarque  du 
n"  256,  cette  propriété  géométrique,  que  l'on  aurait  pu  obtenir 
aussi  comme  une  conséquence  de  la  propriété  générale  des  asjm- 
ptotiques  d'une  surface  réglée  : 

Trois  lignes  asymptotiques  d'une  sur/ace  réglée  à  plan 
directeur  déterminent,  sur  chaque  génératrice  rectiligne,  des 
segments  dont  le  rapport  est  constant. 

L'équation  (8)  s*intègre  par  la   méthode  générale;   on   trouve 

ainsi  : 

C 


-«  r  V  ^ 


équation  des  projections,  sur  le  plan  des  xy^  des  asymptotiques 
de  la  seconde  série. 


Trajectoires  sur  les  sur/aces;  systèmes  conjugués. 

285.  Trajectoires.  —  Le  problème  des  trajectoires  sur  une 
surface  se  traite  comme  le  problème  analogue  sur  le  plan. 

La  surface  étant  représentée  paramétriquement  (axes  rectangu- 
laires) par 

(1)  :r  =  ^(U,V),         r=r(U,V),         z=z(U,  V), 

proposons-nous  de  chercher  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle 
donné,   8,   toutes  les  courbes  représentées,  sur  cette  surface,  par 
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réqualion 

(^)  F(U,  V,  C)=o, 

où  C  désigne  un  paramèire,  variable  d\ine  courbe  à  l'autre. 

Soil  (w,  if)  un  point  quelconque  de  la  surface,  il  passe  par  ce 
point  une  courbe  de  la  famille  (2),  et  la  valeur  correspondante  du 
paramètre  C  est  donnée  par  l'équation 

(3)  F(//,  P,  C)  =  o; 

si  Ton  se  déplace  sur  cette  courbe,  à  partir  du  point  (</,  v)  les 
d i (Té renti elles  hu  et  ^ç  sont  liées  par  la  relation 

les  parenthèses  indiquant  que  C  a  été  remplacé,  dans  ;p  et  —  >  par 

sa  valeur  tirée  de  (3).  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à 
la  courbe  considérée,  au  point  (</,  i^),  sont  proportionnels  à 

ox  ^         ox  ^  Oy  ^         ÔY  ^  Oz  ^         Oz  ^ 

■—  ou  H ôp,  —  au  -h  —  op,  --  ou  -H  -—  tv. 

du  Ov  Ou  Ov  Ou  Ov 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (4),  à 

Ou  \  Ov  )       ôv  \0u/'  du\Ov  )       dv  \du  )^ 

j  ^  (^\^^^  (^^\ 

\  Ou\âv/       'âû\du)* 

Quant  aux  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  (u,  r),  à  la 
trajectoire  cherchée,  ils  sont  proportionnels  à 

(6)  —  du  -^    -  av.  -^  du-^  -f-  dv,  --  du-^  -7-  dv  \ 

Ou  Ov  Ou  ov  ou  dv 

en  écrivant  que  les  deux  directions  (5)  et  (6)  font  entre  elles 
l^an^le  8,  on  obtiendra,  entre  «/,  i^  et  -^-»  une  relation  qui  sera 
l'équation  difTérentielle  des  trajectoires  cherchées. 

286.  Exemple.  —  Pour  obtenir  les  trajectoires  des  courbes 
i^  =  C,  on  fera,  dans  (5),  (—-j^o,  (---j=i,  ce  qui  donnera, 
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pour  réquation  différenlielle  finale, 

( ox   ,  àx   .\  ox       /ày   ,         <>K   ,  \  '^K       { àz    .  dz    .  \di 

f  —  du-^. dv] h  (  -    ^M  -H  —dv]'^  -^(-—  du  -^        dv]^ 

\  Ou  <>«'       /  ou       \  Ou  ùv       /  Ou       \  Ou  Ov       J  du 


cos6  = 


[/{^.''■'-'£^i'--—\/m'-m'H?j 


ou,  avec  les  notations  du  Touie  I  (n"  412), 

Edu  -h  V  dv 
(7)  cosO  = 


v/E  du^  -h  u  F  du  dç  -4-  G  di^'-  /Ê 

Application.  —  Cherchons  les  Irajecloires  obliques  des  méri- 
diens d'une  surface  de  révohition.  La  surface  étant  représenlée 
paramélriquemenl  (Tome  I,  n**  4-16)  par  (') 

j^=/^cosi',         ^  =  i/sinr,         z=f(u)^ 

les  méridiens  ont  pour  équation  r  -—  C,  et  l'on  a  (ibid.) 

E  =  n-/'«(a),        F^o,        G  =  M». 

L'équation  (-j)  s'écril  dès  lors 

y/i-^/"^{u)\(du^i-^/'*(u)\'^  u^dv* 

ou 

du^[i-h/'*iu)\sin*0  =  u^dv^cos^fi. 

Séparons  les  variables,  il  vient  : 


=  dv  cotO, 


u 


d'où,  pour  l'équation  en  u  et  i'  des  trajectoires  cherchées, 

/   — \/i-h/'^(u)=  V  col(i -^  consl., 
,  /      u  • 

résultat  conforme  à  lelui  qui  a  élé  obtenu,  avec  d'autres  Dotations 
et  par  une  autre  méthode,  au  n'^  iiii)  du  Tome  L 

287.   Systèmes  conjugués.  -    D<*u\  droit<îs,  tangentes  à  une  sur- 
face en  un  méuie  point,  sont  dites  conju^^iK'es  lorsqu'elles  sont 


(')  L'axe  de  révolulion  est  U  «  ;  la  méridienne,  dans  le  plan  «Oj7,  est3  =  y(x). 
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conjuguées  par  rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  sur- 
face en  ce  point. 

La  surface  étant  représentée  paramétriquement,  les  cosinus 
directeurs  d'une  direction  tangente  au  point  w,  ç  sont  (Tome  I, 
n"  340)  proportionnels  à 

dx  j         âx  ,  ày  ,         ày   ,  àz    ,         dz   , 

-~- du-r- —- av.         -7^  aa -f- -f- rfp,         -—du-^—av, 
au  dv  ou  âv  du  âç 

^  dv        ^     . 
ou,  en  posant  -7-  z=  A,  a 

dx      'dx       ^y  _^^^y       ^^  _^\^^ 

OU  ov  ou  ov  ou  ov 

y.  désignant  un  paramètre,  variable  d'une  tangente  à  l'autre. 

Pour  les  directions  asymptotiques,  les  valeurs  de  -j->  ou  X,  sont 
données  (Tome  I,  n**  427)  par  l'équation 

(9)  R-+-tiSXH-TX«=o, 

R,  S,  T  ayant  l'expression  indiquée  plus  haut  (n**  282). 

Il  résulte  de  la  forme  linéaire  en  X  des  quantités  (8),  et  des  pro- 
priétés classiques  de  l'homographie,  que  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  droites  tangentes  à  la  surface  en  w,  v  est  égal  à  celui 
des  quatre  valeurs  correspondantes  de  X  :  donc,  pour  exprimer 
que  les  deux  directions  qui  répondent  aux  valeurs  X|  etXs  du  para- 
mètre X  sont  conjuguées,  il  suffit  d'écrire  que  le  rapport  anhar- 
monique de  X^ ,  X2,  et  des  deux  racines  X',  X"  de  l'équation  (9),  est 
égal  à  —  I ,  ce  qui  donne 

r—\,    X*-X,  __ 

X_X,  *X'— X,  "        ' 
ou 

2X'X''-h  2X,X,-  -  (X,  -4-  X2)(X'-+-  X')  =  O, 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  (9), 

(i<>)  R-f-  S(Xi-hX,  )-!-TX,X2=  o. 

Soient  maintenant,  sur  la  surface,  deux  systèmes  (ou  familles) 
de  courbes,  simplement  infini  chacun,  C  et  C;  ou  dit  qu'ils  sont 
conjugués  si,  en  chaque  point  de  la  surface,  les  tangentes  aux 
courbes  G  et  C  qui  passent  par  ce  point  sont  conjuguées. 
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Le  système  C  élanl  donné,  la  détermination  d'un  système  con- 
jugué revient  à  Tintégration  d'une  équation  difréreulielle  du  pre- 
mier ordre  qu'on  formera  comme  il  suit. 

Soit  F(uj  Vj  C)^=  o  Téquation  des  courbes  du  système  C, 
C  étant  un  paramètre  variable  d'une  courbe  à  l'autre;  en  vertu 
de  (5),  la  valeur  de  X  qui  répond  à  la  tangente  menée,  au 
point  //,  ç,  à  la  courbe  du  système  qui   passe  par  ce  point,   est 

—  (t-)  >  \~Â~)'*  '^*  parenthèses  indiquent  toujours  que  C  a  été 

remplacé,  dans -p  et  —>  par  sn  valeur  tirée  de  F(u,  Çj  C)  =  o. 
Pour  la  tangente  à  la  courbe  du  système  conjugué  qui  passe  par 
//.  t^,  la  valeur  de  X  est  -i-;  on  a  donc,  d'après  (lo). 


( 


dK\    du 


équation  différenlielle  des  courbes  du  svstème  conjugué. 

Exemple,  —  Si  le  système  C  est  le  système  i*  -^  const.,  on  devra 

(S) 


faire,  dans  (m,  (-—]=-.  o^  |^  __  J  r^  i  ^  et  il  restera  : 


R  r/u  -h  S  rfp  --  o. 


Si  S  est  identiquement  nul,  cette  équation  donnera  //  =  coiist.. 
et  réciproquement.  Par  suite,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  deux  systèmes  u  const.  et  r  r-t  const.  soient  con- 
jugués est  qu'on  ait  S   —  o,  quels  que  soient  u  et  v. 


ÉQUATION  D  EULER. 


288.  —  Soit  T(\r)  le  polynôme  du  quatrième  degré 
on  nomme  équation  liEuler  l'rquation  diflTérentielle  du  premier 
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ordre 

dx       .       dy 

f  I  )  _  d=        -^        =  o. 


Elle  s'intègre  Immédialement  par  quadratures,  puisque  les  va- 
riables sont  séparées;  la  solution  se  présente  ainsi  sous  la  forme 

V(x)±  F(y)  =  const. 

^^(x)  et  F(^)  étant  des  fonctions  transcendantes,  Eulera  observé 
que  la  solution  générale  de(i)  peut  aussi  se  mettre  sous  une  forme 
algébrique  par  rapport  à  x  et  y;  et,  de  la  comparaison  des  deux 
formes  de  la  solution,  il  a  déduit  un  théorème  d'addition,  par  la 
voie  suivie  au  n**  246. 

289.  Intégpration  algébrique.  —  Pour  intégrer  algébriquement 
Téquation  (i),  nous  ferons  appel  à  la  propriété  suivante,  énoncée 
dans  la  Note  du  n"  227  :  si  S  désigne  une  conique,  représentée 
paramétriquement  en  /,  par  des  équations  du  ijpe 

Oit^-i-  bit  -\-  c\  a^t^-h  bft  -*-  Ci 

a.i t^-^  bit  -^  Ci  '^        a., /« -4-  63  /  -h  c's 

et  si  T  est  une  seconde  conique,  coupant  S  en  quatre  points  dont 
les  arguments  sont  les  racines  d'une  équation  du  quatrième 
degré  r(/J  -^^^  "'*<-*  tangente  quelconque  de  T  rencontre  S  en 
deux  points,  dont  les  arguments /',  /",  et  leurs  dillérentielles  quand 
la  tangente  varie,  sont  lirs  par  Téquation  (') 

de  de 

v/T(/')       vT^'") 

(  •)  En  raison  de  l'importance  de  cette  relation,  nous  croyons  utile  d'en  donner 
ici  une  démonstration  plus  directe  que  celle  du  n"*  227. 

En  coordonnées  homogènes,  x.  y,  3,  Tcquation  de  T,  si  l'on  rapporte  cetie 
conique  à  deux  tangentes  et  à  ta  corde  des  contacts,  peut  s'écrire  : 

<  ,  )  r  =  B^  —  AC  =  0, 

V,  B,  C  étant  linéaires  et  homogènes  en  jj,  y,  z.  L'équation  d'une  tangente  quel- 
conque de  cette  courbe  sera 

{    ')  X-A-+-aXB-+-C  rrro, 

7;  désignant  un  paramètre  variable  :  car  l'enveloppe  des  droites  (0  est  évidem- 
ment la  conique  (i). 

La  droite  (2)  coupe  S  en  deux  points,  dont  les  arguments  t  sont  les  racines 
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Cette  équalion  diCTérentielle  est,  entre  t'  et  /",  Téqnation  géné- 
rale d'EiiIer.  D'après  ce  qui  préc('*de,  <m  en  obtiendra  une  solution 
en  écrivant  que  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'arguments 
t'  et  t"^  sur  la  conique  S,  louche  une  conique  T,  coupant  S  aux 
quatre  points  dont  les  arguments  annulent  le  polynôme  du  qua- 
trième ordre  T(/).  L'équation  de  cette  conique  T  contient  une 
constante  arbitraire,  puisque  les  coniques  menées  par  quatre 
points  sont  en  nombre  simplement  infini  :  la  relation  obtenue  ainsi 
entre  t'  et  f  renfermera  donc  une  constante  arbitraire,  et  sera  dès 
lors  rinlégrale  générale  de  (2).  D'ailleurs  toutes  les  opérations  à 
effectuer  étant  algébriques,  Tintégrale  sera  algébrique  en  i'  et  (f. 


de  l'équation 

(3)  X'A(0-t-aXB(0-+-C(/)rro, 

A(/),  ...    désignant   ce   que   deviennent    A,  ...    quand   on  y  remplace  x,  y,  z 

par  a,<^H-  b^t  -^  c^,  a^f-k-...,  a^t^-h 

Soient  t'  et  t'  les  deux  racines  de  (3);  si  l'on  fait  varier  infinimeut  peu  la  tan- 
gente (  2)  en  remplaçani  X  par  X  +  d\,  t'  et  t'  éprouvent  des  variations  dt'  eidt' 
qu'on  obtient  en  différentiant  (3).  On  trouve  ainsi,  en  désignant  par  /{t)  le  pre- 
mier membre  de  (3), 

dt' /'{£')  -hid^lWit')  -+-B(/')]  =0, 

df/'it')  -^  ■idXl'kki  r)  -^  Bit")]  =0, 
d'où 

^  de'  c/r __     .  r    I  _! ] 

^^^       iMe'f-^mï')  "^XACD-Bir]  "         i/'it')  ""7'(r)J" 

Or  /(  O  —  a{t  '  - 1')  {l  -  t"  ),  a  étant  une  constante  par  rapport  à  /,  et  Ton  en 
conclut  de  suite  que  /  {f  )  -^-/'{t")  est  nul  identiquement.  Donc,  en  vertu 
de  (4), 

dj;^ df 

^^  XA(^'H-B(r)  '  XA(r)-+-B(r)     *^' 

Mais,  d'après  réqualion  (3),  que  vérilienl  /'  ci  t",  un  a 


\\{t')-^\i{t')  ==hv/'HM<')  -  A(/')C(^'), 


aAiDh-  Uit")  =±:  v'iiM^)    -Mt)C{t'), 

et    coiniiic   d'ailleurs   \V{t)  —  \{t)C(i)    nest  autre  chose,  par  (i),  que   T(/), 
l'équation  (5)  s'ccril  : 

dt'  dr 

—  <).  C.    Q.    F.    D. 


VT(/')         s^'Vif) 
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290.  Celte  méthode  permet  de  choisir  à  volonté  la  conique  S 
et  sa  représentation  paramétrique,  à  chaque  choix  correspondra 
une  forme  algébrique  différente  de  la  solution  de  l'équation  d'Euler, 
ces  formes  étant  d'ailleurs  équivalentes  entre  elles. 

Prenons  par  exemple  pour  S  la  parabole  )'  =  a:*,  représentée 
paramétriquement  par  les  équations 

La  droite  qui  joint  les  points  d'arguments  ^  et  t"  sur  cette  courbe 
a  pour  équation  : 

ou,  en  posant  pour  abréger  ^-|-^'=.v,  (ft'^  =  p^ 
(3)  rT=sT'-p, 

l^es quatre  points  delà  parabole  dont  les  arguments  sont  racines 
de  l'équation 

T(/)  =  A/*-+-'2B/=»-4-  C/«-+-2D/-h  E  =  o 

soni  évidemment  sur  la  conique 

A^' -\-  -ABxy  -^Cr^-h  'J.Dt  -^  K  =  o  ( *  ) ; 

donc  l'équation  générale  des  coniques  T,  menées  par  ces  quatre 
points,  est 

(  4 )  A^* -+-  7  B  J'y  -+-  Ca^2  _^  2 1)a^  -h  E  -+-  9. X ( r*  —  ^' )  =  o, 

X  étant  un  paramètre  arbitraire.  D'après  ce  qui  précède,  la  solution 
de  l'équation  d'Euler  (a)  s'obtiendra  en  écrivant  que  la  droite  (3) 
touche  la  conique  (4),  c'est-à-dire  en  exprimant  que  Téquation  aux 
X  des  points  de  rencontre  a  une  racine  double.  Cette  équation 
étant 

5-5  (  A  5*  -h  2  B  5  H-  C  -4    2  A  ) 

—  ix(ksp  -^Hp  —  D  -i-  Â5)  -4-  A/?* -h  iXp  -h  E  =  o, 

la  relation  cherchée  entre  t'  et  ^",  ou  entre  s  et  /?,  sera 
(\sp-hBp^D-hlsy  —  {\s*-{-iBs  -+-  G-+-2X)(A/?«-h  2X7? -h  E)  =  o, 


(')  Car  en  faisant  dans  Téqualion  de  la  conique  x=^t^y  =  0^  on   retrouve 
rëquatiiin  T(f )  =  o. 


3l6  TROISIÈME   PARTIE.    —    ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

et,  si  Ton  ordonne  par  rapport  à  la  constante  arbitraire  \ 

i        X«(5«— 4yf?)  — -iXCA/jï-h  Bsp-i-Cp-h  D5-+-E) 
M  -h(B«  — AC)/?»  — 'aAD^/?  — AE5*  — 2BD/>  — uBEj-hD»— CE  =  o. 

Telle  est,  en  supposant  s  elp  remplacés  par  t'  -\-  t"  et  ^  f  ^  l'inté- 
grale générale,  sous  forme  algébrique,  de  Téquation  d'Euler(2). 

!291.  Autres  formes  de  Fintégprale    algébrique.   —  •Résolvons 
Téquation  (5)  par  rapporta  la  constante  X;  nous  avons 


.        A//2-h  B5/>-i-C/?-i-  D5-hE±\/^(5,/>) 

ce  qui  est  une  nouvelle  forme  de  Tintégrale  (5).  La  quantité  sous 
le  radical  ^(5,  /?)  est  un  polynôme  en  s  et/?,  et  par  suite  en  t!  exf  \ 
elle  a  une  expression  remarquable^  qu'on  pourrait  découvrir  a 
priori  sans  calcul,  mais  que  nous  nous  bornerons  à  indiquer,  en 
laissant  au  lecteur  le  soin  de  la  vérifîer. 
On  a,  d'après  (5), 

.iis,p)  -  (\p^^  Hsp-^Cp-r-  D5-f-E)* 

"•  (5*— 4/?)[(B*--  AG)/>5—  2AD5/> 

—  AEs»—  jiBD/>  — 2BË5-+-D»— CE] 

el,  en  remplaçant/?  et  5  par  t' f  et  t'  -\- ^' ^  on  reconnaît  aisément 
(|ue  le  second  membre  est  é^al  au  produit  T   t')^V{t").  On  a  donc 


relation  qu'on  peut  eu(:ore  simplifier. 

Multiplions  en  effet  les  deux   membres  de  (6)  par  2;  retran- 
chons et  ajoulons  au   numérateur  du   second   membre  la  quan- 

lité 'r(/')  4- TiY'");  nous  trouvons  : 

—  T(/')  —  Tit")  -H  '}.  \p'-  -H  ^.lisp  -h  iCp  -4-  Jt  1)5  -+-  2E-4- [/T(?)d=  v/T(?)]' 


5^-  \p 

Or,    en    remplaçant    T  (/')    et    ï  (t")    par    leurs    expressions 

A^'*  -f- .  .  . ,  A^'*  -[-... ,  on  trouve  sans  difficulté 

—  T(/')  -  T( /")  -+-  x\p^-^  iBsp  -^  iCp-h2Ds^iE 
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et,  comme  le  dénominaleiir  de  aX,  à  savoir  s^ —  ip^  est  égal  à 
c'esl-à-dire  à  (/'—  /'')^  il  vient 

forme   classique,   due   à    Lagrange,   de   l'intégrale    de  Téquation 
d'Euler  (2). 

292.  Application.  —  Soit  le  polynôme  T(/)  =  4  ^'  —  g2^  —  ^s  î 
Téqualion  d'Euler  (2) 

dt'  df 

-h    .  =  0 


s'écrit,  si  Ton  y  pose  i  =  p{u.  giy  gz),  i"  =  p{^j  g-i,  g%), 

du  -f-  e/p  =  o, 

d'oii,  l'intégrale  générale 

(8)  C  =  w-hi'. 

Une  autre  forme  de  Tinlégrale  est  fournie  par  l'équation  (7), 
où  l'on  fait 

A  =  G  =  G,        B  =  2,        t'  =  pUy        t'=pvy 
c'est-à-dire 

•^  \  pu  —  pv  I 

\  désignant  la  constante  arbitraire.  D'après  le  n®  245,  les  seconds 
membres  de  (8)  et  de  (9)  sont  fonctions  l'un  de  l'autre,  c'est- 
à-dire  qu'on  a 

(10)  —pu^pv-\-  -A- Î-— )    =<p(a-+-p). 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue  <p,  on  donne  à  v  une 
valeur  très  petite  et  Ton  développe  le  premier  membre  suivant  les 
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puissances  croissantes  de  v.  Il  vient  : 

pu  —  pv    ~~                I        /-.     *  ^^  \    — i-f-pup* — G|V*-H...    / 

'^  '^  pu -— Cl  i'* -+-...  •^ 

=  -  (±  2  ztz  •iv'pa  -♦-. . .), 

et,  par  suite, 

I  /p'u±p'v\* 

^pu  —  pv-^-l  ^ î—  ) 

4  \  pu  —  pv  I 

=  —  pu —  G|  «>*-+-. ..-f-     -  -h2pli-H...=  pU-f-..., 

les  termes  non  écrits  s'annulant  pour  t^  =  o.  Donc,   à  la   limite, 
pour  ç  =  Of  l'équation  (lo)  donne 

et  cette  équation  (lo)  s^écrit  par  suite  : 

i  /p'uzhp'vy- 
p(u-hv)-hpu-hpv=  -('^ —  )  • 

11  faut  prendre,  au  second  membre,  le  signe  — ,  parce  que, 
pour  u:=Vj  le  premier  membre  reste  fini  et  que,  dès  lors,  le 
second  doit  Têlre  également  :  finalement,  on  retrouve  ainsi  la 
formule  d'addition  de  pw,  à  savoir 

—  n'  o  \  J 


I  /p  u  —  p  v\ 
'^  ^      "^  '  4  \  pu  —  pi>  1 


C'est  par  ce  procédé  qu^Eiiler,  puis  Legendre,  ont  obtenu  la 
formule  d'addition  de  la  fonction  sn  u. 
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CIIAPITHE  II. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLKS  D'ORDRE  QUELCONQUE. 


I.    -  CAS  DE  RÉDUCTIBILITË  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


293.  —  //  «y  a  pas  de  méthode  pour  inlëgrer  une  équation 
didérentielle  générale  d'ordre  n\  on  n<*  peut  que  sij^naler  certains 
cas  où  il  est  possible  de  réduire  Cordre  de  Uéqualion,  c'est-à- 
dire  la  ramènera  une  autre,  d'ordre  inférieur. 

294.  Premier  cas.  —  La  fonction  inconnue  et  ses  k  —  i  pre- 
mières  dérivées  ne  figurent  pas  dans  Inéquation,  qui  est  dès 
lors  de  la  forme 


Il  sufiil  évidemment  de  prendre  pour  nouvelle  inconnue  -.'^=  w, 

et  l'on  a 

-  /  du  d'-^ u \ 

équation  dont  l'ordre  est  inférieur  de  k  iinilés  à  celui  de  la   pro- 
posée. Si  on  peut  l'intégrer,  on  aura    ,^  =  w(jî),  d'où 

—lL  =  jdxjudx,   ...,  etc. 

L'inconnue  y  s'obtiendra  donc  p;ir  k  quadratures  successives, 
inlrodiiisanl  clinciine  une  nouvelle  consiante;  avec  les  n — k 
constantes  (|iie  renferme  u^  on  aura  bien  les  n  constantes  recjuises 
pour  rinlégrale  générale^. 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  les  k  quadratures  successives  ]>ar 
une  seule. 
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Soit,  en  effet,  d'une  manière  générale,  à  intégrer  l'équation 

Considérons  la  fonction 

je  dis  qu'elle  vérifie  (i).  En  effet,  en  appliquant  la  règle  de  déri- 
vation SOUS  le  signe    /  ,  on  a  : 

-^  = î j-    /     Q{z){x  —  z)'n~'idz-\- ! — rrl^i-^Xa:  — ^)'«-*U=x. 

Le  second  terme  est  nul,  et  Ton  a  de  même  : 

ï 

d'*^y  _ 


dx"*^ 


?(^), 


ce  qui  établit  la  proposition. 

Si,  maintenant,  on  désigne  par  Y  l'intégrale  générale  de  (i)  et 

qu'on  pose  : 

Y  =^-i-  a, 

u  étant  rinconnue  nouvelle,  on  aura  : 

df^Y        df^u  ,  ,,    ,  d'*^u 

,  -\ 5 =9(07),  d  OU  -r —    =  o, 

dx'^         dx^       ^^    '^  dx'^ 

et,  par  suite, 

les  C  étant  les  constantes  arbitraires;  l'intégrale  générale  de  (i^ 
est  donc 

Y=   ,^]_,,y     f     ^{Z){x—zyn-ldz-^?,„.x{x), 

Pm-i  (^)  étant  un  polynôme  arbitraire  en  x^  d'ordre  m  —  i. 
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295.  Deuxième  cas.  —  La  variable  x  ne  figure  pas  dans 
r  équation 


=  O. 


On  ramène  ce  cas  au  précédent  en  prenant  x  comme  inconnue 
cl  y  comme  variable,  car  on  obtient  ainsi  une  équation  où  l'in- 
coniiue  ne  figure  pas.  Les  formules  qui  expriment  les  dérivées 
de  y  par  rapport  à  x,  en  fonction  des  dérivées  de  x  par  rapport 

à  y,  se  trouvent  aisément;  il  suffit  d'observer  que  -~>  c'est- 
à-dire  j^,  est  l'inverse  de^^  c'est-à-dire  x'  (Tome  I,  n°  102). 
On  a  ainsi 

-^'  "  ~di^  "  Kdy-^  )  ^'dx~~  \dy  x)  ^  x'  "       x'i  x'  "    x^   ' 
^^    ~  7L?^  "  y  dy  \   x'*  )  ~  x"^  ' 


Autre  méthode.  —  On  prend  y  comme  variable  et  ^  comme 
inconnue.  Posons  donc 

dy 

et  cherchons  à  exi)rimer  -y-»  -riy  '  "  c^i  fonction  de  /?,  -~,  •  •  •• 

»  de     dx^  '  '  (ly 

On  a 

d^y  __  dp  ^     dp       _      dp 
dx^  ~~  dx  ~  l dy\  dy^ 


dx^        dx 


/     dp\  d  l    dp\         ^d*p  (dpY 


et  ainsi  de  suite;  -j^  s'exprimera  en  fonction  de/?  et  de  ses(/2  —  i) 

premières  dérivées  par  rapport  à  y.  Portant  ces  valeurs  dans  la 
]>roposée  (2),  on  aura  une  équation  d'ordre  {n  —  i)  en  p\  si  on 
peut  rinlégrer,  soit 

p  =  9{y) 
n.  —  II.  21 
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sa  solution  générale,  renfermant  n  —  i  conslanles  :  on  aura 

dx=—>         d'où         x=    I     ,    ^  -4-  const., 
P  J  9iy) 

ce  qui  donne  l'intégrale  générale  de  (2)  avec  les  n  constantes 
nécessaires. 

296.  Troisième  cas.  —  L'équation  est  homogène  par  rapport 
à  y  el  à  ses  dérivées,  c'est-à-dire  ne  change  pas  (à  un  facteur 
près)  si  Ton  remplace  y  par  X^,  a:  étant  inaltéré  et  X  désignant  une 
constante. 

On  posera 

d'où 

fiy  dz 

dx  dx 


y  =  c^ 


d\Y  _     Jd^z        (dz\^\ 

dx*  "^id^"^  \d^)  y 


Substituons  ces  valeurs  dans  la  proposée:  e^  sera  en  facteur 
dans  tous  les  termes,  à  une  certaine  puissance,  en  raison  de  i^ho- 
inogonéité;  après  suppression  de  ce  facteur,  V équation  ne  con- 
tiendra plus  z,  car,  dans^  et  ses  dérivées,  z  ne  figure  que  sous 
la  forme  e^.  On  trouvera  ainsi  une  relation  de  la  forme 


./      dz    d*z  d^z\ 

^V^dx^d^^'-'-'d^n)-'^^ 


équation  d'ordre  n  —  i  par  rapport  à  -j- 


297.  Quatrième  cas.  —  V équation  est  homogène  par  rapport 
^^  ^>  y>  djc,  d^y,  . .  . ,  d'^y,  c'esl-à-dire  ne  change  pas  quand  on 
remplace  x  par  \x  et  y  par  \y  :  c'est  une  généralisation  des 
équations  homogènes  du  premier  ordre.  Pour  intégrer,  on  change 
d'inconnue  en  posant 


y  —  ux 


'» 


//  étant  l'inconnue  nouvelle,  et  l'on  forme  l'équation  difTérentielle 
à  laquelle  satisfait  u. 

Or,  quand  on  remplace  x  par  \x  et  y  par  )  j',  u  reste  inaltéré; 
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donc  Téqualion  différentielle  en  u  ne  changera  pas  quand  on  rem- 
placera X  par  \x^  u  restant  inaltéré  :  si  dès  lors  on  prend  u  pour 
variable  et  x  pour  inconnue,  Péquation  différentielle  en  x  sera 
homogène  par  rapport  à  xet  à  ses  dérivées,  ce  qui  est  le  troisième 
cas  de  réduction. 


II.  —  APPLICATIONS. 


298.  C'est  surtout  pour  les  équations  différeniielles  du  second 
ordre  que  les  procédés  ci -dessus  de  réduction  sont  importants; 
dans  les  cas  où  ils  sont  applicables,  ils  conduisent  a  des  équations 
du  premier  ordre,  qu'on  peut  parfois  intégrer,  ainsi  que  la  Méca- 
nique en  présente  de  nombreux  exemples.  On  donnera  ici  d'autres 
exemples  empruntés  à  des  problèmes  géométriques. 

299.  Courbe  élastique.  —  Trouver  une  courbe  plane  {passant 
par  l* origine)  dont  Le  rayon  de  courbure  soit  inversement 
proportionnel  à  l'ordonnée. 

L'équation  du  problème  est 

elle  ne  conlienl  pas  x  (second  cas  de  réduclion);  on  posera  donc 

>        dp 

y^p^     y-PTy' 

el  la  proposée  deviendra 

-^^  =  '^  dy. 

(1-4- /?î)* 

Les  variables  sont  séparées;  intégrons  :  il  vient 

(2) p  =  "- ^^ — >  (G  constante  arbitraire), 

11-+-/»»)^  "* 
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croù 


dx  = 


/a*— (^»— C)«' 


on  est  ramené  à  une  difrércnlielle  elliptique,  le  poljnoine  sous  le 
radical  est  bicarré.  Posons  alors,  pour  réduire  le  polynôme  au 
troisième  ordre, 

(3)  ^-._C=-//, 

d'où 


On  Introduit  les  fonctions  elliptiques  en  posant 

Il  =:  j)  r  -h  -  C  ;  e^=       r/î  —  -  G, 
d'où,  en  intégrant, 

(  i  )  ±:x=    I    (pi^-r-r^C\  dv  =  -  rr  -^  ^^  v  -^  G'. 

Joignons-y  l'équalion  (3), 


^'  =  y/G  —  Il  =  1/    -  G— J3i;  =  y/<>gj_jH', 

nous  avons  x  ci  y  ocprimés  en  fonction  d'un  paramétre,  r,  ce  qui 
déTinit  la  courhe  clicrchée. 

Vxrivons  que   la    courbe    passe   par  Torigine,   c'est-à-dire   que 
./•  zizz  o,  pour  y  z=i  i)\  y  s'annule  pour  s>  =  tOjt,  ou  aura  donc 

OC  (|ul  délcrmine  la  constante  C,  et,  par  suite, 
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Il  est  mainlenanl  plus  simple  de  prendre  pour  paramètre  v  —  w^, 
c'est-à-dire  de  poser  v  =  t -\- to^^;  en  appliquant  les  formules 
p{f  -î-  Wa)  du  n*»  199  et  ^{t  +  w»)  du  n*»  197,  on  trouve 

I       p't  C 

>  r'  — ^a       ^ 


On  peut  prendre  devant  x  le  signe  +;  le  signe  —  donnerait  la 
courbe  symétrique  par  rapport  à  Oy\  de  même  pour  y. 

Ces  formules  permettent  la  discussion  de  la  forme  de  la  courbe; 
nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  pousser  jusqu'au  bout,  en 
faisant  varier  /,  par  valeurs  réelles,  de  —  oc  à  +  ao. 

300.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  telle  que  les 
tangentes  de  ses  diamètres,  aux  points  où  ceux-ci  coupent  la 
courbe,  concourent  en  un  même  point  (Origine  des  coor- 
données). 

On  a  établi  (TomeI,n**  72)  qu'en  un  point  j:',j^  d'une  courbe  C, 
la  tangente  à  la  courbe  diamétrale  qui  passe  par  ce  point  a  pour 


coefficient  angulaire 


j't  y •>  y"  étant  les  valeurs,  au  point  x,  y^  des  dérivées  de  Tor- 

donnée,  j^,  de  la  courbe  C,  regardée  comme  fonction  de  Tabscisse  x. 

Pour  que  la  tangente  considérée  passe  par  l'origine,  il  faut  et 

il  suffit  que  son  coefficient  angulaire  soil  ~;  l'équation  différen- 
lielle  de  la  courbe  C  est  donc 

*^  =  y-3^. 


ou 


C'est  une  équation  homogène  par  rapport  à  ^  et  à  ses  dérivées 
(Troisième  cas  de  réduction);  elle  est  également  homogène  par 
rapport  à  x^  y^  dx^  dy^  d^y^  d^y  (Quatrième  cas):  nous  enga- 
geons le   lecteur  à    en    essayer  l'intégration   en   appliquant  les 
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mélliodcs  générales  iadiquécs  plus  haut;  Il  sera   plus  court  de 
procéder  comme  il  suit. 

Mettons  Téquation  proposée  sous  la  forme 


--*  —  ^ I 


y  3ry—y 

Le  premier  membre  est  la  dérivée,  par  rapport  à  x^  de  log^;  le 
second,  celle  de  3  log(^j^' — r)  :  on  a  donc,  en  intégrant, 

ou 


^y        _ 


i^y  —y? 


=  -  Gj". 


Le  premier  membre  étant  la  «dérivée  de  —  rC-^J'' — .X)"^»  ^^  ^" 
conclut 

'^  (^y  —y)^     '^  > 

d'où 

xy  ^ 


Ca-î-hC' 


et,  en  remontant  encore  aux  primitives. 


:r  "J    x*  V    Gx2-+-G'  ~        G'L  •£  "^'J' 


y_ 

X 


c'esl-à-dire 

(G>  -+-  G'':r)2—  Gt^—  G'=  o. 

C'est  l'équation  d'une  conique,  quelconque  d'ailleurs,  ayant 
l'origine  pour  centre.  Cette  solution  était  évidente  apriori\  notre 
analyse  montre  qu'elle  est  la  seule. 

301.  Problème.  —  Trouver  une  courbe  plane  pour  laquelle 
le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  soit  proportionnel  au 
rayon  vecteur  du  même  point. 

En  coordonnées  polaires,  p  désignant  le  rayon  vecteur,  et  o',  p' 
ses  dérivées  première  et  seconde  par  rapport  à  l'angle  polaire,  o>, 
l'équation  dillérentielle  de  la  courbe  cherchée  sera,  d'après  l'ex- 
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pression  classique  du  rayon  de  courbure  (Tome  I,  n**  62), 

s 

Celle  équallon,  ne  conlenanl  pas  co,  renlre  dans  le  second  cas 
de  réduction;  elle  rentre  aussi  dans  le  Iroisième,  puisqu'elle  est 
homogène  en  p,  p',  f .  Nous  choisirons  la  méthode  de  réduction 
du  Iroisième  cas,  en  posant 

(7)  p  =  «";         d'où         p'  =  e"a';        -p*=  «"(w'-h  a'*); 

Cl  Téqualion  proposée  deviendra 


5. 


,^_-„=m. 


relation  qui  ne  contient  pas  w.  On  y  posera  donc'( Premier  cas) 
,  ^.  ,       du  „       dz 

el  Ton  aura,  en  séparant  les  variables  z  et  a>, 

m  dz  , 

(g)  j=««^» 

m(i-h-s')— (i-+-5«)* 

d'où 

m  dz 


(9  bis)  10  — a>o=    / 


3 

m{\  -h  ;;«)  — (I  -h-s')* 


Il  est  inutile,  pour  le  moment,  d'elTectuer  la  quadrature  \  on  a,  en 
eflel,  par  (8)  61(9), 

,             ,                       mzdz 
au  =  z  ata  = •  > 

m  (  14- ^'^  ) — (  I -+- .5*  y* 

et,  par  suite, 

/mzdz  .     ^ 


Enfin  (7)  donne 

mzftz 

=  c«=  Ce- 


/mzftz 
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Cl  (9  bis)  s'écrit 

mdz 


o)  =  lOo  4- 


/ 


/7l(l-|-5')  — (l4-5«)* 


Ces  deux  dernières  relations  donnent  p  cl  w  exprimés  en  fonc- 
tion d'un  paramètre,  ^,  ce  qui  définit  la  courbe  cherchée. 

On  peut  pousser  les  calculs  plus  loin  ;  posons,  en  CiTet,  dans  les 
expressions  de  p  et  w,  i  -^  z^  =  v^  ;  il  vient 


=zCeJ     '"^'-*''  =  Cc^      ^^    '"-"^  =  C — - — , 

m  —  V 

tndv 


ti)  =  a>o  4-    /  == 


Tirons  r,  en  fonction  de  p,  de  la  première  de  ces  relations  el 
portons  dans  la  seconde;  nous  obtenons  finalement,  pour  équa- 
tion de  la  courbe  en  o>  et  0, 

(Ch-p)c^o 


r     (Ch-p) 

J    p  ^p*/n^ — ( 


p)' 


La  spirale  logarithmique,  qui  est  une  solution  du  problème 
(Tome  I,  n°  383),  correspond  à  C  =  o. 

302.  Courbe  de  poursuite.  —  Un  mobile.  M©,  parcourt  Taxr 
des  X  d'un  mouvement  uniforme,  avec  une  vitesse  r©  ;  un  second 
mobile.  M,  primitivement  en  dehors  de  cet  axe,  se  meut  dans  le 
plan  avec  une  vitesse  uniforme  t',  en  se  dirigeant  à  chaque  instant 
vers  la  position  qu'occupe  Mo  au  même  instant.  On  demande  la 
trajectoire  de  M  [Courbe  de  poursuite). 

Soient  x^y  les  coordonnées  de  M  à  l'instant  t^  le  temps  étant 
compté  à  partir  du  passage  de  Mq  à  l'origine;  on  a,  en  écrivant  que 
la  vitesse  de  M  est  é^ale  à  r,  et  que  la  tangente  en  M  à  la  trajec- 
toire (*)  passe  par  le  point  d'abscisse  VqI  sur  Ojr, 

(10)  \/dx^-^dy^=  vdf,         —  y  =  i^  (v^t  —  x). 


dy 
(  '  )  A  savoir  la  droite  \  —  y  =  -j-  {\  —  x). 
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Pour  obtenir  une  relalion  difTérenlielle  entre  x  et  j%  il  faut  éli- 
miner t  :  à  cel  eflel  résolvons  la  seconde  équation  par  rapport  à 

y  I  ,     *^y\ 

différenlions 

\  y^     J         y^ 

<îl  portons  cette  valeur  de  dt  dans  la  première  relalion  (lo);  nous 
avons 


^       •"        i'o  y- 

équation  qui  ne  coulienl  pas  x  (Deuxième  cas).  Nous  l'intégrerons 
ici  en  Técrivant 

et  en  observant  que  le  premier  membre  est  la  dérivée  d'une  fonc- 
tion à^ y  facile  à  trouver.  En  effet,  l'intégrale 

r       du  r      udu 

I      =        ou  I      TT=^= 

se  calcule  par  le  changement  de  variable  i  -\'u'^-=.z^^  et  devient 


.                       r     dz           I,      z  —  I         I-      \'\-^-iC*^ — I 
(12)  / =  -  loe: =  -  lof^  : 

,/     C^-l  'l      ^5-+-i  x      ''/,_^^2h_,' 

le  premier  membre  de  (11)  est  donc  la  dérivée,  par  rapport  à  j*, 
du  dernier  membre  de  (12),  où  a  est  remplacé  par^'.  On  a,  drs 
lors,  en  remontant  aux  primitives  des  deux  membres  de  (i  i), 


I  ,      /i  -+-  r'=^— I        ,  ,  ï 

-  loîr  — T 


=  k  log/  -f-  -  logC, 

ou 


=  C  k'^  ou  /|-hK*=   7T— 7- 

Résolvons  par  rapport  à^'^,  nous  avons 


(i-c>-«*)*'      -^     -"^  I -(.:>-" 
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le  radical  ^^C  comporlant  le  signe  zb.  Séparons  les  variables  x  elj'  : 
d'où,  par  inlégralion,  en  supposant  Ardifférenl  de  Tunîté, 

(i3 ,  T^^'~'  "  rï^-^*^^  =  '-'  ^^^  "^  ^'• 

C'est  Téquation  de  la  trajectoire  cherchée;  on  déterminera  les 
constantes  C  et  C  parles  conditions  initiales  (*). 


III.  -  LIGNES  6É0DÊSIQUES. 


303.  Définition.  —  On  a  appelé  lignes  géodésiques  d'une  sur- 
face (Tome  I,  n"  451),  les  lignes,  tracées  sur  cette  surface,  dont  le 
plan  osculateur  en  chaque  point  est  normal  à  la  surface  au  même 
point. 

Elles  jouissent  d'une  importante  propriété  :  le  plus  court  chemin 
entre  deux  points,  sur  la  surface,  est  une  goodésique.  La  démons- 
tration rigoureuse  nécessite  l'emploi  du  calcul  des  variations, 
mais  on  va  établir  que,  si  le  plus  court  chemin  existe^  ce  ne  petit 
cire  qu  une  ligne  géodésique. 

En  efTel,  la  ligne  qui  est  le  plus  court  chemin  entre  deux  points 
de  la  surface  est  aussi  le  [)lus  court  chemin  entre  deux  points 
quelconques  pris  sur  la  ligne;  en  particulier  entre  deux  points 
infiniment  voisins  M  et  M\  Mais  on  a  (Tome  I,  n°  401) 

arc  MM'— coule  MM'=  -^A«(cor(lc  MM')=», 

en  se  bornant  à  la  valeur  principale  :  A'  désigne  la  courbure  de  la 
ligne  au  point  M.  On  voit  ainsi  que,  les  points  M  et  M'  étant 
donnes,  l'arc  MM'  sera  minimum  lorsque  k  sera  minimum,  c'est- 


(  "  )  Pour  /  —  o,  le  point  M^  est  à  I'orip;inc,  cl  M  a  une  position  donnée  (  j?,,  y^) 
dans  le  plan.  On  écrira  donc  que  la  courbe  (i3)  passe  par  x^,  r^,  et  que  sa  tan- 
gcnle  en  ce  poinl  passe  par  l'origine. 
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à-dire  lorsque  le  rayon  de  courbure  (j)  sera  maximum.  Or  le 

rayon  de  courbure  en  M  d'une  ligne  Iracée  sur  la  surface  élanl, 
d'après  le  ihéorème  de  Meusnier,  la  projection  sur  le  plan  oscula- 
teur  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  menée  par  la 
môme  tangente,  il  en  résulte  que,  pour  une  tangente  donnée  MM', 

le  maximum  de  j  aura  lieu  lorsquô  le  plan  osculateur  contiendra 

la  normale  (*).  c.   q.   f.   n. 

304.  Équation  différentielle  des  géodésiques.  —  Celte  équation, 
pour  une  surface  donnée  paramétriquement. 

S'obtient  comme  il  suit.  Une  ligne  tracée  sur  la  surface  est  définie 
par  les  équations  (i)  où  l'on  regarde  u  et  v  comme  fonctions  d'une 
même  variable,  t;  le  plan  osculaleur  en  un  point  x^  y^  z  de  la 
ligne  a  pour  équation 

\  —  X    x'     x" 
Y-K     y'    v" 

•»  •>•  V 

7         •       -'       ,» 

J-J     ~~~'    ^  tu  ^ 


<>  — 


ou 


<»  --- 


X  —  X    dx    d^  X 

z  —  z     dz     d^  z 


dxj  d'^x^   ...   élanl  les  différenlielles  premières  et  secondes  de 
x^y^  -S,  quand  la  variable  indépendante  est  t.  On  a  d'ailleurs 


('^) 


_  ùx   ,  dx   , 

dx  "=  —  du-{-  -—  ds\ 
Ou  ôv 

t)t  r  ù^x 

d^x  =  — —  du"-  -H  î du  dv 

Ou*  Ou  Ov 


d'X  ,  ^       ^^  j^  àx  ,, 

Ov^  Ou  Ov 


Écrivons  que  le  plan  osculateur  contient  la  normale 


X 


_ \-y  _ Z-z 


B 


C 


(')  Cette  élégante  démonstration  est  due  à  Joseph  Bertrand.  Il  résulte  de  la 
propriété  de  plus  courte  distance  qu'un  fil,  tendu  sur  la  surface  entre  deux 
points,  marque  une  géodésique. 
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(notations  du  Tome  I,  n**  i08),  c'est-à-dire  qu'il  lui  est  parallèle; 
nous  avons  l'équation 

\    dx    d^x 

(3)  B     dy     d*y 

C     dz     d*  z 


=  o. 


Cette  équation  se  met  sous  une  autre  forme  :  multiplions  les 

,.  .  .  dx    dy    dz     ^    *      ^  i  . 

lignes  respectivement  par  7-»  -r"»  ;7~  et  ajoutons;  nous  obtenons. 


àx    .    -t^ôy         ^dz 


du    du    du 
puisque  A^  +B^-|-C|7^est  nul  (Tome  I,  n**  408),  la   ligne 
nouvelle 


,    ()r         ,    ()y         .    Oz  „     ()x         „     Oy         ,.     àz 

o,     dx- h  dy-^ -\- dz—",      d^x- h  a  *  r -7- 4- a  * -3  — -  > 

du         '^  ou  Ou  du  ^  Ou  Ou 


qui  peut  remplacer  une  de  celles  du  déterminant.  De  même,  en 

Ox    dy    dz 
di>     dç     dv 


U'    1*      .  dx    dy    dz  ...  i  .  1     !• 

ipliant  par  ^»  y  '  -p  ^^  ajoutant,  nous  obtenons  la  ligne 


,    dx        j    ày         ,    dz         .,     dx         ,,     dy         ,,     dz 

o,     dx h  dy-^  -^-  dz—-^     d^x- h  d^y  -r-  -h  d^z-r- 

dv  "^  dv  dv  dç  "^  dv  dv 

L'équation  (3)  s'écrit  donc,  à  un  facteur  près, 


(3  6/5) 


dx 


d^x 


o 


o 


,    dr  dy 

dx \-  dy  -^ 

Ou         ^  du 

,    dx 

dx 1- .  .  . 

dv 


dz  — 
Ou 


du 


d^x 


dv 


—  o. 


ce    qui  donne  finalement,   pour  l'équation  cherchée,  le    mineur 
encadré,  égalé  à  zéro. 

Or,  rappelons-nous  les  notations  du  Tome  1  (n°  412)  : 


F-  /î^V-^^ 


dx  dx        dy  dy 
du  dv     '    Ou  Ov 


F  =  _  ri 


G 


-   \0v)     '    \0v 


m 

dz    dz 
du  dv  ' 


nous  pouvons  écrire  (3  bis)^  en  remplaçant  dx^   .  .  .,  J^jr,   .  . 


CHAPITRE   II.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES   D*ORDRB  QUELCONQUE.      333 

|>ar  leurs  valeurs  (2), 


ilu 
du 


Ed*u-hFdU>-^du^(^  '^\ 

ou  Ou*/ 


,     j    I  àx    d^r 
Il  du.  dv  I 


\du  Ou*/  \du  dudvj  \du  dv*  / 

\dv    ov*  /  \âv  dudvj  \dv    du*} 


•  /  ÙîC  ù*  x  \ 

en  écnvanl  (  t: :— :  j  pour  la  somme  -r- 


\àu  Ou* 
Or,  on  a  évidemment 


l; 


ôx  0*x 
Ou  Ou* 


Oy  0*  y        àz  0*z 


Ou  Ou^ 


/dxd*x\_i^d^  /àx    d*x  \  _ 

\0u  Ou*)  ~  '1  ôu^  \du  OuOvJ  ~ 


/  Ox  d*x 


)''i-{ 


fax    d*x 

Ox    0*x 
0\?  Ou  Oç 


)  "  Ov 


I  dV^ 
•2  dv  ' 

I  OC. 

r->    etc., 

'}   Ou 


ce  qui  donne,  pour  C(|ualion  fînaie, 
M  du  -+-  F  dv 


Kd*U-\-   Fdiç-i-  -   ^du* 

X  Ou 


Vdu-\-Q^dv        Yd^u-\-(^d''V-\-  i  -- dv* 

'1     Ov> 


— -  du  dv  -4-  I  — 
Ov  ^  \  Oi> 

—-  du  dv  -^  (  -T- 
Ou  \  Ou 


•À  Ou  I 


•X   Ov  I 


du* 


30o.  Telle  est  Inéquation  différentielle  des  lignes  géode- 
signes;  pour  la  meltre  sous  la  forme  ordinaire,  on  peut  prendre  u 
pour  variable  indépendante  el  v  pour  fonction  inconnue,  ce  qui 
donne  rf^i/  =  o.  Il  vient  ainsi,  en  divisant  la  première  colonne  par 

du^  la  seconde  par  du^^  et  posant  -j-  =  v',  j-^  =  ç"^ 


(i) 


EH-Ft>' 
F  4-  Ov' 


Vv 


'},  Ou 
I  c^G 


Ov 


/OF 


Oif        1  Ou) 


.,       àG    . 
•1  Ovf  Ou 


/dF__  I   0E\ 
\0u       ->.  Ov  I 


—  o. 


Développons  :  le  terme  en  v\^^  disparaît,  et  il  reste  une  équa- 
tion du  t^'pe 

(j)  i^'=  A-+-Bt''-t-G/*-i-Di''», 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  de  forme  connue  de  w,  r  (comme 
les  E,  F,  G).  C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  y 
d'où  il  faudrait  tirer  la  fonction  inconnue  v.  On  ne  sait  pas  l'inté- 
grer en  général,  mais  elle  a  donné  lieu  à  de  nombreux  et  impor- 
tants travaux,  surtout  dans  des  cas  particuliers. 
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Observons  seulement  ici  que  son  inU^grale  générale  conlienl 
deux  constantes  arbitraires,  c^est-à-dire  qu'il  ^'  a,  sur  une  sur- 
face, une  double  infinité  de  lignes  géodésiques. 

306.  Si  la  surface  est  donnée  sous  la  forini?  :;  =y(j:,  j'),  on  ob- 
tiendra Féquation  différentielle  des  géodésiques  en  faisant, dans  (4)» 
//  =  j:,    r=j',    E  =  i-i-/>^,     Fr=y>y,    G  ^^  i -+- 7*    (Tome    1, 

II®  414),  p  et  (j  désignant  -j-  et  -— •  H  sera  plus  simple  de  partir 

directement  de  Téquation  (3)  : 


A  dx  d^x 
B  dy  d\Y 
C     dz     di  z 


=     «7 


OÙ  Ton  fera  A  =  p;  B  :=  /y,  C  =  —  i ,  valeurs  des  coefGcients  du 
plan  langent,  et 

dz  =  p  dx  -h  q  ffy, 
d^z  =  r  dx^ -h  is  dx dy  -h  /  dy^ -^ p  d^x  -  q  d^y, 

suivant  les  notations  habituelles.  Si  Ton  |)rend  x  comme  variable 
indépendante  sur  la  géodésique,  on  a  d^x  =  o,  et  il  reste 

/*  dx  <> 

o  ^  q  dy  d'y 

i   —  I         p  dx  -f-  q  dy         r  dx--i-  'is  dx  dy  ■+- 1  dy^-  -  q  d'y 


Multipliant  la  première  ligne  par  — />,  la  seconde  par 
ajoutant  à  la  troisième,  on  obtient  Téquation  équivalente 


—  y,  *-^» 


o  = 


P 

—  l—pi-qi 


dx  o 

dy  d^  y 

u      /•  dx^  -^  •;►.  s  dx  dy  -r-  t  dy^ 


ou 


(G) 


iPy^ 
dx^ 


(• 


,.^^,)_[,^,,^^^,(^^y](^g_^)=o, 


équation  dilTérenlielle  du  second  ordre  où  Tinconnue  est^,  et  qui 
est  du  même  lypc  que  Téquation  générale  (5). 

Si  la  surface  donnée  est  un  plan,  z  =  ax  4-  by  -{-c^  les  quan- 
tités r,  5,  t  sont  nulles;  p  =z  a^  q  =  b;  et  l'équation  (6)  se  réduil 
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à -T~  =  o,  d'oix  y  =  Cx -f- C.  Les  géodési(|ues  d'un  plan  sont 
clone  les  droites  de  ce  plan,  résultat  évident  a  priori. 

307.  Remarque.  —  L'équation  différentielle  (i)  ne  dépend  que 
des  coefficients  E,  F,  G  du  carré  de  Télément  linéaire  ds^  sur  la 
surface  proposée:  à  toutes  les  surfaces  pour  lesquelles  E,  F,  G 
sont  les  mêmes,  c'est-à-dire  à  V ensemble  des  surfaces  appli- 
cables les  unes  sur  les  autres  (Tome  1,  n"  4o5),  correspond  donc 
la  même  équation  différentielle  des  géodésiques.  Ce  point  était 
évident  a  priori:  supposons  en  effet  ces  surfaces  déterminées  para- 
métrlquement  en  fonction  de  deux  paramètres  w,  r,  de  manière 
que  E,  F,  G  soient  les  mêmes  [>our  toutes  (ibid,);  les  courbes  dé- 
finies sur  chacune  d'elles  par  une  même  équation  'f(«/,  v)  =  o 
s'appliqueront  les  unes  sur  les  autres,  et  réciproquement  :  les  géo- 
désiques qui,  évidemment,  s'appliquent  les  unes  sur  les  autres, 
en  raison  de  leur  propriété  de  plus  courte  distance,  auront  donc 
la  même  équation  générale,  et,  par  suite,  la  même  équation  diffé- 
rentielle. 

308.  Cas  particulier.  —  Si  le  ds"^  sur  une  surface  est  donné 
sous  la  forme 

(7)  ds^  =  du^-^Gdv^, 

c'est-à-dire  si  E  :=  i ,  F  =  o,  Téquation  différentielle  (4)  des  géodé- 
siques devient 


2  au 


I  'L  ov  du 


^  o, 


et  l'on  aperçoit  Immédiatement  la  solution  particulière  i''=o, 
c'est-à-dire  i'  =  const.  En  d'autres  termes,  les  courbes,  en  nombre 
simplement  Inflnl,  v  =  const.,  sont  t/e5 géodésiques:  ce  ne  sont  pas 
d'ailleurs  toutes  les  géodésiques,  celles-ci  étant  en  nombre  dou- 
blement infini,  puisque  leur  équation  générale  contient  (n"30«^) 
deux  constantes  arbitraires.  Quant  aux  courbes  £/  =  const.,  ce 
sont,  puisque  F  est  nul,  (Tome  I,  n**  415),  les  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  famille  de  géodésiques  v  =  const. 


3JG 
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309.  Propriétés  des  géodésiques.  —  La  proposîlion  réciproque 
de  celle  remarque  conduit  à  des  propriétés  des  géodésiques  tout 
à  fait  analogues  à  celles  des  droites  dans  le  plan. 

Considérons,  en  eflfet,  une  famille  réelle,  simplement  infînie, 
de  géodésiques,  et  prenons  ces  lignes  pour  lignes  coordonnées 
d'une  série,  r  =  consl.  ;  prenons  leurs  trajectoires  orthogonales 
|)Our  lignes  coordonnées  de  l'autre  série,  M  =  const;  je  dis  que 
ds'  pourra  élrc  ramené  à  la  forme  (^).  On  a,  d*abord,  sur  la 
surface, 

car  F  est  nul  à  cause  de  rorthogonalilé  des  lignes  u  =  C,  r  =  C. 
Il  faut  maintenant  que  Téquation  difTérentielle  (4)  des  géodé- 
siques soit  vérifiée  pour  r  =  consl.;  nous  avons  ainsi,  en  j  faisant 
i'=:  r"=:  o  et  F  =  o, 


o  — 


n 

1  ()E 

I'. 

l    ()U 

o 

1  àE 
1   c)i' 

—  _  u    • 


d'où 


dE 


quels  que  soient  u  el  la  constante  i',  c'est-à-dire  quels  que  soient 
u  et  v;  E  est  donc  une  fonction  de  //  seul,  que  je  désignerai 
par/2(w). 

Par  suite,  on  peut  écrire  ds- 

ds^=zfi(u)dii--.-  Gdv*-; 


si  inaiiitenanl  on  pose 


/("}-  t', 


cl  si  Ton  prend  pour  variable  U  à  la  place  de  «,  il  vient 

expression  de  la  forme  (7). 

(>'esl  la  réci|)ro(pic  qu'il  s'agissait*  d'établir.  On  en  déduit  des 
conséquences  inlércssantcs. 

Les  lignes  U  =  consl.  soni,  puisque  U  =/(</),  les  mêmes  que 


(  ')  Car,  si  E  élail  nul,  on  aurail,  sur  les  géodésiques  i^  =  const.  considérées, 
ch-  V.(iu'-~  o,  c'csl-à-dire  que  lare  de  ces  géodésiques  sérail  nul  :  c*cst  impos- 
sible [>uis(|u'elles  sont  réelles. 
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les  lignes  u  =  const.,  c'est-à-dire  sont  les  trajectoires  orthogonales 
des  géodésiques  r=const.  considérées;  l'arc  infiniment  petit 
compris  sur  une  de  ces  géodésiques  entre  les  deux  courbes  U 
et  U  -i-  rfU  sera  donné  par  Téquation 


où  l'on  ferarfr==o,  puisqu'on  se  déplace  sur  une  courbe  r  =  const.; 

c'est-à-dire 

ds  =  d\]. 

On  en  conclut,  pour  l'arc  fini,  5,  compris  sur  la  géodésique 
V  =  const.,  entre  les  deux  lignes  fixes  lj=  U|  et  U  =  U©, 

Cet  arc,  U|  —  Uo,  est  donc  constant,  quelle  que  soit  la  géo- 
désique {^  =  const.  considérée;  c'est-à-dire  (/Ig.  82)  que  les  arcs 
AB,  A'B',  A"B",  .. .,  interceptés,  sur  les  géodésiques  d'une  famille 

Fis.  8». 


simplement  infinie  quelconque,  par  deux  mêmes  trajectoires  ortho- 
gonales de  ces  courbes,  sont  égaux  entre  eux.  C'est  la  générali- 
sation d'une  propriété  connue  des  tangentes  à  une  courbe  plane  et 
de  leurs  trajectoires  orthogonales  (Tome  I,  n**  82). 

JE^n  particulier,  si  les  géodésiques  considérées  passent  par  un 
même  point,  une  de  leurs  trajecloires  orthogonales  sera  un  cercle 
de  ra^'on  infiniment  petit  ajant  ce  point  pour  centre,  d'où  celle 
conclusion  : 

Sur  toutes  les  géodésiques  qui  passent  par  un  même  point  A, 
les  arcs  compris  entre  le  point  A  et  une  trajectoire  orthogonale 
H.  -  H.  T.i 
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quelconque  (B,  IV,  B")  de  ces  géodésiques  ont  la  même  Ion- 
gueur  (*);  ou  encore  :  Si,  à  partir  du  point  A,  on  porte,  sur 
toutes  les  géodésiques  passant  par  ce  point,  une  même  Ion- 

Fig.  83. 


gueur,  le  lieu  des  extrémités,  B,  B',  B'',  . . .,  des  arcs  obtenus 
est  une  trajectoire  orthogonale  des  géodésiques  considérées. 

On  reconnaît  là  une  propriété  des  droites  issues  d'un  point 
dans  un  plan;  on  en  déduit,  pour  les  géodésiques,  de  nombreuses 
propriétés  dont  nous  citerons  la  suivante  : 

Si  les  géodésiques  qui  joignent  deux  points  fixes,  A  et  B, 
à  un  point  M,  variable  sur  une  courbe,  font  des  angles  égaux 
avec  la  tangente  à  la  courbe  en  M,  la  somme  (ou  la  différence) 
des  arcs  géodésiques  MA  et  MB  est  constante, 

La  domonstralion  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qu'on  a 
donnée,  au  n"  82  du  Tome  I,  pour  le  théorème  de  Cliasles  sur  les 
arcs  d'ellipse;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  la  rétablir. 


Exemples  de  lignes  géodésiques, 

310.   Cylindres.   —  Prenons  Taxe  dus  y  parallèle  auv  généra- 
trices; le  rvlindre  a  pour  équation 


(')  De  niciiie  :  5/,  entre  deux  points  A  el  H,  on  peut  mener  une  infinité  de 
f(codésiques,  les  arcs  compris  sur  chacune  d'elles  entre  les  deux  points  ont 
même  longueur.  Kxcinplc  :  les  méridiens  d'une  splièrc. 
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L'équation  différenlielle  (6)  des  géodésiques  est  donc  ici  : 

S['+/'(^)]-/'(^)/(^)^;^  =  0, 

équation  où  r  ne  figure  pas,  et  qu'on  intègre  immédiatement  en 
récrivant 

.21  _  f'ix)r{x)^ 

y  --   i-hf^x)  ' 

d'où 

logy=ilog(i4-.r)-f-logC; 

(8)  v'=Gv/i^r7^; 

K  =  G    f)/i-hf*{x)  dx  -H  C. 

Telle  est  l'équation  des  géodésiques,  en  projection  sur  le  plan 
des  xy. 

L'équation  (8)  conduit  à  une  propriété  géométrique  de  ces 
lignes.  Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  à  une  géodésique 
sont  proportionnels  à  rfx,  dy^  dz^  c'est-à-dire,  en  vertu  de  (8)  et 

de   l'équation   z=/{x)  de   la   surface,  à    i,   C y/ 1 +/'=*,  /';    le 
cosinus  de  l'angle  de  celte  tangente  avec  l'axe  des  v  est 


G  v^i -+-./'*  C 


v/i  -h  G^i  -h/'»)  -hf^      /TTC*  ' 

il  est  donc  constant  le  long  d'une  même  géodésique.  Chaque 
géodésique  coupe  ainsi  toutes  les  génératrices  du  cylindre 
sous  un  angle  constant  :  les  géodésiques  sont  donc  les  hélices 
tracées  sur  le  cylindre  (Tome  I,  n°  407). 

Ces  propriétés  sont  évidentes  a  priori:  il  suffit  d'observer  que, 
dans  le  développement  du  cylindre  sur  un  plan,  les  géodésiques 
deviennent  des  droites,  et  les  génératrices  des  droites  parallèles 
entre  elles. 

311.  Surfaces  de  révolution.  —  Oz  étant  l'axe  de  révolution, 
on  définit  la  surface  (Tome  I,  n**  416)  par  les  relations  paramé- 
triques 

./^/- ces  eu;        y  =  rs\ïn»i\        ^  =  ©(/•); 
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la  inérîdieDne,  dans  le  plan  zOx^  csl  z  =  ^(x),   et  Ton  a  (ibid.) 

E^i-^o^(r);         Fr=o:         G  =  r\ 

L*éqiialion  diflcrcnlielle  (4),  si   Ton  écrit  r  et  o>  an  lieu  de  it 
et  r,  est  ici 


=  o. 


on,  après  développenrienl, 

eu"/*  (i  H-  ;j'')  H-  2(o'(i  -î-  g'*)  —  r(«>'o'o'-+-  r'w'*  =  o. 

L^inconoue  (u  manque,  et  Ton  a  ainsi  une  équation  de  Bernoulli 

l'ig.  85. 


par    rapport   à    l'inconnue    o/.    On    [)Osera   donc    pour 
(n"2:i7) 


intégrer 


(O  2 


d'où 


df) 


_  \  rii^^'i)^—  -.-0(9. -4-'>.o'i— /•o'î>'')-h/'=^o. 


équalion  linéaire  en  0  qui  s'inlègre  sans  difficulté  (•),  cl   donne 


0    c'est- à* (lire 


I     _  rHCr'^—i) 


(]  (iésignaiil  la  conslanlc  arbitraire. 


(')  Oïl  pose  pour  rclîi,  î*(Ion  la  nirlliodc  j;rncrale,  0  =  UV,  cl  l'on  annule  le 
rn('fli<;icnl  de  L-,  cv.  (|ui  donne 

t  •  \  t  •  ■       / 
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Ecrivons   maînlenant  -r-    à   la   place   de   w',   et  séparons  les 
variables, 


nous   obtenons   fînalement,  par  une  quadrature,  Téquation   des 
géodésiques  sous  la  forme 

D'après  la  signification  géométrique  de  r  et  o),  cette  relation 
est  l'équation,  en  coordonnées  polaires,  des  lignes  géodésiques 
projetées  sur  le  plan  des  xy. 

Ainsi  :  la  détermination  des  géodésiques  des  surfaces  de 
révolution  se  ramène  à  une  quadrature. 

L'équation  (lo)  montre  que,  pour  une  géodésîque  réelle,  la 
constante  G  est  nécessairement  positive. 

312.  Interprétation  géométrique.  —  La  relation  (9),  qui  est  ce 
qu'on  appelle  une  intégrale  première  de  l'équation  différentielle 
des  lignes  géodésiques  (voir  le  Chapitre  suivant,  n**  329),  peut 

s'écrire 

C /'^  é/toî  =  é//'2  [  I  4- (p'«  (  r  )  ]  4- r«  é/(o« 

=  ds'^, 


et 


Par  suite 


l  VU'r(n-9'2)  =  ,.3 


d*où 


et 


d'où 


\  = 


/•* 


I  4-  ^ 


^•2 


r-,» 


'   — ^,/(i4-c?'^)U'=r',         ou  U'=  - 


» 


Finalement 


U  r-.  -  i.    -H  C. 

r' 


I  -H  ÎP  ^ 


3i9. 
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ds^  désignant  le  carré  de  Télément  d*arc  sur  la  surface  de  révolu- 
tion (Tome  1,  n**  416). 
On  a  ainsi  Téquation 

(il)  ds  —  \/Cr*  {ib}j 

vérifiée  le  long  d'une  géodésiquc. 

Or,  soient  M(r,  co)  un  point  d'une  géodésiquc,  M'  le  point  infi- 
niment voisin  (r  -+-  rf/*,  w  -\-  dtù)  sur  celle  ligne.  Menons  {Jig>  85) 

Fig.  85. 


le  méridien  M'P  qui  passe  par  M',  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec 
le  parallèle  du  point  M;  on  a 


OM  =  r, 


PO>i  = 


dîii^ 


MP  =  r  d(a. 


L'équation  (i  i)  s'écrit  alors 


ou 


M\r=/CrMP 


I  MP 

75  =  '*M>r  =  '*^^^'» 


i  désignant  Tanglc   PMM',    sous  lequel  la  géodésiquc    coupe   le 
parallèle.  On  a  donc,  tout  le  long  d'une  môme  géodésiquc, 


r  cost  =  const., 


.î.' 


ce  qui  s  énonce  ainsi  : 


Soil  i  l'angle  sous  lequel  une  géodésique  fixe  coupe  le  paral- 
lèle variable  de  rayon  /*;  le  produit  rcosi  est  constant  te  long 
de  la  géodésique.  (Clairaul.) 
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Géodésiques  de  l^ ellipsoïde, 

313.  Coordonnées  elliptiques.    —   Nous  avons    vu    (Tome   1, 
n**   417)  qu'on    peut  représenter   paramétriquement   l'ellipsoïde 

O'^  Y^         z^ 

— -  +  VT  -I :  =  I  par  les  équations 

a^         0-         c*  ^  ' 


(E) 


^)' 


—  w)(r»--  ç?) 


les  lignes  ^/  =  const.  et  i' =  const.  sont  les  deux  systèmes  de 
lignes  de  courbure.  Les  seconds  membres  ne  changent  pas  quand 
on  permute  fc  et(^;  on  a  donc  le  droit  de  supposeriez/,  et  l'on 
en  conclut  aisément,  en  supposant  a>  b^  c^  que  les  points  réels 
de  Tellipsoïde  sont  obtenus  en  donnant  hi  v  ci  u  des  valeurs  res- 
pectivement comprises  entre  c-  et  6^,  et  entre  6^  et  a^.  On  ne 
peut  donc  avoir  u  =  r,  pour  un  point  réel,  que  si  w  =  r  =  6^;  les 
points  correspondants  de  l'ellipsoïde  sont  alors  les  quatre  ombi- 
lics réels  (*).  i 

Le  rf^-  sur  Pellipsoïde  (E)  a  pour  expression 

314.  Étude  d'un  cas  plus  général.  —  Ce  ds^  est  compris,  comme 
cas  particulier,  dans  la  formule 

(i)  ds-^r^iu  —  v)  (U»  r/aî 4-  V»  dv^), 

où  //  et  V  sont  toujours  les  paramètres  qui  déterminent  un  point 
de  la  surface,  U  une  fonction  de  //  seul,  V  une  fonction  de  r  seuL 
On  peut  écrire  identiquement,  en  désignant  par  X  une  constante 
arbitraire, 

^52  =  [(v/^7^rx)V  (/r=:^)']  [(U  r/a)'H-  (V  d^i^  I, 


(')  Car  les  radicaux,  dans  (E),  comporlcnt  le  double  signe. 
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d'oii,  en  vertu  de  Tidentilé  classique  de  Lagrange, 

ds"-  =  [/iT^^  Vdu-^  /r=^  V  di^Y-{-[^i7^^\dv  —  s/T^^  U  du]\ 
Posons  malnleoant 


/a  —  X  U  du-^  /X~—  vy  dv  =  du\ 

(^)  1  \di>  Vdu 

—  dv, 


/X  —  ('  /m  —  X 

ce  c|ui  est  possible,  les  deux  premiers  membres  étant  évidemment 
des  différentielles  exactes,  d*aprcs  les  hypothèses  faites  sur  U  et  V; 
il  vient  ainsi 

(3)  ^A*  =  r/w'«  4-  (  M  —  X)  (X  —  v)dv'^=du'^'Jr  G(a',  v')  rft;'*, 

formule  qui  m.onlre  (n°  308)  que  les  courbes  r'=const.  sont 
des  géodésiques.  D'après  (2),  l'équation  de  ces  courbes,  en  £/elr, 
est 

r    \dv  r     Vdu 

^^^  J  Vr^.-J  7^^  =  '=°"^'-' 

et,  comme  X  est  arbitraire,  celte  relation,  qui  contient  deux  con- 
stantes arbitraires,  est  l'équation  générale  des  géodésiques  sur  la 
surface  considérée. 

Remarques,  —  Appelons  géodésiques  de  la  famille  X©,  ou 
géodésiques  "ko^  celles  qui  correspondent  à  la  valeur  \q  de  la  con- 
stante A.  Elles  sont  en  nombre  simplement  infini,  et  l'on  a,  le  long 
(le  chacune  d'elles,  en  différentiant  (4), 

\di>  U  du 

(  >) ^:i_-r —   O. 

Soit  i  l'angle  que  fait  l'une  de  ces  courbes,  MP  {^/fg»  86),  au 
point  M(;/,  ('),  avec  la  ligne  coordonnée  r  =  const.  qui  passe  par 
ce  point;  il  est  aise  de  le  calculer.  Figurons,  en  effet,  les  quatre 
lignes  coordonnées  qui  passent  respectivement  par  les  points  infi- 
niment voisins,  M  et  P,  de  la  géodésique  proposée,  c'est-à-dire 
qui  répondent  aux  valeurs  u^  u  4-  du;  r,  {>  -f-  d\'  des  paramètres  u 
et  r  :  elles  délcrminent  un  rectangle  inlinimenl  petit,  MiNPQ,  car, 
le  terme  en  dud^'  manquant  dans  Texpression  (1)  de  ^/.ç-,  les 
lignes  coordonnées  u  =^  const.  et  c  =  const.  sont  rectangulaires. 
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On  a 
et,  en  faisant  dans  celte  relation  dç  =  o, 


d'où 


cos' l  = 


MN 


MN   =(m  — i^)U»é/w«; 


U2  du* 


U« 


Remplaçons  maintenant  (  ;.-  )    par  sa  valeur  tirée  de  (5),  nous 


trouvons 

(6) 


cos't  = 


u  —  t> 


J  f 


ce  qui  s  écrit 

(7) 


u  sin'i -4-  ç  cos'i  =  Xq. 


C'est  là  une  relation  vérifiée  en  tout  point  d'une  géodésique  de 
la  famille  Xq  ;  i  est  l'angle  sous  lequel  cette  géodésique  coupe,  au 
point  (//,i'),  la  ligne  coordonnée  r  =  const.  qui  passe  par  ce 
point.  La  relation  (7)  équivaut  évidemment  à  l'équation  différen- 


Fig.  86. 


v^du 


u-^-diù 


lîelle  (5)  qui  a  servi  à  la  former,  et  qui  peut,  inversement,  en  être 
déduite  :  elfe  caractérise  donc  les  géodésiques  \q. 
Je  dis  que  : 

Les  géodésiques  \q  touchent  la  ligne  coordonnée  i>  =  )vQ,  et 
réciproquement. 

Car  soit  (//,  Aq)  ""  point  de  celle  ligne;  pour  les  géodésiques  X© 


{ 


346  TROISIÈME    PARTIE.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

qui  y  passent,  on  a,  en  faisant  u  =■  Xo  dans  (7), 

/«  sin't  =  Xq  sin'/,         r>u         (ti  —  Xo)sin't  =  o, 

ce  qui  donne  i  =  o  :  lesgéodcsiqiies  Ao  louchent  donc  la  ligne  i'=A, 
aux  points  où  elles  la  rencontrent.  Réciproquement,  si  une  géodé- 
sique  de  la  famille  X  touche  en  (//,Xo)  la  courbe  r  =  Xo,  l'équa- 
tion (7), 

u  si  II-  /  -h  i'  ces'  i  =  )., 

doit  être  vérifiée  pour  /  =0,  r  =  Ao?  ce  qui  donne 

et,  par  suite,  la  géodésique  considérée  appartient  à  la  famille  A«. 
On  démontrerait  de  même  que  les  géodésiques  Ao  touchent  aussi 
la  ligne  u  =  Xo,  et  réciproquement. 

315.  Application  à  l'ellipsoïde.   —  Le  ds-  de  rdlipsoïde   est 
(n^  313)  du  type  (  i);  on  a  dans  ce  cas 

U  =  i  4  /  '^  ~  , 

.K  V      (  «'  —  1/  )(/>*—  W  )(  C'  —  M  )  ' 

(8)  V    V  n  M  ; 


V-.-'l/ ^ 


de  sorte  que  l'équation  générale  (4)  des  géodésiques  s'écrit 

i    f 't -  ■ 


=  const. 


(9)  '  '     ^ 

./      V' '' <. ""  —  if  )(0-  —  u){ C'  —  //)(.//  —  X ) 

Les  intégrales  auxquelles  on  est  ainsi  conduit  sont  hyperellip- 
tiques. 

On  déduit  de  ce  (|ui  précède  d'intéressantes  propriétés  géomé- 
triques. Présentons  d'abord  quelcpies  remarques. 

I®  Par  un  point  M(//,  c)  d(»  Tellipsoïde  il  passe  en  général  deux 
géodésiques  d'une  famille  donnée  Aq. 

En  cfTet,  lY'([uation  (j),  f|ui  donne  la  direction  -j-  delà  tangente 
en  (//,  i)  aux  géodésiques  Àq  passant  par  ce  point,  s'écrit,  après 
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subsliuilion  à  U  et  V  de  leurs  valeurs, 


( 


d'où  deux  directions  de  tangente  et,  par  suite,  deux  géodé- 
siques  (*). 

2"  Les  deux  géodésiques  Xq  <1"*  passent  par  un  point  sont  <5ga- 
lement  inclinées  sur  les  deux  lignes  de  courbure  en  ce  point. 

Car  les  lignes  de  courbure  sont  (n®  313)  les  lignes  coordonnées 

u  =  const.,         V  =  const., 

et  l'équation  (6)  donne  pour  cosi  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires. 

3"  Les  géodésiques  ).o  touchent  la  ligne  de  courbure  v  =  Xq,  et 
réciproquement. 

C'est  une  conséquence  d'une  remarque  générale  précédente  (-). 

Géodésiques  passant  par  un  ombilic.  —  Les  quatre  ombilics 
réels  ont  (n®  313)  pour  coordonnées  u  =  v  ^=^  b^;  or  l'équation  (^), 

u  sin*  l  -h  V  ces*  i  =  Àqi 
devient,  si  le  point  //,  \f  est  un  ombilic, 

ce  qui  prouve  que  toute  géodéslque  passant  par  un  ombilic  est 
de  la  famille  b'^. 

Soit  alors  M  un  point  quelconque  de  Tellipsoïde;  joignons-le 
aux  quatre  ombilics  réels  A,  B,  C,  D  par  les  géodésiques  (y/^.  S") 
MA,  MB,  MC,  MD  :  ces  quatre  lignes  sont  de  la  famille  b'^.  Comme 
il  ne  passe  par  un  point  M  que  deux  géodésiques  d'une  famille  A, 


(*)  Le  Icclcur  admettra  sans  peine  que,  sur  rdlipsoïde,  il  n'y  a  on  général 
qu'une  ligne  géodéslque  passant  par  deux  points  donnés,  parce  qu'on  ne  peut 
tendre,  sur  la  surface,  enlre  les  deux  points,  qu'un  seul  fil.  De  même  il  n'y  a 
qu'une  géodésique  partant  d'un  point  donné  dans  une  direction  donnée. 

(^)  Elles  touchent  également  la  ligne  de  courbure  u  =  \  (  n'*  314).  Mais,  pour 
obtenir  des  points  réels  sur  Tellipsoïde,  nous  savons  (n*  313)  qu'il  faut  faire 
varier  i'  de  c'  ù  6-,  et  u  de  b^  à  a'.  Par  suite,  selon  que  \  sera  compris  entre  c- 
ct  U^  ou  entre  6'  et  a',  les  géodésiques  \  toucheront  la  ligne  de  courbure  réelle 
V  =  \  OM  la  ligne  de  courbure  réelle  u  =  \, 
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les  géodésiques  MC  et  MD  sont  nécessairement  le  prolongement 
des  gëodési(|ues  BM  et  AM.  En  d'autres  termes  : 

Toute  géodésiqiie  qui  part  dUin  ombilic  réel  va  à  Vombilic 
opposé. 

Corollaire  I.  —  D'après  cela,  il  y  a  une  infinité  simple  de  géo- 
désiques  allant  d'un  ombilic  à  l'ombilic  opposé;  toutes  ces  géode- 
sir/ues  ont  la  même  longueur  (n'^  309,  Note). 

Corollaire  IL  —  Les  géodésiques  MA  et  MB,  étant  de  la  même 

Fig.  87. 


famille,  6^,  sont  rgalement  inclinées  en  M  sur  les  lignes  de  cour- 
bure; donc  (n^'SOO)  : 

Si  un  point  M  décrit  une  ligne  de  courbure,  la  somme  ou  fa 
différence  des  arcs  géodésiques  qui  le  joignent  à  deux  ombilics 

non  opposés  est  constante. 

Sous  une  autre  forme  : 

Si  un  /il  d(^  longueur  constante  a  ses  extrémités  fixées  en 
deux  ombilics  non  opposés  de  l'ellipsoïde,  et  si  on  le  maintient 
tendu  sur  V ellipsoïde  par  une  pointe  de  crayon,  celte  pointe 
trace  une  ligne  de  courbure  de  la  surface. 
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CHAPITRE  III. 

SYSTÈMES   D'ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS;  THÉORÈME  DE  GAUGHT. 


316.  Définition.  —  On  nomme  système  de  n  équalions  différen- 
tielles à  n  inconnues,  fonctions  d'une  seule  variable  .r,  un  sys- 
tème de  n  équations  entre  x^  les  n  fonctions  inconnues  et  leurs 
dérivées. 

L'intégration  d'un  tel  système  peut  se  ramener  à  celle  d'une 
seule  équation.  Soit,  par  exemple,  (n  =  2),  le  système 

.  .  j.  /  dy  dPty  dz  d7tz\ 

/    X  /.  /  dy  dPiy  dz  d^^zX 

Pour  éliminer  y,  dérivons />2  fois  l'équation  (i)par  rapport  à  x, 
et/>i  fois  l'équation  (a);  nous  obtenons  ainsi,  en  tout,  p^  +/>2-+-  '^ 
équations,  contenant  les  inconnues^,  z  et  leurs  dérivées,  jusqu'à 
Tordre  />|  -l-/?2j  pour  y^  et  M  pour  :;,  M  étant  le  plus  grand  des 
nombres  p2-\-(]\   et /?| -h  (/j.  Entre  ces  /?i+y>2+2  équations, 

,,.     .  ,  .  dy     d^Y  dPt^P^y 

éliminons  les  p,^p.,-^r\    inconnues  jk,  ^»  5^^»  •••>  -^^^^; 

le  résultat  est  une  équation  différentielle  en  5,  d'ordre  M.  Celle-ci 
une  fois  intégrée,  z  et  ses  dérivées  sont  connues,  et  les  écjuations 
entre  les(|uellcs  on  vient  de  faire  Téliminalion  (moins  une),  résolues 
par  rapport  à  ^  et  à  ses  dérivées,  feront  connaître  ces  quantités  : 
on  obtiendra  donc  j^  sans  nouvelle  intégration. 

Ces  résultats  s'étendent  évidemment  à  un  système  de  n  équa- 
tions à  n  inconnues. 

317.  Forme  canonique.  —  On  peut  ramener  un  syslcmc  à  un 
autre,  contenant  plus  d'inconnues,  mais  ne  renfermant  que  des 


e 
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Jérivëes  du  premier  ordre.  Soit,  par  exemple ,  le  système 


Ci) 


.        /  dy  dPy         dz  d^z\ 

j   -  /  d'y    ^  drz  \  _ 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  p>  r  ei  q  <is]  prenons  pour 
inconnues  auxiliaires  les  suivantes: 

\  dx~^  '  dx  "^^  '  '"'  dx  -^ 

(4) 


/" 


/3  .  dz'  .  ^5^ 


Cl 


dx       *    ' 

•  •  •  ï 

^-' 

dx  "  ^  ' 

.  •  •  « 

d^z 

dz^-'-^^ 

dx'  ~ 

dx 

dPy  _ 
dxP 

dj^^p-i^ 

dx 

I   dx  ^  dx  '  *'  ^/x 

nous  aurons 


^'S^V; 


de  sorte  que  les  équations  (3)  cl  (4)  formeront  un  système  de 
p -h  s  équations,  entre  les  p -i- s  inconnues  j^,  r',  .  . .,  ^^^~•^ 
^,  :;',  ...,  :;^*~*\  où  n'inlervieuneni,  avec  ces  inconnues,  que  leurs 
dérivées  premières. 

Soit  donr,  d'une  manière  générale, 

un  svslènie  de  n  équations  entre  la  variable  x,  n  fonctions  incon- 
nues )',  Zj  (f,  .  . .,  et  leurs  dérivées  premières.  Résolvons-les  par 

y,   '    ,        dy     dz  ,  ,  ,. 

rapj)ort  aux  n  dérivées  "  »  -.'*  '''*  ï^o"s  aurons  le  système,  dit 
ranoniquCj 


dx 
dx 


dz 

-.—  —  Oi{x.  r,  z,  u,  .  ■  .)y 


Si  la  résolution  de  (5)  par  rapport  aux  dérivées  est  impossible, 

c'esl-à-dire  si,  des  équations  (v")),  on  ne  peut  tirer  ~  >  par  exemple, 

en  fonction  de  .?•,    )',   z^   n,   .  .  .,  c'est  qu'en   éliminant  entre  ces 
écpialions  les  (//    -  i)  autres  dérivées,  on  arrive  à  une  équation  ne 
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contenant  pas  -^- ^  et  qui,  par  suite,  est  de  la  forme 

(G)  <^(2•,  K,  ^,  w,  ...)  =  u. 

Elle   pourra  remplacer  une  des   équations   (5),    par  exemple 

y,,  =  G.  On  tirera  de  (6)  une  des  inconnues  en  fonction  des  autres 
et  de  x, 

d'où 

dy        , ,        .,  àz        t  ,  du 

Substituant  ces  valeurs  dans  fx^fi^  . .  *^  fn^s-t  on  aura  un  nou- 
veau sj'stèine  à  /i  —  i  inconnues,  c,  //,  ...  ne  renfermant  que  les 
dérivées  premières.  Si  l'on  peut  en  tirer  ces  dérivées,  on  l'aura 
réduit  à  la  forme  canonique;  sinon  on  le  ramènera  à  un  système 
à  /i  —  2  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  D'ailleurs  une  équation  du 
premier  ordre  à  une  inconnue  forme  un  système  canonique. 

On  peut  donc  toujours  ramener  un  système  d*équalions  diffé- 
rentielles à  la  forme  canonique;  on  appelle  ordre  d'un  tel 
système  le  nombre  des  équations  qu'il  renferme,  c'est-à-dire  celui 
des  fonctions  inconnues. 

Remarque.  —  La  réduction  à  la  forme  canonique  n'a  qu'un 
avantage  purement  théorique;  elle  simplifie  et  précise  les  raison- 
nements à  faire  sur  les  systèmes  d'équations  différentielles,  mais 
elle  est  généralement  inutile  pour  l'intégration  d'un  système. 


Théorème  de  Cauchy. 

318.  Cauchy  a  établi  un  théorème  fondamental  sur  l'existence 
des  solutions  d'un  système  canonique;  afin  de  pouvoir  exposer  ici 
la  démonstration  de  l'illustre  analyste,  nous  la  ferons  précéder  de 
c|uelques  propositions  sur  les  fonctions  analytiques  de  plusieurs 
variables. 

319.  Définition.  —  ?>o\lf{x^y)  une  fonction  continue  de  deux 
variables  imaginaires,  x  et  y,  analytique  séparément  par  rapport 
à  X  et  par  rapport  à  y.  Elle  sera  dite  fonction  holomorphe  de 
xct  )',  dans  les  régions  C|  du  plan  de  la  variable  x,  etC2  du  plan 
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de  la  variable  y,  si  elle  est  fonction  liolomorphe  st}parénient  de 
^  et  de  y^  dans  les  régions  C,  et  C2,  c'est-à-dire  si  f{x^y^) 
et  /{xq,  y)  sont  respectivement  fonctions  holomorphes  de  x 
dans  C|,  et  de  y  dans  C2,  ya  et  Xq  désignant  des  points,  quel- 
conques d'ailleurs,  de  C^  et  C|. 

320.  Expression  des  dérivées.  —  Supposons  que  C|  et  Cj 
soient  deux  cercles  de  centres  respectifs  a  et  6,  de  rayons  R,  et  R*, 
et  quey(.r,  y)  soit  kolomorplie  en  x  et  y  dansCi  et  Cj,  et  sur  lc> 
contours  de  ces  cercles.  Nous  s:ivons  que,  si  i^{z)  est  fonction 
holomorplic  de  :;  à  l'intérieur  d'un  contour  v,  et  sur  v,  l'expres- 
sion de  sa  dérivée  d'ordre  /*  est  (n**  11-i) 


^"(a)  =  r—   /  , — ^^    [  ^.  dz, 


a  étant  intérieur  à  y.  Appliquons  cette  formule  à  la  fonc- 
tion /(Xf  b)  considérée  comme  fonction  de  x^  le  contour  v  étant 
celui,  y,,  du  cercle  C|,  de  centre  a;  il  vient 


Oa 


-,      ,,        i.9....n    r    f(z,b)       , 


Ti 
Or,  sur  la  circonférence  yi,  on  a 

z  —  a  =  Ri  e'?j         dz  —  R|  e'?  i  do^ 
cl,  par  suite, 

De  mcinc,  en  piirlniil  de  la  ïoncùon  f[a, y),  on  aurait 


Ou  reconnaît  sans  illfliculu;,  comme  au  n"  lit,  que  le  secon«l 
membre  de  la  formule  (i)  est  une  fonction  de  b  dont  les  dcrivée> 
successives  s'obliennent  en  appiiqiiani  la  règle  ordinaire  de  déri- 

Nalion  sous  le  signe    /  ;  on  a  donc,  en  dérivant/?  fois  par  rapporl 

à  h  les  deux  membres  de  ('iV 
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Cl,  en  remplaçant  sous  le  signe    /    la  dérivée  -r~-^  par  sa  valeur 
déduite  de  (a), 


f{a,b) 


^  étant  regardé  comme  constant  dans  l'intégrale  en  0.  Il  est  clair 
que  le  second  membre  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  et  la  for- 
mule (3),  jointe  aux  formules  (i)  et  (2),  établit  Texistence  des 
dérivées  partielles  de  tous  ordres  de  la  fonction  /(x,y)  au 
[lointa,  6*,  elle  donne  en  même  temps  l'expression  de  ces  dérivées. 

On  en  déduit  une  limite  supérieure  du  module  de  celles-ci. 

Soit  M  le  maximum  de  mod/ (Xy  y)  lorsque  x  ely  restent  sur 
les  contours  des  cercles  C|  et  C^;  on  a  évidemment,  par  (3), 

et,  a  fortiori,  si  K  est  le  plus  petit  des  rayons  R,  et  R.j, 
(  j  )  mod    77—  fi(t,0)\  < ^  M. 

On  vérifie  de  même  (|ue  mod  / {a,  b)  est  inférieur  à  iM. 

321.  Remarque.  —  Soit  la  fonction 

M 


(6)  V(x,y)  = 


je  dis  que  pour  x  =  a,  y  =  b,  ses  dérivées  partielles  en  x  et  y  sont 
supérieures  au  module  des  dérivées  homologues  de /(x, y).  On 
a  en  efict 

(7)  ^^^-r^y)]  =  n ^M» 

ce  qui,  en  vertu  de  (5),  établit  la  proposition.  De  même,  F  (a,  6) 
est  supérieur  à  mod  /(*'/»  b). 

322.  Théorème  de  Cauchy.  —  Considérons  maintenant  un  sys- 

H.  —  II.  a3 
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tèinc  cuiioniqiie,  de  deux  éqii»lîons  par  exemple, 

et  soit  a^  b,  c  un  point  ordinaire  pour  les  fonctions  de  trois 
variables  cp,  et  9.^,  c^est-à-dire  un  point  tel  que  <fi  et  <f^  soient 
fonctions  holomorphes  de  x,  y^  z  tant  que  ces  variables  restent, 
respectivement  dans  des  cercles  d,  C2,  Cj  de  ravons  R|,  Rj,  R|, 
décrits  de  a,  6,  c  comme  centres,  ou  sur  les  circonférences  de 
ces  cercles.  Désignons  par  R  le  plus  petit  des  trois  rayons;  par  M 
le  maximum  des  modules  de  ^1  et  cp3  sur  les  circonférences. 

Nous  allons  montrer  qu^il  existe  des  fonctions,  y  et  z,  de  la 
variable  j:,  jouissant  de  la  triple  propriété: 

1"  De  satisfaire  aux  équations  différentielles  (8); 

2"  De  se  réduire  respectivement  à  6  et  c  pour  x  =  a  ; 

3°  D'être  fonctions  holomorphes  do  x  quand  cette  variable 
reste  à  Tintérieur  d\in  cercle  de  centre  a,  dont  le  ravon  maximum 
ne  peut  d'ailleurs  être  fixé  avec  précision. 

Cherchons  en  effet  les  développements,  en  séries  de  Taylor 
ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a,  des  solu- 
tions^ et  z  précédentes,  si  elles  existent;  on  aura 

^  Y  =  b-^{x -- a) y,, -f-  - ( .r  —  rt )*>-;; -*- 

(9»  .  '^ 

'    -  =  c  -f-  (X  — a)-;,  ^ , 

cl  les  équations  (8)  donneront  les  valeurs  de  y'^y  ^a^Xa^  -5*,  . .  ., 
par  des  dérivations  successives: 

Va    =^i(a,  ù,  c):  z'.,    =Ot{a,  b,  c); 

•^-    -  On  ^  db  -^-^   ôc.  -"'  ^'^    "  f)a  ^  âb^^        âc  ^^' 


^'^     ~~    ôa^   ^"'         db^""  de   ^  ^       -a     -   ^^„    -+-... -1-   ^^ya  -+-    ^ 

On  aura  donc,  par  voie  de  récurrence,  j'^"^  et  z'^^  sous  la  forme 

(II)  yj'=^n.     ^;/'^=^«, 

<P;,  et  M'„  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  Çi(a,  6,  c). 
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^aC^'i  l^t  c)  et  leurs  dérivées  partielles  jusqu'à  Tordre  n  inclus: 
dans  ces  polynômes^  tous  les  coefficients  numériques  sont 
positifs,  car  les  seconds  membres,  dans  (lo),  ne  présentent  que 
des  signes  -+-. 

Je  dis  maintenant,  et  cest  là  le  point  fondamental,  que  les 
séries  (9)  sont  convergentes,  au  moins  pour  des  valeurs  assez 
petites  de  \noA{x  —  a). 

Dans  ce  but,  considérons  avec  Gauchy,  en  gardant  les  notations 
indiquées  plus  haut,  le  système  canonique  auxiliaire 


(l'i) 


^' 

1 

^  — 
U 

1 
X  — 

-)('• 

1 

Y 
II 

1 

1 

dx  ~ 

-)(■ 

z- 

R 
I 

') 

dx  ~ 

^\  i- 

Y- 

!l\  l. 

Z- 

i\ 

où  tes  inconnues  Y  et  Z  sont  assujetties  à  être  égales  à  6  et  c 
pour  x  =  a,  et  qui  s'intègre  immédiatement.  Car  on  a 


dx       dx 
d'où 

(H)  Y-^»  =  Z-c; 

et,  en  portantcelte  valeur  de  Z  —  cdans  la  première  équation  (12), 
cl  séparant  les  variables  Y  et  x^ 


-V) 


X  —  n 
I  — 


H 
Intégrons  : 


—  T^^i j^j   =— RMIo-h- î-^j -t-const. 

R 
Pour  j:  =  rt,  Y  doit  être  égal  à  6;  la  constante  est  donc  —  -r-»  et 

il  vient  enfîn 

(II)  Y-6  =  Z-c  =  R[i-l/i-f-3Mlog(i-^^)l- 

Les  points  critiques  des  fonctions  Y  —  bet  Z  —  c  sont  (n®  100, 
Remarque)  ceux  qui  annulent  la  quantité  sous  le  signe  log  et  la 
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3/- 


quanlité  sous  le  signe  y       :  ils  sont  donc  donnés  par 

K;        X  =  a  -i-ï{\i  —  t' 


Le  second  poînl  est  plus  voisin  du  point  a  que  le  premier; 
donc  Y  —  b  et  Z  —  c  sont  ronctions  holomorphes  de  j:  à  l'inlé- 
rieur  du  cercle  C  décrit  de  a  comme  centre  avec  le  rayon  R'  : 

elles  sont  donc  développables,  dans  ce  cercle,  en  séries  de  Taylor 
absolument  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  a:  —  a,  et  manquant  de  terme  constant,  puisque,  pour 
jc  =  a,  on  a  \  "    ^  et  Z  -^  c. 

Or,  cherchons  à  déterminer  directement  les  coefficients  de  ces 
deux  séries  en  partant  du  système  canonique  (la)  qu'elles  vérifient. 
En  écrivant 

\  Y  ^  hi-(x^a)  y;, -h  --M-—  ay\;,  -h  . . . 
(   z  =  r   i-  iJ'  —  a)Za-r- 

nous  aurons  évidenimenl,  en  vertu  de  (i  i), 
'i6)  Y,/'  --.1»,,,         Z'-^y[\,. 

<l>;,  et  W„  étant  les  polynômes  (i  i),  où  Ton  a  remplacé  les  quan- 
tités 'fs{ct,  0,  r),  'f  j  (^^  /^  c)  et  leurs  dérivées  partielles  par  les 
valeurs  des  seconds  membres  de  (12)  et  de  leurs  dérivées  par- 
liellcs  homologues,  au  point  <7,  6,  c.  Or,  d'a[)rès  la  Remarque  du 
n**  321,  ces  dernières  <|uantilés  sont  supérieures  respectivement 
aux  modules  des  premières;  il  résulte  dès  lors  des  équations  (16), 
|)uisque  les  coefficients  numériques  des  polynômes  <P„  et  ^"^^  sont 
tous  positifs,  que  Ton  aura 

Donc,  puisque  les  séries  (i5)  convergent  absolument  dans  le 
cercle  C,  de  centre  a  et  de  rayon  R',  il  en  est  de  même,  a/orliori, 
des  séries  (9);  celles-ci,  en  vertu  des  propriétés  des  séries  de 
puissances,  définissent  ainsi  deux  fonctions,  y  et  ^,  qui  sont 
holomorphes  à  l'intérieur  du  cercle  considéré,  qui  se  réduisent 
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k  b  et  c  pour  x  =  a,  et  vérifient,  d'après  leur  mode  même  de 
formation  (*),  le  système  proposé  (8). 
Le  théorème  de  Cauchy  est  donc  établi. 

323.  Remarque.  —  Les  séries  (9)  convergent  sûrement  dans  le 
cercle  C  qui  est  le  cercle  de  convergence  des  séries  (i5),  mais 
rien  ne  prouve  qu^elles  ne  convergent  pas  dans  un  cercle  de 
même  centre,  a,  et  de  rayon  plus  grand. 

32i.  Énoncé  général  du  Théorème  de  Cauchy.  —  La  démons- 
tration ci-dessus  s^élend  sans  difficulté  à  un  système  canonique 
d'ordre  quelconque,  et  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant. 

Soit  un  système  canonique  d'ordre  n  : 


(S) 


-^  =  OaC-T-,  V,  3,  1/,  ...  ), 


Si  les  fonctions  '^,,  '^2-  •  •  -i  considérées  comme  fonctions  des 
variables  indépendantes  x,  y,  z,  u,  ...,  sont  holomorphes 
lorsque  ces  variables  restent  respectivement  à  l'intérieur  et 
sur  le  contour  de  cercles  C|,  Gj,  .. .,  C„^i,  de  même  rayon,  R, 
décrits  des  points  x  =  a^  y  =  bj  z  =0,  ...  comme  centres,  le 
système  (S)  est  vérifié  par  des  fonctions  y^  z^  u,  . , ,  de  la 
variable  Xj  qui  prennent,  pour  x  =  a^  les  valeurs  b,  c^  . . .,  et 


(•)  On  peut  préciser  ce  point.  Observons  d'abord  que,  si  niod{x  —  a)  a  une 
valeur  p,  inférieure  à  R',  mod(^  —  b)  cl  mod{z  —  c)  sont,  par  (9)  et  (i5),  infé- 
rieurs aux  valeurs  que  prennent  Y  —  6  et  Z  —  c  pour  x  —  a  =  p,  et  par  suite, 
en  vertu  de  (i4))  inférieurs  à  H  :  il  en  résulte  immédiatement  que  fpi{x^  y,  js  ) 
et  9}(^,  Xt  z\  considérés  comme  fonctions  de  x,  sont  holomorphes  dans  \v 
cercle  C.  Si  maintenant  on  remplace  y  cl  z  par  les  séries  (9)  dans  les  deux 
équations  dillérenticlles  (8),  les  deux  membres  de  chaque  équation  devienneul 
des  fonctions  de  x^  holomorphes  dans  le  cercle  C,  et  qui,  en  vertu  de  (10),  ont 
mêmes  dérivées  de  tous  ordres  pour  x  =  a.  Elles  ont  donc  môme  développement 
taylorien  dans  G'  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  —  a^  c^est-à-diro  qu'elles 
sont  identiques  dans  le  cercle  C.  c.  Q.  F.  D. 
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qui  sont  holomorphes  quand  la  variable  x  reste  à  l^ intérieur 
d^un  cercle  de  centre  a. 

Le  raj'on,  R^,  de  ce  cercle  n'est  pas  connu  d^une  manière  exacte: 
il  est  certainement  au  moins  égal  à  la  quantité  R'  : 

où  M  désigne  le  maximum  du  module  des  fonctions  9|,  9:*,  — ,  s», 
lorsque  x,  y\  . . .  restent  respectivement  sur  les  circonfé- 
rences C|,  Cj.   .... 

Corollaire.  —  L intégrale  générale  d'un  système  canonique 
d'ordre  n  dépend  de  n  constantes  arbitraires,  à  savoir  les 
valeurs  6,  r,  . . .,  des  n  inconnues^,  5,  . . .,  pour  j:  =  a. 

323.  Remarque.  —  Appelons  système  d'intégrales  de  (S) 
l'ensemble  des  intégrales ^^,  5,  w,  . . .,  qui,  pour  jr  =  a,  prennent 
des  valeurs  données,  6,  r,  ....  Laissons  a  fixe,  et  donnons  à  6,  r,  . . . 
d'autres  valeurs,  &|,  Ci,  ...;  nous  obtenons  un  nouveau  svstème 
d'intégrales,  y^^  ^1,  U\,  ...,  qui,  si  les  conditions  du  théorème 
précédent  sont  vérifiées,  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x 
dans  un  cercle  de  centre  j:  =  «  et  de  rajon  R*.  Ce  rayon  ne  sera 
pas  généralement  le  même  que  R":  soit,  par  exemple,  R,  <  R';  les 
intégrales  j'i,  5,,  ^/,,  ...  pourront  alors  ne  pas  être  holomorphes 
et  avoir  des  points  critiques  dans  une  région  (la  couronne  com- 
prise entre  les  cercles  de  rayons  R"  et  R*"  et  de  centre  a)  où  les 
intégrales  j^,  3,  //,  ...  sont  sûrement  holomorphes,  c'est-à-dire 
(|ue  les  points  critiques  d'un  système  d'intégrales  dépendent  des 
valeurs  des  constantes  qui  caractérisent  ce  système.  C'est  ce  qu'on 
exprime  en  disant  que  les  points  critiques  des  intégrales  d'un 
système  d'équations  différentielles  ne  sont  généralement  pas 
fixes. 

326.  Systèmes  linéaires.  —  H  y  a  toutefois  un  cas  important  où 
ces  points  critiques  sont  toujours  fixes;  c'est  celui  des  systèmes 
linéaires. 

On  nomme  systèmes  canoniques  linéaires  ceux  où  les  incon- 
nues figurent  linéairement;  ainsi  le  système  linéaire  d'ordre  dcu\ 
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est  de  la  forme 

L,  M,  . . .,  R  élanl  des  fonctions  de  la  variable  x  seule. 

327.  Théorème.  —  Les  intégra/es  d^un  sjstème  linéaire  ne 
peuvent  admettre  comme  points  critiques  que  les  points  cri- 
tiques  des  fonctions  L,  M, . ..,  R,  coefficients  du  système  linéaire. 

Soient  en  effet  6  et  c  des  constantes  quelconques;  écrivons  le 
système  linéaire  proposé  (en  le  supposant  du  second  ordre  pour 
simplifier)  sous  la  forme 


\ 
dx 


S,  c'est-à-dire  N  -4-  1^6  -h  Me,  ctT  sont  encore  des  fondions  de  x 
seul. 

Supposons  que  les  fondions  L,  M,  ...,  R  (cl,  par  suite,  S 
et  T)  soient  des  fonctions  holomorphes  de  x^  lorsque  cette  va- 
riable reste  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  R. 

Soit  [X  le  maximum  du  module  des  fonctions  L,  M,  S,  P,  Q,  T 
lorsque  x  reste  sur  la  circonférence  du  cercle  ci-dessus;  on  aura 
(n®  116),  en  désignant  par  \^'^^{a)  la  dérivée  /i"'"''  de  L(jc)  pour 


I  .2.  .  ./i 


(  1  )  moil  Li«>(  a)  g  -^J-^ —  jji 


K" 


r*» 


et  les  dérivées  d'ordre  n  de  M,  S,  P,  Q,  T  satisfont  à  la  même 
inégalité. 

Cela  posé,  si  le  système  (i)  admet  des  solutions,  y  et  5,  holo- 
morphes au  voisinage  du  point  x  =^a^  el  prenant  en  ce  point  les 
valeurs  b  et  c,  on  pourra,  comme  au  n"  322,  déterminer  les  coef- 
ficients de  leurs  développements  tnvloriens 

(  y  =  b-\-(x  —  a)ya-\-  -ir^a^yl,-^..., 
(  ^  >  ï  '' 

(  z  =  c  -h  ( J?  —  a )  z[^-^- 
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Cl  l'on  trouvera,  en  général, 

(  \  \  v<"'  —  4> .  z'"^  —  U^* 

\-\)  Ja     —  ^n^  *n     —  ^  ni 

^,t  et  W„  étant  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  quantités 
L(a),  L'(a),  ...,  U"^(a)^  ...,  T^"^{a)^  poljnomes  dont  tous  les 
coefficients  sont  positifs.  Considérons  maintenant  le  système  qu'on 
obtient  en  remplaçant,  dans  (i),  les  fonctions  L,  M,  S,  P,  Q,T  par 
une  m<^/?ie  fonction  ^(^),  définie  par 

(5)  o(^)=;a  — 


X  -  a 


c'est-à-dire  le  système 

où  Y  et  Z  prennent  les  valeurs  6  et  c  pour  x  =z  a. 

En  déterminant  les  dérivées  de  Y  et  de  Z  pour  x  =  a^  on  trou- 
verait, d'après  (4),  • 

Y  n)  —  «I,  y  jr>  —  M- 

L,  M,  ...  et  leurs  dérivées  étant  remplacées,  dans  les  polynômes 
^n  et  V„,  par  ç(x)  et  ses  dérivées  du  même  ordre.  Or,  en  vertu 
des  inégalités  (?.),  modL''(a),  modMf"^(a),  ...  sont  inférieurs  à 
?^"  (^Oî  niodL,  .  .  .  sont  inférieurs  à  'f  (a);  el,  par  suite,  on  a 

On  en  conclut,  comme  au  ii**  322,  (|ue  les  séries  (3)  convergonl 
el  représentenl  des  fonctions  holomorphes  de  x^  dans  loul 
cercle  de  centre  a,  où  les  fonctions  Y  et  Z  sont  elles-mêmes 
holomorphes.  Or  il  est  facile  d'obtenir  directement  Y  et  Z. 

On  a  en  effet,  par  (6), 

dx        dx 

1»    * 
ou 

el,  par  suite, 

dx        '       ^  /j       .  x^a 
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OU,  eo  Séparant  les  variables, 

d\  _  dx 

R 

Intégrons  : 

i|oS|i-^a(Y-6))=-tiRlos(i~'^')-^-consi. 

Pour  X  =  (7,  on  doit  avoir  Y  =  i  ;  la  cDn&lanle  est  donc  nulle, 
et  l'on  a  (înalemenL 


Y  -  l,  =  7.- 


-■r''i.{'      H  )     ■ 


Les  fonctions  Y  et  Z  ainsi  délinics  sont,  d'a|>rê,s  celle  expres- 
sion même,  iioiomorplies  dans  le  cercle  de  cenire  a  et  de  rayon  R , 
car  leur  seul  point  criliqne  possible  est  .r  =  fl  +  R;  donc,  en  vertu 
de  ce  qui  précède  : 

Lrs  intégrales  y  et  z  du  système  (i)  qui  prennent  des 
valeurs  déterminées  t/uelconques,  b  et  c,  pour  x  ^=a,  sont 
holomorphes  dans  tout  cercle  de  centre  a  où  les  fondions  L, 
M,  ....  de  X,  sont  elles-mêmes  holomorphes. 

Je  dis  qu'il  ré^ulte  de  là  que  des  soliilions  fue/co/i^ues,  _^i,  ;,, 
du  sjrslèmc  linéaire  proposé,  ne  peuvent  admettre  comme  point 


critique  un  point  x^\,  dilTérenl  des  points  critiques  des  l'nnc- 
tions  coefficients  L,  M,  ...  du  systi'ine. 

Soit,  en  elîet,  x^  un  point  quelconque  où  y^  et  3|  aient  des 
valeurs  déterminées  ;  joignons-le  an  point  \  par  une  ligne  quel- 
conque A,  ne  traversant  aucun  des  points  critiques  de  L,  M,  .... 
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et  désignons  par  8  un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  distance 
de  tous  ces  points  critiques  à  la  ligne  A.  Diaprés  ce  qui  précède, 
les  fonclions^i  etZ|  sont  holomorphes dans  un  cercle  décentre  j:» 
el  de  rayon  o,  puisque  ce  cercle  ne  contient  aucun  point  critique 
de  L,  M,  ...  et  que  y^  et  Zt  ont  des  valeurs  déterminées  en  x^. 
Soit  Xi  un  point  quelconque  intérieur  à  ce  cercle  et  situé  sur  la 
ligne  A  entre  Xq  et  Ç,  les  fonctions  ^^i  et  ^i   sont  encore  holo- 
morphes  dans  un  cercle  de  centre  Xt  et  de  rayon  o-,  soit  de  même 
X2  un  point  de  ce  cercle,  situé  sur  la  ligne  A  entre  x^  et  Ç,  les 
fonclions^'i  et  Zt  seront  liolomorphes  dans  un  cercle  de  centre  jTj 
et  de  rayon  3.  En  continuant  ce  raisonnement,  on  arrive  à  établir 
que  yt  et  Zt  sont  holomorphes  dans  un  cercle  de  rayon  8  conte- 
nant le  point  ^  :  ce  dernier  point  ne  saurait  donc  être  critique 
pour  aucune  des  solutions  yi    et  Zi.   Nous  avons  ainsi  établi  le 
théorème  proposé,  c'est-à-dire  que  les  points  critiques  des  inté- 
grales d'un  système  linéaire  ne  peuvent  être  que  ceux  des  fonctions 
coefficients  du  système.  c.  q.  f.   n. 

328.  Application  à  l'équation  différentielle  générale.  —  D'aprc*s 
le  11"  317  on  peut  ramener  à  un  système  canonique  l'équation  dif- 
férentielle générale  d'ordre  /i,  à  une  inconnue 

/  d"y        J  dy  dn-\y\ 


Il  suffit  de  poser 


'h 
<iy' 


tc-y^ 


=  1    . 


./• 


(S)  [  dy"  -3) 


-y'"  ' 


(l'nil 


fh' 


/ljr,y,y.  ..    .  j(«    »^), 


et  Ton  a  ainsi  un  sysLùuic  canonique  (S),  à  n  inconnues  j^,r',  ..., 
y{n-i)  (I  résulte  dès  lors  du  théorème  général  que  Téquation  (1) 
a  une  intégrale  j^,  jouissant  de  ces  propriétés  :   1"  pour  x^=^(ty 
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la  fonction  y  et  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées  ont  des  valeurs 
données  6,  c,  ...,  /;  2°  j^  est  holomorphe  dans  un  cercle  de 
centre  a  et  de  rayon  non  nul,  ce  rayon  n^étant  d'ailleurs  pas 
connu  d'une  manière  précise.  Il  faut  toutefois  que  le  système  de 
valeurs  j;  =  /7,  y=zb^  y=:c,  ...,^'f''~*^=/ne  soit  pas  critique  pour 

S{^.y.y r^«-»o. 

considérée  comme  fonclion  des  (n-|-i)  variables  indépendanlos 

y*     V     '\r  ^'(w~  •  ) 

Intégration  par  des  séries.  —  L'intégrale  y  ainsi  définie  esl 
développable,  autour  du  point  x  =  a^  en  série  de  Taylor  de  lu 
forme 


y=      *j -^  c{x  ^  a) -\- -  d(x  —  ay 


'À 
I 


^/£  — I)! 


/(x  —  a/'   *  -h  X„(x  —  a)'*-h  X«^i(j?  — «}"♦  »  4-.. ., 


011  les  n  premiers  coefficients  sont  connus,  puisque,  pour  x=  a^ 
y  et  ses  (/i  —  i)  premières  dérivées  se  réduisent  respeclivement 

à  6,  c,  rf,  ...,  /.  On  déterminera  les  autres  coefficienlsX;,,  )v*4-ij  •••? 
soit  par  substitution  directe  de  la  série ^  dans  (1),  soit  par  la  mé- 
thode générale  du  n°  322. 

On  obtiendra  ainsi  une  srrie  qui  vérifie  Téqualion  proposée  et 
qui  converge  certainement  dans  un  cercle  de  centre  a  et  de 
rayon  R',  ce  rayon  étant  celui  qui  a  été  défini  au  n**  32i. 

hJquations  linéaires,  —  Une  équation  linéaire  [)ar  rapport  à 
y  Ql  k  ses  dérivées,  de  la  forme 

où  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  x  seul,  se  ramène  au 
système  ^canonique  linéaire  : 

dx  ~-^'  d.v   ~^  '  •••'  dx      "'^ 


dy 


An-\) 


/B     ,     „  L     ,       M    \        N 


dx 
Donc,  d'après  le  n"  327,  les  intégrales  de  l'équatîon  ('j)  n'auronl 
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pas  d'aulres  points  critiques  que  ceux  des  coefficients  -^  >  •••>'—> 
-r->  c  est-a-dire  : 

i"  Les  points  critiques  des  fonctions  A,  B,  ....  L,  M,  N  de  ^; 
vi"  Les  points  où  A(x)  s'annule. 

Par  exemple,  si  A,  B,  . . .,  L,  M,  N  sont  des  polynômes  entiers 
en  x^  rintégrale  générale  de  (3)  ne  pourra  avoir  d*autres  points 

critiques  à  distance  finie  que  les  zéros  de  A. 

B 

Si  a  est  un  point  ordinaire  des  fonctions  coefficients -r->  •••« 

on  pourra  développer  Tintégrale  générale  de  Téquation  (2)  eo 
série  de  Tajlor,  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de 
X  —  rt,  et  convergente  dans  un  cercle  ajant  pour  centre  a  et  pour 
rajon  la  distance  de  ce  point  au  point  critique  le  plus  voisin  des 
fonctions  coefficients. 

Corollaire,  —  Revenons  ù  Téquation  difTérentielle  générale  (iK 
d'ordre  n\  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  son  intégrale  générale 
dépend  de  n  constantes  arbitraires,  à  savoir  b^  r,  ...,  /,  ainsi 
qu'on  Tavait  annoncé  au  n®  239. 

329.  Intégrales  premières  d'un  système.  —  En  vertu  du  théo- 
rème gt'néral  de  Caucliv,  èlanl  donne*  un  système  canonique 
d'ordre  n  : 

(M  ^  È  -/i(-r,7.,r, r„), 

(IVn           .  . 

-JfP  ^-Jn{T,y^, 7„), 


la  solution  générale  >,.  ^\>,   ...,  r,i  doit  renfermer  n  constantes 
iirbilraires;  on  a  donc 

, ,.  \  yt  ^ojfj-,  c, <•„), 

\  y  n  ^^  fn  \^i  ^l"  •  '  1  •  •  •  1  ^n  )• 

Si   nous  résolvons  ces  équations  par  rapport  aux  n  constantes 
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ri,  c-2j  ...,  Cny  nous  avons 

Cl  =  F,  (T,7,,>', y„). 

,  -V  j  f't  =  ^ti^^ri O'/')' 

ce  qui  est  une  forme  équivalente  de  la  solution  générale  (4). 

Chacune  des  fonctions  F|,  F^,  ...  se  nomme  une  intégrale 
première  du  système  (3);  ces  n  fonctions  sont  distinctes,  c'est- 
à-dire  ne  sont  liées  par  aucune  relation  :  car  si  F,,  était  fonction 
de  F|,  F2,  . .  .,  F/,_|,  les  équations  (5)  montrent  que  la  constante  C// 
serait  déterminée  quand  C| ,  c^.  . . . ,  C/,_i  seraient  donnés,  en  sorte  que 
la  solution  générale  du  système  ne  contiendrait  que  n  —  i  con- 
stantes arbitraires. 

D'une  manière  générale,  on  nomme  intégrale  première  toute 
fonction  de  ^,^1,  ...,y,i  qui  reste  constante  quand  on  y  remplace 
J'i>  J^2î  '  •  'j  y»  pî»ï'  les  fonctions  de  x  les  plus  générales  satisfai- 
sant au  système  proposé  :  il  est  clair,  d'après  cela,  que  toute  fonc- 
tion de  deux  ou  plusieurs  inlé*»ralcs  premières  est  encore  une 
intégrale  première.  Comme  d^ailleurs  le  système  ne  saurait 
admettre  plus  de  /*  intégrales  premières  distinctes  (sinon  il  y 
aurait,  dans  la  solution  générale,  plus  de  n  constantes  arbi- 
trai r**s),  la  forme  générale  des  intégrales  premières  est  évidem- 
ment 

/(F„F„....I\). 

yétant  une  fonction  arbitraire. 

On  reviendra  sur  ces  intégrales  dans  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  où  elles  jouent  un  rôle  fondamental; 
observons  seulement  ici  que  la  connaissance  d'une  intégrale  pre- 
mière permet  d'abaisser  d'une  unité  l'ordre  du  système.  Car  si 
Ton  a 

on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  ^n,  en  fonction  de 
^j  ytf  -  "•)  y»  «»  valeur  qu'on  portera  dans  les  (n  —  i)  premières 
«'équations  du  système  (3)  :  on  aura  ainsi  un  système  d'ordre  n  —  i , 
les  inconnues  étant  jKi,  J'21  •••>  J^/i-i»  De  même,  la  connaissance 
de  k  intégrales  premières  distinctes  permet  d'abaisser  l'ordre  du 
système  de  k  unités. 
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Dans  le  cas  d'une  seule  équation  différentielle  A^ovàre  n^uwt 
intégrale  première  sera  une  fonction  de  x,^,  -~>  -t~»  •••>  ^ — =^> 

qui  reste  constante  quand  on  y  remplace^  par  la  fonclion  de  x 
la  plus  générale  satisfaisant  à  l'équation  proposée  :  car  cette 
équation  se  ramène  (n"  328)  à  un  système  d^ordre  /i,  où  les  incon- 
nues sont j^, y{=  g),  ...,.vf''-«j(==  Êir)- 

Par  exemple,  pour  une  équation  du  second  ordre,  une  intégrale 
première  sera  de  la  forme  F(.r,  r,  y)  =  C. 

330.  Étude  des  solutions  d'un  système*  —  Soit,  par  exemple* 
un  système  d'ordre  deux  : 

dy  ,  .  dz  .  . 

si  le  système  de  valeurs  a,  i,  c  n'est  pas  critique  pour  les  fonc- 
tions ^1  et  ^2}  le  système  admettra  comme  solution  deux  fonctions 
iiolomorphes,  y  et  z^  égales  à  6  et  c,  pour  x-=.a, 

Proposons-nous  de  calculer  les  valeurs  que  prennent  ces  inlé- 

Fig.  89. 


grales  en  un  point  x  =  X,  dn  plan  de  la  variable  x,  lorsque  celte 
variable  va  de  «  à  X,  en  suivant  une  ligne  donnée  L. 

Les  deux  fonctions  '^^  et  z  sont  représentées,  aux  environs  du 
j)oint  X  =  r/,  par  des  séries 

y  =  ù  -r-Xi(x  —  a)-{- 

5=c-+-|JL,(:r  — a)-H 

qui  sont  convergentes  dans  un  cercle  C  (Jig.  89)  de  centre  a; 
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<îlles  donnent  donc  les  valeurs  de  y^  z  pour  tous  les  points  de  la 
ligne  L  intérieurs  à  C. 

Soit  «1  UD  de  ces  points,  voisin  de  la  circonférence  du  cercle  C; 
en  «1,  y  ^l  z  ont  les  valeurs  6|  et  C|  et  sont  représentées,  aux 
environs  de  a:  =  «i ,  par  des  séries 

^  =  61-»- /'i  (j-  —  ai  )-!-...,         2  =r  Cl  -h  {x;  (j-  — a,)H-..., 

convergentes  dans  un  cercle  C|  de  centre  a\.  Elles  font  connaître 
r  et^  le  long  d'un  nouveau  tronçon  de  la  ligne  L,  et,  en  continuant 
ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  point  X,  on  obtiendra  en  ce  point 
les  valeurs  cherchées  de  y  et  de  z. 

Mais  il  peut  se  faire  que  les  rayons  de  cercles  successifs  d,  C2, 
C3,  ...  tendent  vers  zéro  quand  x  tend  vers  un  point  \  de  la 
ligne  L  :  en  ce  cas,  on  ne  pourra  prolonger  les  fonctions^' et  z  sur 
cette  ligne  au  delà  du  point  ^,  à  moins  d'une  étude  spéciale  dans 
chaque  cas.  La  méthode  générale  tombe  alors  en  défaut. 

Si  cette  circonsiance  se  présente,  désignons  par  7^  et  JJ  les 
valeurs  vers  lesquelles  tendent  j'  et  z  quand  x  tend  vers  \  en  sui- 
vant la  ligne  L,  de  a  en  ç  (  *)  :  le  système  de  valeurs  $,  Tj,  Ç  est 
critique  pour  Tune  au  moins  des  fonctions  Çi(a:,^,  c)  et 
'•^aC-ï^ï^)  ^)»  sinon  on  pourrait  tracer  autour  du  point  X'=-\  un 
nouveau  cercle,  de  ravon  non  nul,  à  l'intérieur  duquel  les  solu- 
tions^ et  z  du  sj'stcme,  qui,  pour  j:  =  ç,  ont  les  valeurs  r,  et  JJ, 
seraient  encore  holomorphes  (^),  ce  qui  permettrait  de  prolonger 
ces  fonctions  sur  la  ligne  L,  au  delà  du  point  x  •=.\, 

La  méthode  ne  peut  donc  être  en  défaut  que  si  l'un  des  sjs- 
l<'*mes  de  valeurs  successifs  de  x^  y^  z  le  long  de  la  ligne  L  est 
critique  (')  pour  une  des  fonctions  ^1,  ^2^  ou  si  un  point  de  la 
ligne  L  est  un  point  d^indétermination  pour  ^  ou  z.  Si  ces  cas  ne 
se  présentent  pas,  on  aura  prolongé  y  et  z  non  seulement  le  long 
de  L,  mais  dans  toute  la  région  du  plan  recouverte  par  les  cercles 


(*)  Cela  suppose  que  t^  cl  \  existent,  c'esl-à-dirc  que  le  point  x —  \  n*est 
pas  un   point  d'indétermination  pour  les  fonctions  y  et  z, 

(^)  Nous  admettons  ici,  sans  démonstration,  que  le  système  n'a  pas  d'autres 
solutions,  y  et  «,  se  réduisant  à  r^  et  2^  pour  x  =  ^,  que  les  solutions  holo- 
morphes. {Voir  l'Exercice  XVIII,  à  la  fin  du  Volume.) 

(*  )  Parmi  ces  systèmes  critiques  a,  6,  c,  figurent  ceux  où  a,  6  ou  c  sont 
infinis  :  car  le  théorème  fondamental  de  Cauchy  suppose  ces  quantités  finies. 
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successifs  C,  C|,  C29  . . .;  à  Tintérieur  de  celle  région,  les  fonctions 
y  et  5,  solutions  du  système  proposé  et  égales  à  6  et  e  pour  j:  =  a, 
sont  des  fonctions  holomorphes  de  x. 

Remarque,  —  Si  le  système  canonique  considéré  est  linéaire, 
la  méthode  précédente  ne  sera  jamais  en  défaut,  pourvu  toutefois 
que  la  ligne  L  ne  passe  par  aucun  point  critique  des  fonctions 
de  X  coerOcients  du  système  :  en  effet,  les  cercles  successifs  dont 
on  fait  usage  ont  alors  un  rayon  constant  (n**  327),  ce  qui  permet 
d*atteindre  toujours  le  point  X. 


II.  —  APPLICATION  DU  THÉORÈME  DE  GAUCHT. 


331.  On  a  admis  sans  démonstration  (n°  159)  que  la  fonction 
inverse  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  c'est-à-dire 
la  fonction  ^,  de  Uy  définie  pur  réqua(.ion  difTérenlielIe 

fiz  f : 

estmonodrome  et  méromorplie  dans  tout  le  plan  de  la  variable  u. 
Le  théorème  de  Gauchy  permet  d'établir  comme  il  suit  celle 
importante  proposition. 

332.  Lemme.  —  La  fonction  z,  de  u,  n^a  pas  de  point  d*in- 
délerminalion  à  distance  finie  dans  le  plan  de  la  variable  u. 

Soit,  en  effet,  z{u)  une  solution  quelconque  de  Tcquation  (i); 
je  dis  que  le  point  u  =  7.  ne  peut  être  un  point  d'indétermination 
de  z,  c'est-à-dire  un  point  singulier  essentiel.  Considérons  à  cet 
effet  une  solution  particulière  Zt  (a),  de  l'équation (1),  qui,  pour 
u  =  a,  prenne  une  valeur  arbitrairement  choisie  jï,  telle  toutefois 
que  4  ?^  —  ff-ip  —  gi  ne  soit  pas  nul  :  j3  n'étant  pas  racine  du  poly- 
nôme en  z  sous  le  radical,  ce  radical,  y/4  c^  —  g 2^  —  ff^t  considéré 
comme  fonction  de  5,  est  holomorphe  autour  du  points  =  P;  il  en 
résulte,  d'après  le  théorème  de  Cauchy,  que  ^^{u)  sera  holo- 
morphe dans  un  certain  cercle  ayant  pour  centre  le  point  a  =  a. 


• 
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Les  relations 

donnent 

dz  dz\ 


^^z^  —  giz  —  g^        sfV^i—gt^x  —  gz 


=  o, 


ce  qui  est,  entre  ;;  et  z^  Téquation  d'Euler  (n^  !288):  z  et  z^  sont 
donc  (n**  290)  liés  par  une  relation  algébrique»  Or  une  équation 
algébrique,  /(5,  5|)  =  o,  donne  pour  z^  quel  que  soit  Z|,  des 
valeurs  finies  ou  infinies,  mais  jamais  indéterminées;  en  particu- 
lier, i)our  u  =  a,  c'est-à-dire  pour  ^j  =  ^,  la  fonction  z  n'est  pas 
indéterminée.  c.  q.  f.   d. 

333.  Cela  posé,  reprenons  Téquation  diOférentielle  (i),  en 
l'écrivant 

(a)  —  ='x^{z  -e,)(5  -^,)(^  — es), 

OÙ  ei,  <?2}  ^3  sont  supposés  distincts. 

Soient  Uq  et  ^o  deux  constantes.  Si  Zq  n'est  égal  à  aucune  des 
racines  ^a,  le  radical  en  z  est  une  fonction  holomorphe  de  z 
autour  du  point  Z'=Zq\  le  théorème  fondamental  sur  l'existence 
des  intégrales  nous  apprend  alors  que  l'équation  (2)  admet  une 
solution,  ^,  qui  se  réduit  à  z^  pour  u  =  i/q,  et  que  cette  solution 
est  fonction  holomorphe  de  u  dans  un  certain  cercle  de  centre  Uq. 

Suivons  de  proche  en  proche  la  variation  de  cette  fonction 
quand  la  variable  u  se  déplace  à  partir  du  point  u  =  Uq  :  d'aprrs 
le  théorème  fondamental  et  le  n^  330,  un  point,  f^i,  ne  pourra  être 
critique  pour  la  fonction  z  que  si  c'est  un  point  d'indétermination 
pour  ^,  cas  à  écarter  d'après  le  Lemme,  ou  si  z  prend  en  ce  point 
une  valeur  2,,  telle  que  le  svstème  (u^^  Zi)  soit  critique  pour  le 
second  membre  de  l'équation  (2),  considéré  comme  fonction  des 
variables  indépendantes  u  et  z.  Or  u  ne  figure  pas  au  second 

membre  de  (2),  qui  est  le  radical  v/4(^  — ^0(^  —  ^2){^  —  ^3)1  ^^ 

qui  n'a  comme  points  critiques,  en  Zj  que  z  =  e^J  62,  e^  et  00. 

Donc  les  seuls  points  critiques  possibles  de  la  fonction  z,  de  //, 

H.  —  II.  24 


•;-0  TROIS;ÈME   PARTIK.    —   ÉQUATIONS   DIFFERENTIELLES. 

seronl  les  points   ;/,,  z/^,   ...   où  celle  lonction  prend  une  de* 
\aleurs  ei,  ^2,  ^3,  ^.  lixaininons-Ies  siiccessivemenl. 

I**  Si,  pour  //  =  //,,  5  devient  égal  à  ^i,  je  dis  que  le  point  fi, 
ne  sera  pas  criticjuc  pour  z.  Posons  en  effet 

|'é(|uation  (2)  devient 

^^'         n -. TT 

Or  le  systrmc  de  valeurs  u  =z  u^^  l  =  o  n'est  pas  crilique  pour 
le  nouveau  second  nienibrr.  car  le  radical  ne  s*annule  pas 
pour  /  =  o,  puisque  ^1,  r^i  ^.1  ^oi^t  distincts.  Il  en  résulte  que  ii| 
est  un  point  ordinaire  pour  la  solution  i  qui  se  rédull  à  o  pour 
a  =  </|  (*),  et  par  suite  aussi  pour  w,  égal  à  Ci  -f-  /*. 

2^  Si,  pour  u  =  Uij  z  devient  infini,  je  dis  que  le  point  u%  est 
un  pôle  de  z,  Posons  en  ellV*! 

ré(|tialion  (:>/)  de\icnl,  aprr>  di\ision  des  deux  membres  par   ^* 

^f  , 7- 

Là  encorr,  le  radical  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  0;  il  en  résidio 
(|ue  lu  solution  t^  qui  se  réduit  à  o  pour  u=^U\^  est  fonction 
liolomorplie  de  u  autour  du   point  U\\  et  il  en  est  par  suite  de 

même  de  /-.  Donc  ^  =  7,  ^sl  méromo rphc  diWiowv  de  ce  point,  (jui 

est  un  pôle  de  z^  d'après  la  définition  même  des  pôles. 

Ainsi  la  fonction  :;,  de  //,  u^admet  pas,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable //,  d'autres  points  critiques  que  des  pôles;  c'esl  donc,  par 
définition,  une  fonction  méromorphc  de  u. 

On  a  vu,  aux  u*"*  138-159,  qu'en  admettant  cette  propriélé,  ou 
démontre  que  z  est  fonction  elliptique  de  </,  du  second  ordre. 

331.  Remarque.  —  Celte  démonstration  ne  suppose  nullement 


(')  On  admet  que  celle  solnliuii  e>l  uni(|uc.  loir  à  ce  sujet  I*Kxci*eicc  XVIII. 
ù  la  tin  du  Volume. 


CHAPITRE   III.    —   SYSTÈMES   O'ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES.  'S'y  l 

que  ei  +  ea  +  <?3  soit  nul,  ni  que  le  coefficient  du  terme  en  z^ 
sous  le  radical  soit  4- 

33o.  Généralisation.  —  Si  le  poljnome  sous  le  radical  est  du 
quatrième  degré  au  lieu  d'élre  du  troisième,  ces  résulats  subsistent. 
Soit  en  effet  Téqualion  difTérentielle 

(4)  ^  =  )/\{z  —  ai)z  —  ai){  z  --  a:i){  z  —  a,,)  {ai^aj), 

on  voit,  comme  plus  haut,  que  lu  fonction  w,  de  a  (qui  n^a  pas  de 
point  d'indétermination  à  distance  finie)  (*),  ne  peut  cesser  d'être 
holomorphe  que  pour  les  points  ^  =  u^  où  elle  devient  infinie  ou 
égale  à  une  des  racines  ai.  Or:  i**  si,  pour  u=:  u%^  zesl  égal  à  ai, 
on  voit  que  W|  n'est  pas  critique  en  posant  >3  =  ûri-|-/^;  2**  si,  pour 
tf  =  ;/,,  z  est  égal  à  Tinfini,  on  voit  que  11%  est  y^f^/ede  z  en  posant 


I 

—  • 


De  plus  z  est  encore  une  /onction  elliptique  de  u.  On  le  mon- 
trerait en  suivant  la  marche  du  n"  159,  ou  encore  en  ramenant  it* 
poljnome  sous  le  radical  au  troisième  ordre  par  la  substitution 


I  1 

r=  /,  3  =  flri-4-   -  , 

z  —  «  I  / 


ce  qui  donne,  dau&  (4))  après  division  des  deux  membres  par  — 


df 


—  -7-  —  v''P<jl>nomc  (lu  troisième  t>rdre  en  t. 
du 

Alors  ^  étant  (q'*  333)  Ibnction  elliptique  de  u,  du  second  ordre, 
z,  ou  ai  +  --  9  est  également  elliptique,  et  du  second  ordre. 

33G.  Remarque.  —  Si  Ton  prend  sous  le  radical,  dans  Téqua- 
lion  C4)  ci-dessus,  un  polynôme,  Z,  d'ordre  n  supérieur  à  quatre. 
on  ne  peut  plus  établir  que  z  est  fonction  monodrome  de  u. 

Oh  verrait  bien,  comme  plus  haut,  que  les  points  u  =  Ut^ 
pour  lesquels  la  fonction  z  devient   égale  à  une  des  racines  du 

(')  La  démonstration  de  ce  point  est  la  même  que  celle  du  Lemme  ci-dcbsus 
/n*332);  on  s'appuie  toujours  sur  l'intégration  algébrique  de  Téquation  d'Euler. 
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poljDome  Z,  ne  sont  pas  des  points  critiques;  mais  pour  les 
points  u=  Ui^  où  z  devient  infini,  le  raisonnement  ci-dessus  est 
inapplicable,   et   Ui    n'est    pas    nécessairement    un    pôle   de  z. 

En   effet,  si   c'est   un   pôle   d'ordre   A,  on   aura   z  =  — - — —ry 

cp(i/)  étant  holomorphe  autour  du  point  Ut  et  ne  s'annulant  pas 

en  ce  point.  Sous  une  autre  forme  la  quantité  z  ^,  c'est-à-dire 
— — — -^f  sera  :  1°  nulle  pour  w  =  a,  ;  2**  holomorphe  autour  de  ce 

point;  et  réciproquement  si  ^  ^  jouit  de  ces  deux  propriétés,  le 
point  Ui  sera  pour  z  un  pôle  d'ordre  A. 

Or  si  Ton  pose  z    ^=  /  dans  l'équation  différentielle  proposée, 

dz  /r T 

au 


celle-ci  devient 


B 


/AU-l) 


c'est-à-dire 


dt        Af-i-^;./- j— 


Le  second  membre  est  infini  pour  /  =  o,  quel  que  soit  Tenlier 
positif  A,  dès  que  n  est  supérieur  à  quatre;  on  n*est  donc  plus 
certain  que  la  solution  t  de  Péqualion  ci-dessus,  qui  se  réduit 
à  zéro  pour  a  =  (/|,  soit  holomorphe  autour  du  point  u^. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS   LINÉAIRES. 


I.  —  QÊNÊRALITÊS. 


337.  DéânitionB.  —  On  appelle  équations  linéaires  celles  dans 
lesquelles  la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées  n'entrent  qu'au 
premier  degré  et  ne  sont  pas  multipliées  entre  elles;  leur  forme 
générale  est 

dx''  dxn-^  dx 

P,  . . .,  T,  U,  V  étant  des  fonctions  de  x  seul. 

L'équation  est  dite  sans  second  membre  si  V  est  nul ,  c'est-à-dire 
si  elle  est  non  seulement  linéaire,  mais  homogène,  par  rapport 
à  ^  et  à  ses  dérivées. 

D'après  cela,  l'équation  linéaire  d'ordre  n  sans  second  membre 
rentre  dans  le  troisième  cas  de  réduction  (n^  296)  et  peut  se 
ramener  à  l'ordre  (n  —  i)  par  la  substitution  j^  =  e*;  mais  l'avan- 
tage est  généralement  illusoire,  la  nouvelle  équation  étant  plus 
compliquée  que  l'ancienne  et,  surtout,  n'ayant  plus  la  forme 
linéaire. 

338.  Exemple.  ^  L'équation  linéaire  du  second  ordre  sans 
second  membre, 

si  l'on  y  posejK=  ^"j  devient 

équation    de    Riccati   quand   on    prend  z'    pour  inconnue.    On 
saura   l'intégrer   si  Ton  en  a  une  solution  ;    mais  nous  verrons 
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plus  loin  (n"3i4)  que  réqualion  linéaire  du  second  ordre  s'iolègre 
«également,  et  avec  simplicité,  si  Ton  en  connaît  une  solution.  La 
transformation  n*a  donc  pas  d'avantage. 

Equations  linéaires  sans  second  membre. 

339.   Soit  l'équation 
(i)  -r^  H-P-i — 7  -f-...-HT->  -h  L  >  =  o; 

si  nous  désignons,  pour  un  instant,  le  premier  membre  par  F(^'), 
on  a  identiquement,  grâce  à  la  forme  linéaire  et  homogène^ 

¥{cy)  =  c¥{y)^  si  c  est  une  constante, 

Il  en  résuite  que  si^i  ely^  sont  des  solutions  de  l'équation  (i), 
C\y\  et  Ca^a  sont  aussi  des  solutions,  ainsi  que  Cj  j'i -t-Cj/j, 
r,  et  6*2  désignant  des  constantes;  et,  en  général,  ^^ yi,  yt^  y%^  ••• 
sont  des  solutions,  Ti  j'i -h  Cj^aH- ^sVa^-. .  •  en  sera  une  autre. 

340.  Théorème  fondamental.  —  On  peut  déterminer  n  solu- 
tions, ^1,  y.2j  . . .,  ji'n,  de  la  proposée  (i),  telles  que  toutes  les 
autres  soient  de  ta  forme  C|^i  -f-  c^yi  -f-. .  .-f-  c,iyn* 

En  eflel,  le  théorème  est  vrai  pour  /i  =  i ,  car  Téqualion  (i)  esl 
alors 


dx 


d'où 


-^  ——Vd.i'y  log^  —  —    /   ï*dx  -\-\o^Cx 

-  A'rfj 

r  ^--  Cxi'   -'        ,         ou        y  ^  ayi. 

Déniontroiis  inaintcnanl  que  le  tlu^orème  est  vrai  pour  une 
valetir  de  n  s'il  est  vrai  pour  la  valeur  n  —  i . 

Soit  Vi  une  solution  quelconque  de  la  proposée  (i);  posons 
>'  =  cvt,  c  étant  la  nouvelle  inconnue  ;  nous  avons 

y  ^  r-j,  ;       y'  =  c' >',  -+-  cy\  ;       y"  =  c>,  -{-  i  c'y\  -^cy];        ; 
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expressions  linéaires  et  homogènes  en  c,  r',  r",  ....  Subslltuanl 
ces  valeurs  dans  (i),  on  obtiendra  donc  une  équation  linéaire  et 
homogène  en  c,  c\  c'\  .. .,  cS'^K  Celte  équation  ne  renfermera  pas 
de  terme  en  c,  car  le  coefficient  de  c  v  sera 

quantité  nulle,  puisque  jKi  est  solution  de  (i).  L'équation  diflTé- 
rentielle  en  c  est  donc  de  la  forme 

c(«)-+-l>,ct«-«)-h...-+-S,c''^T,c'=o, 

équation  linéaire  et  homogène  d'ordre  n  —  i  en  c' .  Mais  le  théo- 
rème à  démontrer  étant  vriii  pour  l'ordre  n  —  i,  toutes  les  solu- 
tions de  cette  équation  sont  comprises  dans  la  formule 

c'  =  r*  //*  -T-  ^3  1/3  -^  .  .  .  -;-  Cn  Uni 

c-2j  .  . .,  c„  étant  des  constantes  arbitraires;  on  en  conclut 

c  =  Ci  I  tti d.r  -\z. .  .-h  c„   j  Un dx  -h  Cl, 
d'où,  pour  j'*,  la  forme 

Telle  est  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (i);  C|,  . ..,  Oi  sont 
des  constantes  arbitraires,  ^'1,^2,  . . .,  ^',,  des  fonctions  de  x.  Les 
yi  sont  aussi  des  solutions  de  (i),  car  si  l'on  fait 

C|  =  C3  =  r^  = . . .  =  C/,  =  o        cl        Cj  =  I , 

on  a  j  =y2'  '-«e  théorème  fondamental  est  donc  complètement 
établi;  non  seulement  la  solution  générale  est  de  la  forme 
Ci^i  4-. . .  + c«^'„,  mais  il  n'y  a  pas  de  solution  (singulière) 
échappant  à  cette  formule. 

Corollaire.  —  Entre  {n  -+-  1)  solutions  d'une  équation  linéaire 
et  homogène  d'ordre  n^  il  y  a  au  moins  une  relation  linéaire  et 
homogène. 

341.  Remarque.  —  On  déduit  de  là  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  n  -J-  1 
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fonctions  de  x,  à  savoir  y\. y2j  •  •  -i  ^/i+i»  soient  liées  par  une 
relation  linéaire  et  homogène 


(■n 


Ciy\  -+-  c^yt  -H ...  4-  C;,H_, jrtH-i  =  o, 


les  c  étant  des  constantes,  non  nulles  simullanément. 

Dérivons  ridenlilé  (a)  par  rapport  à  x^  il  vient  successivement 


ri) 


=  o, 


cyyr 


cty^t 


=  o. 


L'équation  (2)  et  les  n  équations  dérivées  (3)  établissent,  entre 
les  {n  4-  1)  constantes  C|,  Ca,  . . .,  6/,+i,  (/i  +  i)  relations  linéaires 
et  homogènes;  les  c  n'étant  pas  tous  nuls,  le  déterminant  A, 


A  -T 


yi 

yt 

•    -    • 

yn^^r^ 

y\ 

y't 

•     •    • 

•    •    •     • 

rr 

J  1 

•    •    • 

Jin) 

est  nécessairement  nul,  quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  x. 

Je  dis  maintenant  que  la  condition  A  =  o  est  suffisante.  Elle 
(exprime  en  effet  que  y^  est  solution  de  Téquation  diflTérentielle 
linéaire,  homogène,  cl  d'ordre  n  en  y^ 


y 


y'i 


y 


:n' 


n) 


•     •     • 


y» + 1 


-,  /i  > 

J  /*  +  ! 


-  o, 


D'ailleurs  l'.j,  ^3,  ...,  >'//^i  sont  aussi  des  solutions,  car  si  Ton 
faily  =y2i  't^  dclermiDant  a  deux  colonnes  identiques  et  s*annule. 
On  a  ainsi  (// -f- i)  solutions,  à  savoir  j'i,  j'a,  •••O'/i+i»  d'une 
équation  difTérenliclle  d'ordre  /?,  linéaire  el  homogène^  ces  solii- 
sonl  donc  liées  (corollaire  du  n"  340)  par  une  relation  linéaire  el 
homogène. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  est  ainsi  :  A  =  o. 


342.   On  a  vu  que  les  solutions  de  l'équation  proposée  (1)  sont 
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comprises  dans  la  formule 

J^'iy  y2y  -"1  yn  étant  des  solutions  convenablement  choisies;  je 
dis  qu'il  n'existe  entre  elles  aucune  relation  linéaire  et  homogène. 
Car  si  Ton  avait 

on  aurait,  en  portant  celle  valeur  dans  l'expression  de  j', 

formule  qui  ne  contient  en  réalité  que  (n  —  i)  constantes  arbi- 
traires, (C|  +  X|  c„),  . . .,  (r„_i  -l-X,/-iOi)>  et  qui  ne  peut  par  suite 
représenter  l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle 
d'ordre  n. 

Réciproquement,  étant  données  n  solutions,  f/|,  f/^»  •  •  •?  i^ni  de 
l'équation  (i),  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  entre 
lesquelles  n'existe  aucune  relation  linéaire  et  homogène,  on 
pourra  mettre  une  solution  quelconque  sous  la  forme 

y  =  dxUx-^  diUi-\- . .  •-\-  dnUn'',         (di,  dfy  . . .  =  consl.). 
Car  {/|,  U2,  . .  -,  Un  étant  des  solutions  de  (i),  on  a 

(  "i  =  «1  Ji -+-... H- a«^/i, 

(«>  

comme  il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  et  homogène  entre 
//,,  //2,  ...,  Ufij  le  déterminant 

2|        ...        S/i 

A/i   j 

n'est  pas  nul,  et  Ton  peut,  par  suite,  résoudre  les  équations  (4) 
par  rapport  à^i,  j'2,  ..-i^/iî  les  valeurs  de  ^/  ainsi  obtenues 
sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  «//,  et  dès  lors  l'ex- 
pression 

qui  est  la  solution  générale  de  la   proposée  (1),  peut  aussi   se 


•  •  •  • 
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mcllrc  sons  1»  forme 

diUi^-  dtiii-  ...  -  d^ Uni 

les  c// désignant  des  constantes  arbitraires. 

On  saura  donc  écrire  immédiatement  Tinlégrale  générale  d^uoe 
équation  difTérentielie  linéaire  d'ordre  /i,  sans  second  membre, 
quand  on  connaîtra  n  solutions  linéairement  indépendantes. 

313.  Théorème.  —  Si  Von  connaît  p  solutions  d*une  équa- 
tion linéaire  sans  second  membre  {\^,  d^ ordre  /i, 

.V|,     Yt r,,  (p<n), 

linéairement  indépendantes  entre  elles  n  on  peut  ramener  Vin- 
téfr/ation  de  la  proposée  à  celle  dUine  équation  linéaire  sans 
second  membre  d ordre  n  — p^  et  à  p  quadratures. 

l'^aisons  en  efTel  tin  cliangement  de  fonction,  en  posant 

C|,  ^2,  ...,  Cp  riant /?  nouvelles  inconnues,  que  nous  pourrons 
lier  par  (/>  —  i)  é(|tialions  a  notre  choix  ('). 
Nous  avons  ainsi 

d'où,  en  dj'iiviinl, 


^  '  >  ^'  Xvy i^  •••»  .*',.  »'<ilai«'"t  pas  linéairciiiciil  dislinclcs,  c'est-à-dire  si  Ton  avait 

ri  ^  \y:  ■^\r^^^'"-\-  \)),. 

le  clli^l^cllM'nl  (le  fonction  serait 


cl  il  ir>  iiiirail  en  réalité  que /?  -  - 1  inconnues,  (Cj  4- a,  c,  ),  ...,  (  c  -f- a  c,  ). 
n'aurait  donc  |)a>  le  droit  d'établir  entre  elles />  — i  relations:  c'est  pourquoi 


On 
|uoi  on 

doit  supposer,  dès  le   début,  que  x^ r^,   ne  sont  liées  par  aucune  équation 

linéaire  et  lioniog«'ne. 
La  méthode  euipl<»yée  dans  ce  paragraphe  est  dite  de  la  variation  des  corutanUs. 
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Nous  prendrons  comme  première  équation  entre  les  c  Téquation 


2 


c,yi  =  o. 


Nous  aurons  ensuite 


r'  =  21^'-''''-^2^'^' 


et  nous  poserons  encore 


et  ainsi  de  suite,  ju«quVi 


2 <>■;■='>.  |(C) 


y>-l)^2c,-7/ 


-I 


en  posant 


2 


c:.yf'i)=.o, 


On  ne  peut  aller  plus  loin,  c:iron  a  ainsi,  par  les  équations  (C), 
établi/?  —  I  relations  entre  C|,  c^.  . . .,  Cp. 

D'après  cela,  y\  y\  ...,  y^p-^)  sont  les  mêmes  que  si  les 
C|,C2,  ...,  c^élaient  des  constantes.  Continuons  à  dériver;  il  vient 


Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  (i),  nous  obtenons 
une  équation  F  =  o,  linéaire  et  homogène  par  rapport  à 
C|,  C2,  ....  C;,  et  à  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n — /?-+-!,  car 
chacune  des  dérivéiîs  de  j^  est  fonction  linéaire  et  homogène  de 
ces  quantités.  Je  dis  que  les  termes  en  C|,  C2,  . . .,  Cp  n'y  figurent 
pas.  En  effet,  ces  termes  sont  évidemment  ceux  qu'on  obtiendrait 
en  substituant  à^*,  dans  Péquation  (i),  la  fonction 

où  C|,  ...,  Cp  sont  regardés  comme  constants;  mais  cette  fonc- 
tion étant  dans  ce  cas  une  solution  de  (i),  le  résultat  de  la  sub- 
stitution est  identiquement  nul.  Donc  l'équation  F  =  o  ne  con- 


i8o  TROISIÈME   PARTIE.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

lient  pas  les  a;  et  son  premier  membre  se  réduit  à  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  dérivées  c],  cj,  . . .,  cj"""''"*"**. 

Cela  posé,  on  peut  tirer  des  équations  (C),  c'est-à-dire  de 

(C)  

les  valeurs  de  c^,  c,,  . . .,  c'  en  fonction  de  c\  :  en  effet,  le  déter- 
minant de  ces  inconnues  est  précisément  le  déterminant  A  qui, 
égalé  à  zéro,  exprimerait  que ^2, . .  ',yp  sont  liées  par  une  relation 
linéaire  et  homogène  (n'^  341).  Et  comme  on  a  supposé  ^1, 
y2j  •  •  'jXp  linéairement  indépendantes,  A  n'est  pas  nul. 

On  exprime  ainsi  c'^,  c.,,  . . .,  c),  en  fonction  linéaire  et  homo- 
gène de  c', ,  sous  la  forme 

a2,  a,,  ...  étant  des  fonctions  connues  de  x. 

En  dérivant  ces  relations,  on  exprime  les  dérivées  successives 
de  c'^,  C3,  ...  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  c\  et  de  ses 
dérivées  jusqu'au  même  ordre;  portant  ensuite  ces  valeurs  dans 
Féquation  F  =  o,  on  obtient  une  équation  linéaire  et  homogène, 
entre  c',,  c*,  ...,  c\"'~^^^\  c'est-à-dire  rf'orrfre  n  — p par  rapport 
n  c,. 

Supposons  qu'on  puisse  Tintégrer;  soit  c\  sa  solution  générale. 
011  aura  Ct  par  une  première  quadrature;  puis  de  la  relation 


on  déduira 

cl  ain-^i  de  suite,  c'csl-à-dirc  (jue  C2,  C3,  ....  Cp  s'obliendronl 
par/?  —  1  /îowre//e6*  quadralures,  soit  en  iovii  p  quadratures,  et  la 
solulion  générale  de  la  proposée  (i)  sera   donnée  par  la  formule 

Les  n  constantes  arbitraires  proviendront:  1®  des  n  — p  cons- 
tantes que  contient  c, ,  solulion  générale  d'une  équation  d'ordre 
n  — p\  2**  des  p  constantes  introduites  par  les/?  quadratures. 

Celte  méthode  de  la  variation  des  constantes  est  due  à  La- 
grange. 
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344.  Corollaire.  —  Si  Tod  connaît  (n  —  i)  solutions  indépen- 
dantes de  l'équation  d'ordre  n  sans  second  membre,  on  saura 
rintégrer,  car  on  la  ramènera  à  une  équation  analogue  du  premier 
ordre,  qui  s'intègre  immédiatement  par  une  quadrature. 

En  particulier,  soit  J'^  une  solution  de  Téquation  du  second 
ordre 

pour  achever  l'intégration,  on  posera  y  =  cj't,  d'où 

c'est-à-dire 

c  Yx 

Intégrons;  il  vient 

loge' -h  2  log^'i  -h    /   Vdx  =  logCf, 

* 

OU 

,        •    Çvdv 

c'  =  Cj  -j^  e  •'        ,        (  Cl  =  constante  arbitr 


aire)f 
J  I 


d'où 


et 


r  (    i     -  fvd»  \ 
:î  =  Ci   /    l— i**   *^  I^/.r-f-<'i,         (f'i  =  constante  arLiirairc  ), 

C'est  l'intégrale  générale  cherchée. 


Équations  linéaires  avec  second  membre, 
345.   Forme  de  l'intégrale  générale.  —  Soit  l'équation  d'ordre  n 

linéaire  et  à  second  membre;  désignons  par  Yq  une  quelconque 
de  ses  solutions;  si  nous  posons 
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z  élanl  la  nouvelle  incoiiDuc,  nous  obtiendrons  évidemmenl  pour^ 
l'équation 

rfx'*  dx'*-^  dx  ' 

ce  qui  montre  que  z  est  la  solution  générale  de  l'équalion  pro- 
posée, dans  laquelle  on  aurait  supprimé  le  second  membre.  L'in- 
tégrale de  la  proposée  avec  second  membre  est  donc 

^1,  ,,,^yn  étant  a  solutions,  linéairement  iiidëpeudanles,  de 
réijuation  sans  second  membre. 

346.  Théorème.  —  5/  ron  connaît  p  solutions,  j>',,  . . .,  y^, 
linéairement  indépendantes,  de  l'équation  sans  second  membre, 
^intégration  de  l'équation  a^^ec  second  membre  se  ramène  à 
celle  d'une  équation  linéaire  à  second  membre,  d'ordre  n — /), 
etàp  quadratures. 

Il  suffît,  pour  rétablir,  de  reproduire,  sans  aucun  changemenl. 
la  méthode  et  les  calculs  du  n"  313. 

En  particulier,  supposons  qu'on  connaisse  ^i  solutions  de  l'équa- 
tion sans  second  membre,  c'est-à-dire  qu'on  sache  l'intégrer:  on 
obtiendra,  par  n  (|uadralures,  l'intégrale  de  l'équation  avei* 
second  membre. 

Ainsi,  V équation  sans  second  membre  étant  intégrée,  on 
saura  intégrer  l'équation  avec  second  membre.  Cette  proposi- 
tion est  importante;  aussi  allons-nous  reprendre  les  raisonne- 
mciils  et  calculs  qui  servent  à  l'établir. 

3i7.  Soient  donc  n  solutions  particulières,  y^^  y.^^  *  -  "i  ynj 
linéairement  indépendantes,  de  l'équation  sans  second  membre: 
posons,  dans  Téquation  avec  second  membre, 

7i  =  ci^'i  -h  CiXi  H- ...  -H  c„j„, 

(',,   ...,  c'/i  étant  n  nouvelles  inconnues,  que  nous  pourrons  lier 
par  n  —  i  relations  à  notre  choix.  Nous  prendrons  les  [n  — i) 


(<^) 
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relations  suivanles 

Il  en  résulte  (|ue  les  (n  —  i)  premières  dérivées  de  y  sont  les 
mêmes  que  si  c'i,   ...,  c„  étaient  des  constantes;  c'est-à-dire  que 


d\iii 


y"  =^nyr'-i-^ciry'-^  • 


Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  à  second  membre;  les 
termes  en  C|,  ..  .,  r,/  disparaissent  (n"3i3),  et  il  reste  seulement 

2'-;x''-'--v. 

Celte  équation  et  les  [n  —  i  )  relations  (C)  donnent  r, ,  r.',,  ...,  r^^ 
en  fonction  de  J7,  par/2  é(|uations  du  premier  ordre.  Ces  équations 
sont  compatibles,  car  le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues 
est  le  déterminant  A,  qui,  égalé  à  zéro,  exprimerait  quej-'ij^^i  •••> 
j'n  sont  liées  par  une  relation  linéaire  :  comme  on  a  supposé  ces 
Ibnctions  linéairement  indépendantes,  A  n'est  pas  nul. 

On  peut  donc  résoudre  les  équations  considérées  par  rapport 
à  c, ,  c.,y  .  . .,  c,^  :  on  a  ainsi 


384  TROISIÈME    PARTIE.   —   KQL  ATIONS   DIPF£RBNT1BLLB8. 

Ui,  ...  étant  des  fonctions  de  x;  d'où,  par  n  quadratures, 

Cl—  j  Xiidx-k-  X/, 

A/  étant  une  constante  arbitraire.  Si,  enfin,  Ton  porte  ces  valeurs 
dans  l^expression  de  ^,  il  vient 

y  z=^Ciyi  =  ^\Yi  j  Vidr\  -hX,j, -h  X,7,-h. .  .-+-X„^«. 

Telle  sera  la  solution  générale  de  Téquation  avec  second 
membre,  déduite,  par  n  quadratures,  de  l'intégrale  générale  (1<* 
Téquation  sans  second  membre.  c.  q.  f.  d. 

348.  Exemple.   —    Reprenons   Téquation    du   premier     ordre 

(n«253) 

(H)  S-^'^^"^^^"- 

dy 
L^équation  sans   second  membre,  -^  -i-Py  =  o^  s'intégre  d«' 

suite  par  séparation  des  variables;  sa  solution  est 


=  ce   *' 


Portons  cette  valeur  dans  (8),  en  regardant  c  comme  une  fonction 
(le  jc:  les  termes  en  c  disparaissent;  il  reste 


dj- 
u  ou 


f'''^'  de        „ 


,»  \Vd.v 

ce  qui  donne,  pour  la  solution  générale  de  (8), 

j  =  f,<;  *^        —  c  ^'  j  i^c^'        dx. 

(/est  au  fond  la  méthode  du   n°  î253;   les  notations    diffèrent, 
mais  les  calculs  sont  identiques:   c  est  la   fonction   désignée  an 

-  Çv  dx 

n"2o3  par  u]  e  ^         est  r. 
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3i9.    Remarque.  —    Soient    deux  équations    linéaires    ayant 
incme  premier  membre  : 

>i  Y|  est  une  solution  tic  la  première  et  Y2  une  solution  de  la 
seconde,  Y|  -f- Y^  sera  la  solution  de  la  même  équation,  où  le 
second  membre  serait  V|  +  Va  : 

fi"  y 

Il  suffit,  pour  le  voir,  d'ajouter  les  relations  qui  expriment 
c|ue  Y|  et  X-i  vérifient  respectivement  (  ())  et  (10). 

Cette  remarque  est  souvent  utile  lorsqu'on  cherche  une  solution 
])articuliérc  d'une  équation  linéaire  à  second  membre. 


II.  —  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  PARTICULIÈRES. 


i"^  Ef/ nations  à  coefficients  constants  sans  second  membre , 
îfôO.  On  sait  les  intégrer  complètement;  elles  sont  de  la  forme 

ffny  ci"-^r  ^dv 

^    ^  dx'*^  dx'^   »  -^  dr       ^-^ 

<' i  '  •  "} /1  5"  désignant  des  constantes.  Posons  en  effet  avec  Eulcr 


J'  zrz  e-^-^ 


» 


S  étant  une  constante,  que  nous  chercherons  à   déterminer  de 
manière  quej^  satisfasse  à  l'équation  (1).  Nous  avons 

dv  d"  Y 

dx  '  dx'^ 

Substituons  dans  le  premier  membre  de  (1)  ;  le  résultat  est 

H.  -  II.  i5 
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n  celle  quantité  sera  nulle  si^esl  racine  de  Téqualion,  dite  carac- 
IrristiquCy 

\  •>.  )  s'*  -î-  r«""*  -^ . . .  — f  s  —  ^  =  o. 

Si  cette  équation  a  ses  n   racines  distinctes,  5|.  s^^ ,  5»,  oo 

aura  ainsi  n  solutions  particulières  de  (  i)  :  e*-^,  ...,  e**^.  Je  dis 
qu'il  nVxisle  aucune  relation  linéaire  et  homogène  entre  ces  solu- 
tions, c'est-à-dire  (  n**  311)  que  le  déterminant  A 

I       c*»-^  e*^-^         . . .         e^i*^ 


n'est  pas  nul.  Si  Ton  divise  en  elFel  les  termes  de  la  première 
colonne  par  e^i^^  . .  .,  ceux  de  la  dernière  par  e*»^,  ce  déterminant 
se  réduit  à  celui  de  Vandermonde,  pour  les  éléments  5|,  s^y  . . .,  5,; 
il  n*est  des  lors  jamais  nul  si  ces  n  cpiantités  sont  diflTéi'cntes,  ce 
qui  est  précisément  riivpolhèse. 

Il  en  résulte  (n**  312  )  que  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (i  ► 
est  donnée  par  la  formule 

Cl,  C2t  . . .,  Cn  étant  des  constantes  arbitraires. 

351.  Reste  à  examiner  le  cas  où  réqualion  caractéristiciue  r-i» 
aurait  des  racines  éj^ales  :  voici  la  mélliodc  proposée  par  d'Alem- 
licrt. 

Supposons  qu'il  y  ait  une  racine  double,  .V|  :  faisons  varier  inli- 
niinent  [)eu  les  cocflicienls  n^  •  •  "/,  A'?  ^**  manière  que  réquation 
caractéristique  n'ait  plus  de  racine  double  ;  elle  aura  alors  deux 
racines,  s'  et  .v',  voisines  Tune  de  l'autre  el  de  A|.  auxquelles 
correspondent,  pour  Téquation  diUérenlielle,  les  solutions 

([u'on  peut  remplacer  par 

s    —  .V 

dont  la  dernière  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  des 
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deux  premières.  Si  l'on  fail  tendre  s'  vers  5',  celte  seconde  solu- 
tion icnd  vers  la  dérivée 

rf 

pSjC 

cls        ' 

pour  .V  :=  s'  'j  c'est-à-dire  vers  xe^^^y  puisque  liin^':^  Si. 

En  d'autres  termes,  si  l'on  désigne  par  C|  et  Cj  deux  constantes 
arbitraires,  l'équation  différentielle  proposée  est  vérifiée  par  la 
fonction 

Tel  est  le  terme  qui,  dans  l'intégrale  générale,  correspond  à  la 
racine  double,  Si  ;  il  renferme  deux  constantes  arbitraires,  et,  par 
suite,  l'intégrale  générale  de  (i),  si  l'équation  caractéristique  n'a 
pas  d'autre  racine  multiple,  est 

On  traiterait  d\ine  manière  analogue  le  cas  de  la  racine  triple, 
et  ainsi  de  suite,  et  l'on  verrait  que  les  termes  de  l'intégrale  géné- 
rale qui  correspondent  à  une  racine  multiple  5|,  d'ordre  /r,  sont 
les  /»  termes 

mais,  ce  résultat  une  fois  prévu,  il  vaut  mieux  l'établir  directement* 

332.  Remplaçons  à  cet  effet  y  par  e^^  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (1),  et  posons 

tt (5  )  =  .V-'  -h  as'^-^  -i- . . .  -h/.v  -T-  é'  ; 
il  vient  identiquement  : 

Dérivons  les  deux  membres  par  rapport  à  5,  en  intervertissant 
l'ordre  des  dérivations  dans  les  termes  du  premier  membre  ;  nous 
aurons 


1 


-_(xe»)-^«j^^(xe")^... 
(^>      1  d 
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Dérivons  encore  une  fois  par  rapport  à  s  : 

^  e<'['Zr  (s)  -^  'XT^'  (s  )  -r-  x^^{s)\, 

et  ainsi  de  suite. 

L^équation  (3)  montre  qu*on  satisfait  à  Téquation  proposée  i^n. 
en  posant  >•  =  c*»-^,  s^  étant  une  racine  de  ©(5)  =  o. 

Si  S\  est  racine  double,  '^'{sx')  est  nul,  et  la  relation  (4)  montre 
qu'on  a  une  solution  de  (i)  en  prenant  j'  =  x(^i^\  ce  qui,  avec  ^i', 
fait  deux  solutions  correspondant  ù  la  racine  5|. 

Si  S\  est  racine  triple,  e"  (^i)  est  nul,  et  la  relation  (5)  montre 
que,  indépcndarameut  des  deux  solutions  précédentes,  on  a  la 
solution^  =  jT-e^t^^  et  ainsi  de  suite. 

Donc,  à  chaque  racine,  5|,  de  Téquation  caractéristique  (2), 
correspond  ainsi  un  nombre  de  solutions  particulières  e*«^,  jre*'-^, 
x-e'i^^  ...,  égal  à  son  degré  de  multiplicité:  l'équation  (a)  étant 
de  degré  /;,  on  a  par  là  n  solutions,  qui,  multipliées  par  des  con- 
stantes et  additionnées,  fournissent  l'intégrale  générale  de  la  pro- 
posée  (1).  Voici  dus  lors  le  résultat  final: 

Si  A'i,  52,  ...  sont  les  racines  de  r équation  caractéris- 
tique (2),  et  Al,  1x2.  .  •  •  leurs  ordres  respectifs  de  muUiplicittK 

liiitégialc  générale  de  lu  proposé**  (1)  sera 

1\,   I  ('^)?  •  •  •  étant  di's  polynômes  en  j-  d ordres  /»  1  —  1 ,  A'a  —  1 .  . •• 
dont  les  Cdejfficients  sont  tous  absolument  arbitraires, 

353.  Remarque.  —  Si  Téqualioii  caractéristique  a  des  racines 
imaginaires,  cette  formule  introduit  des  exponentielles  imaginaires 
qu'on  peut  faire  disparaître  comme  il  suit. 

Les  coefficients  de  l'équation  proposée  (i)  étant  supposés  réels, 
les  racines  imaginaires  de  Téqualion  caractéristique  sont  deux 
à  deux  conjuguées.  Soient  donc 

5,  =  a    ;-  a/, 
i,  —  a        3  / , 

deux  racines  conjuguées,  multiples  d'ordre  k.  Les  termes  corrcs- 
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pondants  de  Tinlégrale  générale  sonl 

ce  qu'on  écrit,  en  remplaçant  e'P^  et  e""'?-^  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  cos^x  et  sin^x, 

ou 

Q  et  Q'  étant  des  polynômes  en  j:,  d'ordre  X'  —  i ,  et  qui  sonl  arbi- 
traires, puisque  P/t_i  et  PJt_,  le  sont.  On  a  ainsi  une  expression 
réelle. 

3oi.  Exemples.  —    i**  Soit  Téq nation 

Téquation  caractéristique,  s^  —  i  =  o,  a  pour  racines  ±1  et  ±1/; 
donc  l'intégrale  générale  est 

Cie^-i-  Tje-^-i-  C3C0SX  -{-  C'^  siiij^. 

'2^  Soit  Téquation 

d^  Y       ^  di  y 

l'équation  caractéristique,  5* -f- 85^ -f- 1  6  =  o  ou  (s^ -{- ^)'=  Oy 
a  pour  racines  doubles  ih  2/;  donc  l'intégrale  générale  est 

(  CiX  -r-  Ci)C09>2X  -\-  (  c\  X  -h  c'^)s\n9.X. 


,^0 


Equations  linéaires  à  coefficients  constants 
avec  second  membre. 


353.   Soit  ;\  intégrer  l'équation 

d'y  d'-^y  ^dy  ., 

^  dx"  dx'^-i  -^  dx       *-^ 

011  a,  h,  ...,y,  ^^  sont  des  constantes,  et  le  second  membre,  Vy 
une  fonction  de  :r. 
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On  intégrera  d'abord  l'équallon  sans  second  membre,  et  Ton  eo 
dt^duîra  Tintégrale  de  l'équation  avec  second  membre  par  le  pro- 
cédé général  du  n®  347  (méthode  de  la  variation  des  constantes); 
on  aura  ainsi  n  quadratures  à  eflectuer. 

Cette  méthode  convient  quel  que  soil  V;  elle  est  même  gêné* 
ralement  la  seule  applicable  :  toutefois,  si  V  est  d*une  forme  par- 
ticulière, qui  va  être  indiquée  plus  bas,  on  pourra  trouver  une 
solution  particulière  de  Féquation  proposée,  et,  en  lui  ajoutant 
la  solution  générale  de  l'équation  sans  second  membre,  on  aura 
(n**  34o)  rinlégrale  générale  de  (6). 

3o6.  Supposons  que  V  soit  de  la  forme 

V  =f{x.  e^^^  eP^. cosYx,  sinyx,  cosôj",  sincj",  . . .), 

/  étant  un  polynôme  entier  par  rapport  à  tous  les  termes  entre 
parenthèses,  et  a,  ^,  ....  v,  o,  ...  des  constantes.  On  pourra 
d'abord  remplacer  les  sinus  et  cosinus  par  leurs  expressions  en 
exponentielles,  et,  comme  le  produit  de  plusieurs  exponentielles 
e*^cst  une  exponentielle  de  même  forme,  V  pourra  se  mettre  sous 
la  forme  d'une  somme  de  termes  :  2P^**,  P  étant  un  polvnome 
entier  en  x,  La  question  est  alors  réduite  à  trouver  une  intégrale 
particulirre  de  Téquation 

car,  si  Ton  délerniine  ainsi  des  intégrales  particulières  correspon- 
dant aux  différcnls  Icrnies  de  \  ,  leur  somme  sera  une  intégrale 
particulière  de  la  proposée,  comme  on  Ta  observé  au  n^  3i9. 

1  **  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  d'exponentielle  au  second 
membre  de  (y),  c'est-à-dire  ot  =  o;  l'équation  (-)  devient 

(/"  y  d"-^  y  fly 

V„,  étant  un  polvnome  d'ordre  ni  en  ./•  : 

Ou  voit  de  suite  que  l'équation  (8)  admet  pour  solution  parti- 
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cuiière  un  polynôme  en  .f ,  ^/«(-t'),  d'ordre  />/.  Car  soit  posé 

on    aura,    en    remplaçant  j^    par   Q,,,,    dans  (8),    el  égalant  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  deux  membres, 

fij^ç-H-     mfuQ    =A,, 


^hn  g  -r-  nifa,n    i  -f-  .  .  .  =  A,;,, 

équations  (|ui  donnent  successivement  «o,  U\^  .  . . ,  ^//?i  sans  ambi- 
guïté, pourvu  loulelbis  que  ^»'  ne  soit  pas  nul.  c'est-à-dire  qu'il  y 
ait  un  terme  en  y  dans  Téquation  (8). 

Si  ^  est  nul,  et  si,  en  même  temps,  les  coefficients  de ^>  -j^y  •••> 
f,_^   sont  nuls,  l'équation  (8)  est  de  la  forme 


dx    dx^ 


d"y  d"-  1 V  d^  y  __  „     ,      . 

d.c»  dj"'-^  dj'^  ' 

c'est  une  équation  linéaire,  à  coefficients  constants,  par  rapport 
à  -j-^  ;  d'aprrs  ce  qui  précède  elle  admet  donc  comme  solution 
particulière  un  poljnome  Q^,t(*^)  d^ordre  //i, 

d^'  V 

d'où  Ton  tire  pour  j*,   par  A'  quadratures  consécutives,   et  sans 
introduire  de  constantes  arbitraires,  la  solution /?a/*^tc^//£(}/*6' 

y  —  x^Q,n(x), 

où  Q,«  désigne  un  polynôme  déterminé  d'ordre  m. 

2"   Reprenons   maintenant  l'équation  (^)  sous  la  forme  géné- 
rale 

d"  Y  d''~  *  y 

pour  en  trouver  une  solution  particulière,  nous  ramènerons  ce  cas 
au  précédent  en  posant 

y  =  ze^_^, 


392  TROISIÈME   PARTIE.    ->    ÉQCATIOXS  DIFFÉREXTIELLES. 

z  étant  l'inconQue  nouvelle.  Il  vient,  par  la  formule  de  Leibniz. 

é/x"  L  dur 

n(n—n   „     d^z  d^-'z        d^'zl 

I .  •'.  dx*      '"  fZ-r"-*        ebr"  J 

Portons  ces  valeurs  dans  (7);  nous  avons,  en  supprimant  aui 

deux  membres  le  facteur  e*-%  et  en  commençant  par  les  termes 
dz 


en  -c 


'  dj 


,  ^  dz     ,  i     d^z    _, 

ç;(a)  désignant,  comme  plus  haut,  le  premier  membre  de  réquation 
caractéristique,  à  savoira"-}- rta"~' -4-...  +  ya4- «^.  C'est  là,  en  w, 
une  équation  de  la  forme  (8). 

Donc,  si  o(a)  n'est  pas  nui,  c'est-à-dire  si  a  n'est  pas  racine  dr 
l'équation  caractéristique,  la  transformée  (9)  admettra,  comme 
solution  particulière,  un  polynôme  Qm(-2?))  d'ordre /w  ;  si  l'on  a 

o(a)=ç>'(a)  =  ...=  o(A-r(a)=o, 

c'est-à-dire  si  a  est  racine  multiple  d'ordre  A*  de  l'équation  carac- 
lérislique,  la  liansforniée  (9)  admellra,  comme  solution  particu- 
lirre,  un  polynôme  de  la  forme  »r*Q„i(jr),  Q^  étant  d'ordre  m  : 
d'où  résulte,  pour  l'équation  en  r,  la  solution  e'^x^  Ç^,„(^x), 

337.  En  résumé  : 

On  aura  dans  tous  les  cas  une  solution  particulière  de  ré- 
(juation 


fin  y  fln-\  y  ri  y 

du"  dj'^-^  -^  dx 


<:»  :/7;7 -- ^ 7r:;r^  -^••-    fzn.  -^  gy  =  '^m{^)e-^. 


où  a,  .  .  . ,  y,  i^  et  a  sont  des  constantes  y  en  posant 

(^,;i(.z')  étant  un  polynôme  en  x.  de  même  degré  que  le  poly- 
nôme P„i(.r),  et  k  ('tant  V ordre  de  multiplicité  de  la  racine  2 
dans  réfiuation  caractéristique.  Si  a  nest  pas  racine  de  cette 
éfiuation,  on  fera  /r  =  o. 
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Les  coefficients  du  polynôme  Qm{^)  se  détermineront  par  .sub- 
stitution de  la  valeur  de  y  dans  l'équation  (7);  ajoutant  à  celte 
solution  particulière  la  solution  générale  de  l'équation  sans  second 
membre,  on  aura  l'intégrale  générale. 

338.  Exemple.  —  Soit  Téquation 


dx 


'-—  -h  y  =  cosx. 


Le  second  membre  étant  la  somme  de  deux  exponentielles  de 
la  forme  e'-'^,  e"'-',  et  l'équation  caractéristique  admettant  pour 
racines  ±  1,  une  solution  particulière  sera  de  la  forme 

.r(  Xe'-r-+-  [xe'-^), 

A  et  |JL  étant  des  constantes,  ou  encore,  de  la  forme 

t{olcosx  -¥■  psinar), 

a  cl  ^  étant  des  constantes  à  déterminer.  Substituant  à   )'  cette 
valeur  dans  l'équation  proposée,  il  reste 

—  -2 a  sin  j-  -h  '2^  cos:r  =  cos  x, 

d'où 

la  solution  particulière  est  donc  7  j^sin^, et  l'intégrale  générale  est 

.fi 

y=  -  .r  sina? -r  Cl  sin^" -+■  Gj  cosar. 
'        •» 


3"  Équations  d^/Huler  qui  se  ramènent  aux  équations 

linéaires  à  cocjfficienls  constants. 

359.  (^e  sont  celles  du  type 

I  /  ^    d'»y 

(10)      ' 

J  r/«  -»  V  dy 

/?,  q,  a^  , , .,  J,  g  élant  des  constantes. 
Posons  d'abord 
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réquation  devienl 

^   d"r  .    I.     ,  ff"  *  r  j-^dy 

Si  l'on  pose  mainlenanl 
t  étant  la  nouvelle  variable,  il  viendra 


dy       clv  dl 

d\  "  dl  d\~^ 

d( 

't'y  -  ''  (r-.''y^ 

\  '" 

</ï«    "■  e/J  V        ^/  /  ~  rf$  c//  \        dt  )~  \  dt^  dl  1 

et  Ton  aura  évidemment,  d'une  manière  générale, 

<'''  y  .  /  d*^  y       ,  d''  -  '  r  rfy  \ 

:£.    —  p—nt  l   il    _;_  /  '1 L_  -4-1»      "^     l  , 

t/t«  -^     v^//'*        .//''  1     '"^^  dt)' 

A,  ...,  [JL  étant  des  constantes.  Portant  ces  valeurs,  et  la  valeur  (i'.<) 
de  ç,  dans  l'équation  (ii),  on  voit  que  les  exponentielles  dispa- 

raissent,  car  e"^  provenant  de  ;"  détruit  e  "'  provenant  de  -i).^^  ;  il 

reste  alors  une  équation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  con- 

stants,  eu  r,  -^>  •••>  —jijr'  ^V^^  *  on  sait  ml^^ver,  Vesignons crtd* 

r//i/aci(>n  par  (1-  ). 

Ce  résultat  une  fois  établi,  il  sera  inutile  pour  intégrer  l'équa- 
tion (  lo)  ou  l'équation  (i  i),  qtïi  lui  est  étpiivalente,  de  passer  par 
l'intcrniédiaire  de  la  snbstilution  (i-i).  J^n  elfet,  on  a  n  solutions 
in(lé[)en(lanles  do  ré(|uatiou  (E)  j)ar  les  expressions 

^.s-,/^  r'^',  ...,  e--""': 

.y,,  ...,  Sfi  étant  les  racines  supposées  inc'gales  de  Téquation  carac- 
téristique correspondante.  L'équation  (i  i)  admet  donc  les  //  solu- 
tions indépendaîites 


et  il  est  aisé  de  déterminer  directement  .ç,,  . .  . ,  s^'  Écrivons,  pour 
cela,  que  ç'  est  une  solution  de  (i  i);  nous  avons,  en  divisant  par  5% 

\  p" s{s    - 1). .  .(s    -  n  ~r  i) 

(  -r-  a/y- ^  s{s  —  \), . .{  s  —  n  -i-  •?.) -T- . . . -  -fps  -^  g  •=  q^ 
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équation  qui  donne,  pour  .v,  //  valeurs,  qui  sont  Si,  s^-,  ...,  s,,, 
L^équation  (i3)  est  donc  identique  à  l'équation  caractéristique  de 
Féquation  (E). 

Si  l'équation  caractéristique  de  (E)  a  une  racine  multiple  .V|, 
d'ordre  A*,  (E)  admet  comme  solution 

l*A_i  désignant  un  polynôme  à  coeffîcienis  arbitraires  ;  donc  l'équa- 
lion  (i  i)  aura  la  solution  correspondante 

Ainsi,  pour  intégrer  l'équation  (i  i),  on  formera  l'équation  (i.*>)  ; 
soient  5|,  s-tj  ...  ses  racines,  supposées  d'ordres  /à*i,  A'a,  ...  de 
multiplicité  :  l'intégrale  générale  de  (i  i)  sera  donnée  par 

y  ==  Ç*.  l\-i  (  log  î  )  -f-  î*^  Pa,_i  (  log  t  )  -^ . . . , 

les  P  étant  des  polynômes  en  logç,  d'ordre  égal  à  l'indice,  et  de 
coefficients  tous  arbitraires. 

Par  suite  enfin,  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (n»)  sera 
évidemment 

Exempte.  —  Pour  l'équation  du  type  (lo), 

^d*  y  dy 

dx^  dx      "^ 

l'équation  (i3)  est5(5  —  i)  —  5-h  i  =  o,  etadmet  la  racine  double  i . 
L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 

C|  et  C2  étant  des  constantes  arbitraires. 


III.  —  SYSTÈMES  LINÉAIRES. 


360.  Les  systèmes  linéaires  canoniques  (n"  326)  jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  équations  linéaires  à  une  seule 
inconnue. 


I 
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Leur  type  général  est,  si  l'on  désigne  par  j%  :;,  l,  //,  ...  les 


inconnues, 


(So)  {  dx 


ax 
dz 


/// 
^  —  1*3^  -+-  Q.Î  -  -T-  R3  <  -4-  S3  //  -f-  .  .  .  =  V3, 


\ 


le  nombre  des  équations  est  égal  à  celui  des  inconnues,  et  les 
V,  Qj  R,  . . . ,  V  sont  des  fonctions  de  x  seul. 

Si  V<,  Vo,  . .  •  sont  tous  nuls,  le  système  est  dit  sans  seconds 
membres. 

L'intégration  du  système  (S©),  d'ordre  /i,  c'est-à-dire  à  n  in- 
connues, peut  se  ramener  à  celle  d'une  seule  équation  différen- 
tielle linéaire  d'ordre  n. 

Dérivons  en  elTet  ( n  —  i)  fois  chacune  des  équations  (Sq)  :  nous 
obtenons   en   tout   n  -\-  n{n  —  1),   ou   /«'^,  équations  linéaires  eu 

dy  d'y  dz  d'z  .1  ,, 

Vi  -»*- »  •  •  •>  -7-^;  ^î  -7-»  •  •  'y  -j —  ;  •  •  •?  entre  lesquelles  nous  pou- 
•    '  dx  dx'        '  dx  dx'^  »  ' 

,,..,.  dz  d^z      ^    dt 

vons  éliminer  les  inconnues  v,  -^  >  •  •  •*  -.—  ;   /,  -v->  •  •  •>  qui  sont 

au  nombre  de  ( n -{-  \){ft  —  i),  ou  //- —  i.  On  arrive  ainsi  a  une 
<'(|ualion  litu'nirc  en  y^  (\\\\  est  généralement  d'ordre  tt.  (lelle-ci 
inlégn'e,  les  équations  précédentes,  en  général,  donnent  linéairc- 
nionl  les  autres  inconnues  ^,  /,  .  .  .  (et  leurs  dérivées"),  en  fonc- 
tion de^  et  de  ses  dérivées. 

(^etle  marcln»  est  avantageuse  si  le  nombre  des  inconnues  est 
peu  élevé;  dans  les  autres  cas,  il  vaut  mieux  essayer  d'intégrer 
directement  le  système.  (Jn  V4I  indicpier,  dans  ce  but,  les  propriétés 
les  plus  importantes  des  systèmes  linéaires  et  de  leurs  solutions. 


Svslrmcs  linéaires  sans  seconds  membres. 

3()1 .  (Considérons  le  système  (S,,  )  sans  seconds  membres,  c'est- 
à-dire  où  tous  les  V  sont  nuls  :  il  est  clair  que  si  Vi,  ^,,  /,,  ,  .  . 
forment  un  système  de  solutions,  ce  que  l'on  appellera  plus 
brièvement    une  solution,   r,j)',.  r,3,,   c^t^,    ...    sera  une  autre 
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solution.  De  même,  j'a,  va,  <2i  •••  étanl  une  solution,  c*i  j^|-h  r^J'a, 
Ci  z^  -h  €'2^2,  Cl  ti  4-  Citij  ...  en  sera  une  autre. 

Si  Ton  a  p  solutions  (/>^/i)  ;  >'|,  ^i,  /i,  . .  .;yp^  Zr,y  tp^  .  . .;  on 
dira  qu'elles  sont  indépendantes  si  Ton  ne  peut  trouver  un 
système  de  constantes,  C\,  C2,  . . .,  Cp,  simultanément  différentes 
de  zéro,  telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  x^ 

fiO'v  ==  ci7i  -^  c^yt  H- ...  -4-  c,,_,  j,,_i , 

Cp  ^p  =  C\  wi  -H  Cj.3j -+-...     -  Cy>_i  Z  p—x , 
r,,  ^,,  =  ^i  /i  -f-cWj  H-.  .  .-f-  r,t-\  tp-i. 


Il  faut  et  il  suffît  pour  cela  que  Tun  au  moins  des  déterminants 
d'ordre/?  formés  avec/?  colonnes  du  tableau 

yu    ^ii    ht    •  •  •  ? 

i     •  •  J       •  •  '       •  •'        .  •  •  1 

■    ^/"      '^Z"         /'*       .... 

soit  dilVérent  de  zrro. 

362.  Théorème.  —  Si  Von  connaît  p  solutions  indépendit  nies 
fVun  système  d'ordre  n  sans  seconds  membres,  l'intégration  dr 
celui-ci  se  ramène  à  V intégration  d'un  système  sans  seconds 
membres  d'ordre  n  — />,  et  à  p  quadratures. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  /?  r=  5  et  />  =  :>..  Le  système  est  alors 
V-  -  -  ^\y  -^  Q  j  5  -+-  R  j  /  -h  Sj  /«    -  Tj  i'  =  o, 
-7 — h  y^y  -^  (hz  -h  Uv^  '■-  ^\ff  H-  T^i»  =  u, 

'  -/-  -^  r*5r  -4-  Q5  -  -^  R3  '  -i-  ^5  "  "^-  Tj  t'  =  o. 

On  connaît  les  deux  solutions 

yu   -1.    'n    "j^    »i. 


39^  TROISIËMK    PARTIE.    —   ÉQUATIONS    DIFFERENTIELLES. 

Si  elles  soDt  indépeadanles,  un  au  moins  des  déterminants 
formés  avec  deux  colonnes  de  ce  tableau  n'est  pas  nul  ;  soit 
ViZ^ — -i>'2$0'  l^osons  alors 

,  Y  -  y  „ 

w  —  ^  '*'  1  ^~  i^  *»j, 

U  =  \lti  -r-  Z  f/j  -h  U, 

V  =  Yi'i-h  Zr, -+-y,, 

Y,  Z,  0,  y,  yj  étant  les  nouvelles  inconnues.  Si  l'on  substitue  ces 
valeurs  de  y,  z,  /,  w,  <',  dans  le  système  proposé  (S),  on  obtient 
cinq  équations  linéaires  et  homogènes  par  rapport  à  Y,  Z,  6,  u,  r^ 
et  à  leurs  dérivées;  dans  ces  équations  les  termes  en  Y^  et  Z  dispa- 
raissent, car  le  système  est  vérifié  si  Ton  suppose  YetZ  constants 
t'I  0,  y,  Ti  nuls;  il  reste  donc 


(i) 


f/Y  t/Z        .^   -        ^ 


-i-  K3O  -+-  Sa'j 


^» 

*c^.r 

*» , 

'dx 

^0 
dx 

-"-fl 

d\ 
dx 

-+-/2 

dx 

dj 

dx 

-r-  U 

d\ 

-h  Ui 

d'L 
'dx 

dr, 

d\ 

dL 

dx 

-.-r, 

dx 

-r-iU^ 

dx 

4-RiO-HSie 


m-HsO-hSs-j 


Tgt, 


=  o, 


=  o. 


—  o. 


o. 


(». 


Des  deux   premières   on  peut  tirer  (puisque  }'|  :;2 — ^•2j'i>o) 

/  V        /y 
-^  et    f-T  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  0,  j,  Yj  ;  portant  ces 

valeurs  dans  les  é(|uations  suivantes,  on  obtient  w\\  svstème 
linéaire,  sans  second  membre,  aux  trois  inconnues  0,  i»,  y,,  et  de 
la  forme 


(i» 


dA 

(h 
dj 

d^ 

\   dx 


-liaO-^-Yî-j-f-WaT,  =  0. 


Ce  système  intégré,  les  deux  premières  relations  (3)  donneront 
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-z-  Cl  -T-;  d'où  Y  et  Z  par  deux  quadratures.  Enfin   les  équa- 
tions (2)  fourniront  explicitement  les  anciennes  inconnues. 

c.    Q.    F.    D. 

363.  Corollaire.  —  Soit  0,  u,  r\  une  solution  particulière  de  (4)  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  Y  et  de  Z  étant  déterminées  par 
deux  quadratures  à  Taide  des  deux  premières  relations  (3),  les 
formules  (2)  fournissent  une  no us^e lie  soXuûoïï  du  système  consi- 
déré :  cette  solution  et  les  deux  solutions  primitives  j^-,,  3|,  ^i , 
''i>  *'i  î  J'aj  -^2?  ^2>  '^2î  ^'i  sont  indépendantes;  car  si  6,  par 
exemple,  est^o,  le  déterminant 


ou     0 


n'est  pas  nul.  Ainsi,  à  />  solutions  indépendantes  on  peut  en 
ajouter  une  nouvelle,  formant  avec  elles  un  système  de  />  -f- 1 
solutions  indépendantes. 

Or  une  solution  Vi,  :;,,  /|,  ...,  forme  à  elle  seule  un  système 
indépendant,  car  Ki,  3|,  /|,  ...  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois  :  donc,  en 
allant  de  proche  en  proche,  on  voit  qu'il  existe  un  système  de  n 
solutions  indépendantes,  n  étant  l* ordre  du  système  proposé, 

364.  Soit  donc  un  système  quelconque  de  //  solutions  indé- 
pendantes (>',  :?!,  ^1,  . . .),  ...,  (jOi,  ^nt  t,i^  •••)»  P'^nr  obtenir  la 
solution  générale,  posons  dans  le  système  proposé  (S) 


CV» 


\ 


C|,  c*2,  . ..,  Cn  étant  les  n  inconnues  nouvelles.  Le  système  trans- 
formé ne  contiendra  pas  de  termes  en  C|,  r^,  ...,  Cn  (n"  362) 
puisque,  si  C|,  ...,  c„  sont  constants,  les  équations  (5)  donnent 
une  solution  du  système.  Il  restera  ainsi 


fi 


dcx 
dx 


Xt 


dc'i 
dx 


~.  "-r-y„-j^  =  o, 


.  ^/^ 
^•5? 


dCn 

dx 

dCn 


'"  'di  -""' 


1 


4  00 


J'où,  puisque  le  déterminant 
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yi  xt    .-.   yn 

Z\        -5j        ...        Z,i 


est  supposé  ^  o, 


dx  ~~   dx 


dc„ 
dx 


=-.  o, 


c'est-à-dire 
Donc  : 


C|  =  const.,         Cj=const., 


•    •   ■ 


365.  Théorème.  —  La  solution  la  plus  générale   dUin  sys- 
i()me  linéaire    sans    seconds    membres    est   fournie   par    les 
formules  (5),  où  Ct^  c.2,  ...,  c,,  désignent  des  constantes  arbi- 
traires, f?/ (  Vij-^ij 'lî  •••)>  •••)  (j'//>  ^//j '//?  •••)^  '^  solutions  parti- 
culières indépendantes,  quelconques  d^ ailleurs. 


Systèmes  linéaires  à  seconds  membres. 

3()6.  Soit  par  exemple  le  système  d'ordre  trois 

dy 


^-4-PiJ^-hQi--hKi/  =  \u 


(S,) 


Si  Ton  (Ml  coiinail   une  solution   particulière  ^  „,  Zo,  To,  on   I<» 
liuncnera  à  un  système  sans  seconds  membres  en  posant 

ce  qui  donne,  en  tenant   compte  de  ce  que  Y„,  /„,  1',,   est    une 
solution, 


<7Y 

d'L 
~d7r 

'IL 
dx 


I^Y-r- 

P3Y-+- 


<». 


—  o, 


(  iV'sl  le  système  (S|  ),  sans  seconds  membres.  L'inlé^^rale  f^énc 
raie  du  système  à  seconds  membres  est  donc  de  la  forme 


,r,) 


y  =  Yo  -h  r,  V,  -r-  c^y.  ■■\-  r^^ia. 

Z    =    Aq   -h    t'i    Z\   -+-    C*   Zl    -  '.-   <';\  Z;\^ 
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Vi,  -Si,  ^1,  . .  M  J^3)  ^zt  ^3>  étant  trois  solutions,  indépendantes  entre 
elJes,  du  système  sans  seconds  membres. 
On  établit  comme  au  n®  362  que  : 

367.  Théorème.  —  Si  l'on  connaît  p  solutions  indépendantes 
du  système  sans  seconds  membres,  V intégration  du  système  à 
seconds  membres  se  ramène  à  V intégration  dUin  système  à 
seconds  membres  d'ordre  n  — p,  et  à  p  quadratures. 

Les  raisonnements  et  les  calculs  sont  exactement  ceux  du  n°  362. 
En  particulier  : 

368.  Corollaire.  —  Si  l'on  connaît  l'intégrale  générale  du 
système  sans  seconds  membres,  on  saura  intégrer  te  système 
a^^cc  seconds  membres,  à  l'aide  de  n  quadratures. 

On  posera  pour  cela,  dans  le  système  d'ordre  //,  à  inconnues 
J'f  *î  •  •  •  1 

y  =  Ci.r  1  -+-  C, Js  -^  .  .  .  -+-  Cnyn, 
Z  =  C\  Z\  —H  Cj  ^2  ~\~ ...  —H  C/|  Z fi  ) 


j^',,  Z\^  . . .;  . . .;  J^//,  -3/0  . . .  étant  les  n  solutions  connues  du  sys- 
tème sans  seconds  membres,  et  C|,  C2, . . .,  c,i  étant  les  n  inconnues 
nouvelles;  le  système  à  seconds  membres  se  réduira  alors  à 

di^  dc„      ., 


on  en  tirera  ^>  •••>  ^;  et  l'on   aura  ensuite  C|,   C2,   ...,  Cn 
par  n  quadratures. 


H.  —  II  a6 


^7. 
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Systèmes  linéaires  à  coejjîcients  constants , 
sans  seconds  membres. 

369.  Ils  sont  de  la  forme  (/i=  3,  par  exemple)  : 


(7) 


dx 

dx 

dt_ 
dx 


J-  -^Piy-^Çi^  ■+-  ''i^  =  o. 


j^  -^Pty-^7i^-^  f'i^  =  o» 


-^psy-^q^^-^rit  =  o, 


les  p,  q^  r  élanl  des  constantes.  On  sait  les  intégrer,  ce  qui  est 
évident  a  priori,  puisqu'on  pourrait,  par  dérivations  et  élinnina- 
lions,  réduire  le  système  à  une  équation  dilTérentielle  ordinaire 
(n°  360)  dont  les  coefficients  seraient  constants. 

Pour  faire   directement  l'intégration,  cherchons  des  solutions 
particulières  de  la  forme 

)v,  a,  V,  s  étant  des  constantes.  Substituant  dans  (7)  et  divisant 
par  e^-*',  on  trouve 

IX(5 -h/?i  )-+-  a(7i  -f-v/*i  =  o, 

Les  constantes  X,  [jl,  v  ne  devant  pas  être  nulles  à  la  fois,  on  aura 


=  0, 


équation  du  troisième  ordre  en  s  (en  général  d'ordre  n)  dite  équa- 
tion caractéristique  du  système  (7).  Soient  5^,  ^2,  ^a  ses  trois 
racines;  pour  5  =  5|,  les  équations  (8)  se  réduisent  à  deux  et 
donnent  des  valeurs  proportionnelles,  A|,  [jli,  v,,  des  constantes 
).,  [JL,  V,  d'où  la  solution 


s-\-pi 

71 

'i 

pi 

s^^h 

t'i 

Pi 

73 

s  -H  7-3 

y  =  À,e*tJ^, 


-   ^    If  .  fiSxX 


z  =  \Lxe 


t  =  vi  e^«^. 
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De  m(^me,  si  5|,  s.2^  s^  sont  distincts,  on  aura  les  deux  autres 
solutions 

y  =  l^e^*^^        z  —  HiC^i^^  t  =  vje^aJ^, 

r  =  ^3e*>',  ,  ; 

d*oii  l'on  déduira  la  solution  générale 

;;  =1  ci\Li  e*i^  -4-  Cl  [jLj e^i^  -h  C3  ÎJL3  e*j^, 
/  =  C|  V|  e-s-^-f-  Cj  vj  e'i-^-4-  C3  V3  e^j-*^; 

on  admettant  toutefois  que  les  trois  solutions  sont  indépendantes, 
et  l'on  peut  établir  qu'elles  le  sont  si^i,  s-y-,  s-^  sont  distincts. 

370.  Si  l'équation  caractéristique  a  des  racines  égales,  la  mé- 
thode précédente  ne  donne  pas  n  solutions  distinctes  du  système 
proposé;  on  peut,  en  ce  cas,  trouver  les  solutions  qui  manquent 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de  d'Alembert  (n"  351). 

Pour  faire  comprendre  la  méthode,  prenons  un  cas  particulier, 
soit  le  système 

Les  équations  (8)  sont  ici 

^g,  j         X(5-3)--|i  =  o, 

/   —  4X  -+-  uL(5-i-i)  =  o; 

d'où  l'équation  caractéristique 

(5  —  3)(5 -h  !)-+- 4  =  o,         c'cst-à-dirc         {s  —  i)*=o. 

Il  y  a  une  racine  double  5  =  1. 

Modifions  infiniment  peu  les  coefficients  de  la  seconde  équa- 
tion du  système  proposé  de  manière  que  l'équation  caractéristique 
ait  deux  racines  s'  et  5"  inégales,  voisines  de  i;  la  première  des 
<*quations  (8'),  dont  les  coefficients  dépendent  uniquement  de 
ceux  de  la  première  équation  (S'),  n'a  pas  changé;  elle  donne 
pour  \  et  \x  les  valeurs  proportionnelles 
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d'où  les  deux  solutions  du  système 

(9')  y  =  es'^,         -=(_5'^3)e*'', 

et 

On  peut  remplacer  la  seconde  par  la  combinaison 

•^"^      s"— s'     '  ^~'  s'— s'  ' 

si  l'on  fait  tendre  s''  et  s'  vers  i,  cette  solution  devient,  à  la  limite, 

pour  s  =  iy  c'est-à-dire 

y  =  xe'^^         z  =  e^( — i -h  2ar). 

Cette  solution  jointe  à  la  solution  (9'),  où  5'=  i , 

fournit  la  solution  générale 

([u'on  eut  aussi  obtenue  par  la  métliode  du  n"  360. 

En  général,  si  Tcquation  caractéristique  a  une  racine,  .ç,  multiple 
d'ordre  Â',  on  cherchera  des  solutions  de  la  forme 

z  =  ;jLoC*^-+- -^  jjLA_i  J-^-^e-'-*', 


et  l'on  déterminera  les  coefficients  X/,  [jl/,  ...,  par  substitution 
directe.  On  trouvera  ainsi  que  ces  coefficients  dépendent,  d'une 
manière  linéaire  et  homogène,  de  A"  constantes  arbitraires;  d'où 
/{  solutions  correspondant  à  la  racine  multiple  d'ordre  /r. 

371.  Remarque  I.  —  Les  systèmes  d'équations  différentielles  à 
coefficients  constants,  avec  ou  sans  seconds  membres,  se  ren- 
contrent dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  Mécanique  et  de 
Physique  mathématique,  où  l'on  étudie  de  petits  changements 
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d'état  d'un  système  :  par  exemple,  dans  la  théorie  des  petites 
oscillations,  des  vibrations  élastiques,  des  ondulations  lumineuses, 
des  remous,  etc. 

En  effet,  dans  l'élude  de  ces  phénomènes,  on  regarde  les  corps 
comme  composés  de  molécules  séparées,  dont  chacune  a  un  petit 
mouvement  :  soient  j',  z,  t,  , .,  les  distances  de  ces  molécules  à 

leur  position  d'équilibre,  ^le  temps;  les  vitesses  ~->  77~'  "*  ^^"^ 

supposées  fonctions  du  temps  et  de  la  position  des  molécules  à 
l'instant  considéré,  en  sorte  que  l'on  a 

Les  mouvements  étant  très  petits,  y^  z,  , . .  sont  voisins  de  zéro, 

et  l'on  remplace  fi  par  //(^,  o,  o,  . . .)  -i-y  '-^  +  :;  ^  +  . . . ,  en 

^y         "-3 

se  bornant  aux  termes  du  premier  degré  en  y^  z,  ...  ;  les  équations 
du  problème  prennent  alors  la  forme 


les  P,  Q,  . . .,  V  étant  des  fonctions  du  temps  x.  C'est  un  système 
linéaire  à  coefficients  variables. 

Mais,  la  plupart  du  temps,  le  système  matériel  considéré  n'est 
soumis  qu'aux  influences  mutuelles  de  ses  parties,  ou  à  des  actions 
qui  dépendent  uniquement  de  la  position  de  ses  molécules,  de 
sorte  que  le  temps,  a:,  ne  figure  pas  explicitement  dans  les  fonc- 
tions ^i,  ^2  . . .,  ni  par  suite  dans  les  fonctions  P,  Q,  V.  Le  système 
d'équations  différentielles  est  alors  à  coefficients  constants  (géné- 
ralement sans  seco^ids  membres)  et  de  là  vient  l'importance  des 
systèmes  de  celte  nature. 

372.  Remarque.  —  Il  n'est  pas  nécessaire,  pour  intégrer  un 
système  d'équations  linéaires,  à  coefficients  constants,  sans  seconds 
membres,  de  le  ramener  d'abord  à  la  forme  canonique  comme 
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nous  Tavons  supposé.  Soit  par  exemple  le  système 
(ix^  efx  "  dx^  dx 

où  A,  B,  ...,  F'  sont  des  constantes.  On  Tintëgrera  de  suîle  en 
cherchant  des  solutions  de  la  forme 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  proposées,  et  divisant 

par  e^**",  on  a 

J  \{Ks^  -h  B5  "h  C)  -^  ;jl(D5«  -h  E5  -h  F)  ==  o, 
("^  I  X(A'5*-+-irj-4-C')-f-;jL(D'5ï-+-E';f-+-F')  =  o; 

d'où 

A52-+-B5-^G  D5»  H-  E5-T-  F 

=  o, 


A52-+-B5-^G  D5»  H-  E5-T-  F 

A'^î-h  B'.s  -r-  c         D'52-4-  E'5  -f-  F' 


équation  en  5  qui  a  quatre  racines,  5|,  52,  .V3,  ^4.  Pour  5  =  5|,  les 
équations  (11)  se  réduisent  à  une  seule,  la  première  par  exemple, 
d'où  l'on  lire  les  valeurs  proportionnelles  de  X  et  [jl;  ce  qui  donne 
la  solution 

Les  racines  s.^^S:^^  .ç^  donneraient  de  même  des  solutions ^'2,  zr. 
'■3?  ^a  ?  ys^  ^s'>  ^^  "  est  clair  que  l'on  aura  une  solution  du 
système  (10)  en  posant 

A  priori  cette  solution  est  la  solution  générale,  car  elle  renferme 
(juatre  constantes  arbitraires,  et  le  système  (10),  ramené  à  la  forme 
canonique,  serait  (Pordre  \, 

Si  l'équation  en  .v  avait  des  racines  égales,  on  opérerait  comnu* 
au  n'*  370. 
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CHAPITRE  V. 

ÉTUDE  DES  INTÉGRALES  D'UNE  ÉQUATION  LINÉAIRE. 


I.  —  GÉNÉRALITÉS. 


373.  Comme  on  l*a  dit  au  n"  328,  Tinlcgrale  générale  d'une 
équation  linéaire  (sans  second  membre)  où  le  coefficient  de  la 
plus  haute  dérivée  a  été  ramené  à  Tunité,  n'a  pas  d'autres  points 
critiques  à  distance  finie  que  ceux  des  coefficients  de  l'équation  : 
dès  lors,  pour  connaître  la  nature  analytique  de  l'intégrale  géné- 
rale, il  importe  de  l'étudier  au  voisinage  de  ces  points  critiques; 
nous  ferons  cette  étude  dans  l'hypothèse  où  l'équation  est  du 
second  ordre  :  on  verra  aisément  que  la  méthode  et  les  résultats 
sont  généraux. 

374.  Soit  donc  l'équation  du  second  ordre 

d*  y  ,       dy 

OÙ  />|  et  /?2  sont  des  fonctions  de  .r,  dont  l'une  au  moins  admet 
comme  point  critique  le  point  x  ^=  a  :  on  supposera  que  a  est, 
pour  cette  fonction,  un  pôle  ou  un  point  singulier  essentiel,  de 
telle  sorte  que  p^  {x)  et  P'i{jc)  reprennent  la  même  valeur  quand 
la  variable  x  décrit  un  petit  cercle  autour  du  point  rt  (*  ). 

Cela  posé,  soient  yi(j?)  e\.  y2{x)  deux  solutions  particulières, 
indépendantes,  de  l'équation  (i)  :  si  a:  décrit  un  petit  cercle  autour 
de  a  dans  le  sens  positif,  l'équation  (i)  ne  change  pas,  et  sa  solu- 
tion générale  reste  de  la  forme  Ci^i -j- 02^2  î  JKi  (^)  au  contraire 
peut  changer,  et  revenir  au  point  de  départ,  J7,  avec  une  valeur, 


(*)  Si  a  était  un  point  de  branchement  pour  p^ix)  ou  Pi{x)y  l'équation  dif- 
férentielle changerait  quand  x  tournerait  autour  de  a,  et  une  théorie  générale 
serait  impossible  :  il  faudrait  une  étude  spéciale  dans  chaque  cas  particulier. 
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Yt(x');  maïs  comme  Y<  (x)  est  encore  solution  de  (i)  on  a 

(2)  Y,(a?)=Xij'i-+-  >»2rî        O^u  >!=  consi.), 

et  de  même,  en  désignant  par  Y2  ce  que  devient  j^2  quand  x  tourne 
une  fois  autour  de  «, 

(3)  Ys(t)=:  |i,^,-4- [x,^,.        (ijLi,  |Xs=consl.). 

D'après  cela,  a,   et  0,2  désignant  des  constantes,   la   solution 
^ly^  "^  ^2X2  devient 

c'est-à-dire 

(a,  Xi -f- aj  {1,  )^j -4- (ai  X,-4- aj  ji,)^2  ; 

cherchons  à  déterminer  ai  et  0.2  de  manière  que  a,y, -f-a2j^2  se 
reproduise  multiplié  par  un  /acteur  constant,  s.  Il  faut  que  : 

(  aiXj-f-a2ji2=  5aj, 

d'où,  par  élimination  du  rapport  -^t  « 


(5) 


A,  — s  |X| 

X,         ;xj— 


=  o. 


équation  du  second  degré  en  5,  dont  nous  désignerons  les  racines 
par  ^1  et  ^2. 

375.  Supposons  d'abord  s^^s^.  Pour  s=^Si  ou  s  =  s-^',  les 
équations  (4)  en  ai  et  ol.,  sont  compatibles  et  donnent  des  va- 
leurs proportion nclles  de  ces  constantes,  ce  qui  détermine  deux  (') 
solutions  de  l'équation  difTérenlielle  proposée,  et  deux  seule- 
ment (-)  : 

qui  se  reproduisent  multipliées  respectivement  par  des  constantes 


(')  En  regardant  comme  une  seule  solution  z^{x)  elc,-3,(wC),  où   c,— const. 

(-)  Les  é({uations  (4)  en  a,  et  ot,  "^  ^^"^  ^^^  identités,  pour  s  =  s^  par 
«xemple,  que  si  X,—  jx,  —  5,  et  y..—  \x^—  o.  En  ce  cas  l'équation  en  5  se  réduit  à 
(X,  —  5)(jX2 — *)  ~  o,  c'est-à-dire  (5  —  5,  )-=  o,  et  elle  a  ses  racines  égales,  cas 
«xclu. 
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(Si  et  s-i)  quand  x  tourne  une  fois,  dans  le  sens  positif,  autour  du 
point  x  =  a. 

Je  dis  que  ces  deux  solutions  sont  distinctes^  c'est-à-dire  qu'il 
n'existe  pas  de  relation  identique  de  la  forme 

(6)  CiZi(x) -i- CfZi{x)  =  o        (ci,  6*2=  const.). 

En  effet,  si  une  pareille  relation  existe  identiquement,  elle 
subsiste  quand  x  décrit  un  cercle  autour  de  a,  c'est-à-dire  qu'on 
a  aussi 

CiSiZi{x)-\-CiSiZi(x)  =  o, 

d'oii  l'on  conclut,  par  comparaison  avec  (6), 

ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

De  là  se  déduit  aisément  la  nature  des  fonctions  Zi  et  z-y  autour 
du  point  a. 

En  effet,  la  fonction  {x  —  a)^,  quand  x  tourne  une  fois  autour 
de  a  dans  le  sens  positif,  se  reproduit  (n°  97)  multipliée  pare^^^'; 
si  donc  on  choisit  (jr  de  manière  que  e^^'^'=  5|,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

//=    -L,|0J,'5,, 

la  fonction  se  reproduira  multipliée  par  5,,  comme  la  fonction 
Zi  (x)  :  il  en  résulte  que  le  quotient 

:Ioï*i 

se  reproduit  multiplié  par    ',  ou  i ,  c'est-à-direest  uniforme  «f^/Of//* 

du  pointa.  Ce  point  ne  peut  donc  être,  pour  le  quotient,  qu'un 
point  ordinaire,  un  pôle,  ou  un  point  singulier  essentiel.  Donc, 
autour  de  a.  Ton  aura 

(7)  z,{x)  =  (x-a)^'^i         G^{x), 

G|(x)  étant  une  fonction  uniforme  autour  de  a,  développablc  par 
la  série  de  Laurent  (n"*  121-122)  sous  la  forme  : 

,    yj\(X)=^,,,-r~- r-...-1 

(8)  \  {x  —  a)"-  X  —  a 

-+-  Ao  -h  A 1  (  j:  —  a  )  -h . . .  -h  A„  (  J7  —  a  )"  -4- 
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Les  termes  à  puissances  négatives  en  x  —  a  disparaissent  com- 
plètement, ou  ne  sont  qu'en  nombre  limité,  si  a  est  un  point 
ordinaire  ou  un  pôle  de  G(x),  On  a  de  même 

G2(.r)    ayant,    autour    du    point    a^    un   développement  de    la 
forme  (8). 

376.  Ainsi  : 

L* équation  (5)  en  s  ayant  ses  racines  5|  et  s^  distinctes, 
l'équation  différentielle  proposée  (i)  adrhet  deux  solutions 
indépendantes  {et  deux  seulement)^  z^  et  z^-^  des  formes 

(lo)  -,  =  (>  — rtj'-i  Gi(x),         zi—{x  —  a)''«Gj(ir), 

oii  Ti  =^  ; — -log^i,  r2=  . log^a,^^  oii  G\{x)  et  G^i^)  sont  des 

fonctions  uniformes  aux  environs  de  <7,  développables  autour 
de  ce  point  par  la  série  de  Laurent. 

L'intégrale  générale  de  la  proposée,  qui  est  C|  z^  -\-  c^z-y,  est  dès 
lors  d'une  forme  connue  autour  du  point  a. 

377.  Remarque.  —  Si  Ton  était  parti  primitivement  de  deux 
solutions  autres  que  j>',  et  is,  également  indépendantes  entre 
elles,  on  aurait  rlé  conduit  à  la  même  équation  (5)  en  5  :  car  il 
n\  a  ([uc  deux  soiulions  de  l'équalion  diflerenLielie  (i)  qui, 
lorsque  la  variable  .r  tourne  autour  du  point  a,  se  reproduisent 
multipliées  par  des  constantes,  ainsi  qu'on  l'a  vu  plus  haut.  On 
retrouvera  donc,  pour  les  deux  constantes,  les  mêmes  valeurs  s^ 
et  .s^  ([ue  dans  le  premier  calcul.  Il  en  résulte  que  les  coefficients 
(le  l'équation  en  s^  ou  plutôt  leurs  rapports,  sont  des  invariants, 
c'est-à-dire  ne  dépendent  que  de  l'équation  (i),  et  non  des  solu- 
tions j^,,r2  choisies  primitivement. 

378.  Supposons  niaintenant  v,  =  ,ç.j.  On  voit,  comme  plus 
haut,  que  l'équation  proj)Osée  (i)  admet  une  solution  G|,  de  la 
lorme 

(7)  z^=z{x  —  ar'^^         ^-\(x), 
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qui  se  reproduit  multipliée  par  5|  quand  x  tourne  une  fois  autour 
du  point  a  daV)s  le  sens  positif.  Prenons  maintenant,  pour  solu- 
tions indépendantes  de  Téquation  (i),  Z\  et  une  autre  solutionnai; 
quand  x  tourne  une  fois  autour  de  a  dans  le  sens  positif,  y^ 
devient  Y|  : 

Cl,  comme  Z\  devient  s^  ^i,  l'équation  en  s  est 


pi  —  .*         o 
Pî        .«1  —  5 


=  o. 


Pour  qu'elle  admette  la  racine  double  s^^  il  faut  que  pi 

Donc  on  a 

Yi  —  5,j-i-f-  p2«i, 


=  5, 


OU 


S\  Z\ 


09 


pî 
^1 


Or  la  fonction  — >  lorsque  x  décrit  un  cercle  autour  de  a  dans 

le  sens  positif,  devient -;-4-;  la  relation  précédente  montre  par  suite 

qu'elle  se  reproduit,  à  la  constante  addilive  près  — • 

I^a  fonction —4— lo":(x  —  a)    jouit   évidemment   de    la    même 
propriété,  de  sorte  que  la  différence 


y\ 


Pî 


^1  'XTil  S\ 


Iog(.r  — r/) 


est  une  fonction,  K(:r),  uniforme  autour  du  point  «,  c'est-à-dire 
une  fonction  développable  autour  de  ce  point  par  la  série  de  Lau- 
rent (n»  121). 
On  a  donc 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  :;i  par  sa  valeur  (7), 

j,  =  {x  —  ^)îiî«  [KtCr)-H  AGi(a:)  \o%{x  —a)], 

K|(a:),  égal  à  K(j:)G,(.r),  étant  une  fonction  de  même  nature 
que  K  et  G|,  et  A  désignant  une  constante. 
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379.  Ainsi  : 

L^ équation  (5)  en  s  ayant  ses  racines  égales  à  5|,  l'équa- 
lion  différentielle  proposée  admet  deux  solutions,  z^  ely^,  des 
/ormes 

oii  /'i  est  égala  — ;log5|,  h  une  constante,  et  oit  G|  et  K,  sont 

des  /onctions   uni/ormes    aux  environs   de  a,  développables 
autour  de  ce  point  par  la  série  de  Laurent, 

L'intégrale  générale,  c,  z^  4-  c\y\t  est  dès  lors  de  la  même  forme 
que  y^  autour  du  point  a, 

380.  ]1  résulte  de  celte  étude  que  les  propriétés  de  Tintégrale 
aux  environs  du  point  a  sont  liées  à  l'équation  en  s  qui  correspond 
à  ce  point;  mais  on  ne  sait  pas  former  facilement  et  directement 
cette  équation  dans  le  cas  général,  parce  que  les  coefficients 
^ij  ^^2>  [J^i)  ^2  nui  y  figurent  sont  inconnus  a  ^orfort  (*).  Il  serait 
également  très  difficile  de  calculer  les  coefficients  des  développe- 
ments en  séries  de  Laurent  des  fonctions  G«,  G2  ou  K|. 

On  se  bornera  donc,  dans  ce  qui  suit,  à  l'étude  d\in  cas  parti- 
culier très  étendu,  qui  est  d'ailleurs  le  plus  intéressant. 

381.  Ce  cas  est  celui  où  les  fonctions  Gi,  G2  et  K|  admettent 
le  point  a  comme  pôle  ou  point  ordinaire  :  leurs  développements 
on  série  de  Laurent  soîit  alors  limités  du  coté  des  puissances  néga- 
tives, et  l'on  dit  que  l'intrgrale  générale  est  régulière  autour  du 
point  a.  Nous  particulariserons  encore  le  cas  en  supposant  que  le 
terme  en  log(.r  —  a)  disparaît  dans  la  solution  générale  :  ce  terme 
n'existe  pas  si  s^^^s^  [équations  (10)];  pour  a-,  ^=  s^-,  il  disparaîtra 
lorsque  h  sera  nul  [équation  (i  i)]. 

En  vertu  de  ces  hypothèses  et  des  formules  (10)  ou  (i  1),  l'équa- 
tion différentielle  aura  deux  solutions  indépendantes  des  formes 


(')  Pour  les  obtenir  il  faudrait  suivre,  par  la  mélhode  du  n*»  330,  la  variation 
<los  deux  solutions  }\  et  Vj  de  la  proposée,  quand  la  variable  x  tourne  autour  du 
point  a. 
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Zi=:  (x  —  «)'"iG|(x);  Z2  =  (.r  —  a)'"iG2(x),  G«  et  G2  admettant 
le  point  a  comme  pôle  ou  comme  point  ordinaire,  et  7*4  pouvant 
rtre  égal  à  r2.  D'ailleurs,  si  a  est  un  pôle  d'ordre  a  de  G|(j:), 
(x  —  «)*  G|  (x)  sera  une  fonction  holomorphe  autour  du  point  a  ; 
désignant  cette  fonction  par  Hi(x)^  on  a  la  solution 

c'est-à-dire  que  la  proposée  admettra  deux  solutions  distinctes  des 
formes  {x  —  ay'^  Hi(x);  {x  —  ay'*H2{x),  H|  et  Hj  étant  holo- 
morphes  autour  du  point  a. 

La  première  question  qui  se  pose  est  de  reconnaître,  sur 
l'équation  différenlielle  proposée,  dans  quel  cas  il  en  sera  efiecti- 
veraent  ainsi;  de  là  le  problème  suivant,  qu'on  va  chercher  à 
résoudre. 

382.  Énoncé  du  problème.  —  Etant  donnée  Véquation   li- 


néaire 


trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  que  doivent 
remplir  les  fonctions  p\{x)  et  P'i{x)  pour  que,  autour  dUin 
point  j' =  a  du  plan,  Inéquation  admette  deux  solutions  dis- 
tinctes de  la /orme 

(x  —  a)''i  IIi(:r),         (x  —  a)'*i  Hj^j-), 

H|(j7)  et  H2('^)  étant  holomorphes  autour  du  point  a  (*). 

Remarques.  —   1°  On  pourra  supposer  Yii{a)  et  H2(a)^o; 
sinon  H|  (x),  par  exemple,  développé  par  la  formule  de  Taylor  : 

contiendrait  en  facteur  une  certaine  puissance  de  x  —  a^  qu'on 
pourrait  réunir  k  {x  —  a)'*i,  ce  qui  ne  ferait  que  changer  la  valeur 
de  la  constante  r|. 

Par  suite,  en  multipliant  H|  et  H2  par  des  facteurs  constants 


(I)  Dans  tout  ce  qui  suit,  la  lettre  II  désignera  une  fonction  holomorphe  au- 
tour du  point  a. 
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convenables,  on  pourra  supposer  H|(rt)  =  H2(rt)  =  i,  Je  sorte 
que,  sî  Ton  développe  K|  (x)  et  ll.2{x)  par  la  formule  de  Taylor, 
Téquation  proposée  doit  admettre  les  deux  solutions 

Zi—  (x  —  ayt-r-  Cl  (x  —  rt)'*i-»-*-f-  Cj  {x  —  a)'"i-^«-i-. . ., 

les  deux  séries  étant  convergentes  autour  du  point  x  =  a. 

2**  Observons  que,  si /'i  = /-j,  l'équation  différentielle  admet 
ia  solution 

qui  commence  par  un  terme  en  (x  —  rt)''»"*'^,  h  étant  entier  et  ^i . 
On  aura  donc  toujours  le  droit  de  supposer /•2^ri,  puisque  si 
/'a  était  égal  à  /'i ,  on  remplacerait  ^2  P^^  la  solution  Zt  —  3^,  qui 
correspond  à  l'exposant  Ti  -j-  h. 

• 

383.  Théorème.  —  Pour  que  l'équation 

d^y  ,    .  ily  ,    , 

admette  deux  solutions  distinctes  des  formes 

Xx  =  {x  —  a^i  IIi(  J"),         Z2=  (x  —  a)''jUi{x)y 

Hi  ef  H2  étant  hnloniorphes  auUnir  du  point  rt,  il  est  nécessaire 
{mais  non  sujjisant)  que  a  soit  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
d^ ordre  i  au  plus  jnnir  la  fonction  />/,  de  xif  =1,2). 

Kn  effet,  en  exprimant  que  (j-  —  aY^  H,  (x)  csl  une  solution  de 
l'équation,  on  obtient,  après  division  par  (./  —  af^"-, 

O  =  [/•,(  /•,  —  I  )  Wiix)  -^  7./',(\/-—  f/)  U\  (x)-r-  (.r  — rt  )ï  H",  (x)] 

-f-  (.^•  — <^/  )[r,H,-^  (>  —  (f)]\\\pi(x)  -h  (x  —  a)'Uip^{x). 

iJc  nu;mc,  en  écrivant  (jue  (./*  —  ((y-ll^  est  une  solution  : 

0  —  [rjC/'j  —  I)  UjCj-j  -+-  'j^nix  —  a )U'^(x}  -h  (x  —  a)-  U\  (x)] 
-r-  (x  —  (t)[ 7-2 II2 -h{x  —  (t)  H 2  \p^{jr)-r-{x  —  a yU2Pi {X). 

On  lire  de  là,  pour  {x  —  a)pi  el  (x  —  a)'j)2j  deux  valeurs, 
dont  le  dénominateur  commun  est  la  fonction  holomorpbe  autour 
du   points/,  (/•,  — /•2)lli(^^')n,(.r)4-(x  — rO[H.>H;  — H,H;], 


CHAPITRE  V.    —   ÉTUDE   DES   INTÉGRALES   d'uNE   ÉQUATION   LINÉAIRE.       1 1 J 

et  dont  le  numérateur  est  aussi  une  fonction  holoniorphe  de  x  auv 
environs  de  x  =  a.  Or  le  dénominateur  ne  s'annule  pas  pour 
j?  =  a,  car  il  se  réduit  à  (/'i  —  z^)  H|  (a)  H2(rt),  quantité  non 
nulle,  puisque  H|(a)  =  H2(a)  =  i  et  que  /'i^/'a*  on  en  conclut 
que  (x  —  a)pi(x)  et  (x  —  «)^/>2(^)  sont  holomorphes autour  du 
point  a,  c'est-à-dire  que  />|  {x)  admet  a  comme  point  ordinaire  ou 
comme  pôle  d'ordre  u?i  au  plus,  et  que  p2(x)  Tadmet  comme 
point  ordinaire  ou  comme  pôle  d'ordre  deux  au  plus. 

C.     Q.    F.    I). 

D' ailleurs j  si  a  est  point  ordinaire  pour  les  deux  fonctions 
Pk{x)  et  p2[^)*  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  est 
liolomorphe  autour  de  a,  d'après  le  n"  328,  sans  qu'il  y  ait  d'autre 
condition  à  vérifier;  il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  où  a  est  un 
pôle  de  l'une  au  moins  des  deux  fonctions. 

384.  Soit  donc  a  un  pôle  d'ordre  un,  au  plus,  pour  />i(./), 
et  deux,  au  plus,  poury^2(x);  on  a  autour  de  ce  point 

pi(x)  =  — h  ao-h  ai(j:  — -  rt)  -i-  72(0;  —  <7)*-^. . ., 

X  —  Cl 

( /'«(^^  =  (7^1^ -'- 73.17  ^- p"-^  <^"^^ -«) -^- •  •' 

les  coefficients  A,  B,  C  j>ouvant  être  nuls,  mais  non  simultané- 
ment, car  a  est  un  pôle  pour  l'une  au  moins  des  deux  fonctions. 
Exprimons  maintenant  que  l'équation  différentielle  proposée 
admet  une  solution  de  la  forme 

z  =  (x  —  ayU(x), 
c'est-à-dire 

z  =  {x—  a)''-^  Cx{t  —  a  y-^^  -^  C2(  .r  —  a)''^2H-. .. 

Nous  avons,  en  remplaçant  dans  l'équation  /?,  (.r)  et  p-^ix  )  par 
leurs  valeurs  (12), 

0=  r(r  —  i)(a7  —  a)''-*-t-  Ci(r-h  i)/'(:r  —  a/'-* 

-^-Cti^r  -^7.){r'^\){x  —  ay-^..  . 

)    l         '^[r{x—'ay-^-hCi(r->ri){x  —  uy-h...]\  — Hai,-hxi(j-- ri)-l-. . . 

I  L.     "^~  I 
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Egalons  maintenant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puis- 
sances de  (x  —  a)  dans  le  second  membre. 

Le  terme  de  moindre  degré  est  celui  en  [x  —  «)'*"-,  qui  donne 

(i4)  r(r  — 1)-4- Ar-^  B  =  o. 

De  même  le  terme  suivant,  en  {x  —  «)'""*,  donne 

(l  ">)  Cl  [(/•  H-  !)/•  -+-  A(/-  -h  l)  -h  B]  -h  OLqP  -+-  C  =  o, 

et,  en  général,  le  terme  en  {x  —  ay^"^'-  donne 

l  c„i [( /• -H /;j )  ( /• -I-  m  —  i)  -{-  A(/-  -7-  m)-4-BJ 
(  I  (>  ) 

(  -+-C,n«i(      )-f-C,n-î(      )-f-...=  o. 

L'équation  (i4)  ne  contient,  comme  quantité  inconnue,  que  r; 
elle  détermine  donc  r,  et  donne  pour  r  deux  valeurs,  que  nous 
désignerons  par  r^  et  r^-  Elle  s'appelle  V équation  déterminante 
relative  au  point  a;  nous  représenterons  son  premier  membre 
par  F(/),  en  posant 

F(r)  =  /•(/•—  I)  -I- A  r -h  B. 

L'équation  (i5),  qui  s'écrit 

Cl  F  (  r  -h  I  )  -+-  «0  /*  H-  G  =  o, 

donne  c,,  pourvu  qu'on  ait  F(r-Hi)^o;  de  même,  en  général, 
l'équation  (16),  où  le  coefficient  de  c,n  est  F(/-f-//j),  donnera 
Cl  en  fonction  des  coefficients  précédents,  pourvu  qu'on  ait 

Il  y  a  dès  lors  deux  cas  à  distinguer. 

383.  Premier  cas.  —  Les  racines  /•,  et  r.,  de  V équation  déter- 
minante ont  une  différence  qui  n  est  pas  un  nombre  entier. 

Dans  ce  cas,  en  faisant /•  = /-,  dans  les  équations  (i 5)  et  (16), 
on  détermine  successivenienl,  sans  ambiguïté  ni  impossibilité,  les 
coefficients  Ci,   c^^  .••?  Cm-!   ....   En   effet,   aucune  des  quantités 

l'(/|-hO»  F(/-, -h'^0,  ...,  F(r, -h/?0^  •••  n'est  nulle,  puisque 
!'(/  )  ne  s'annule  que  pour  /•  =  /•,,  /•  =  r.,  et  que  /^  n'est  pas  de 
la  forme  / ,  4-  ui^  par  hvpolhèse.  On  obtient  ainsi  le  développement 
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d^une  solution  Zt  : 

Zi=  (jr  —  a)''i[n-  Ci(x  —  a)  -^  Cj(2:  —  a)'-H...J, 

et  il  ne  resterait,  pour  compléter  le  raisonnement,  qu'à  établir  lu 
convergence  de  la  série,  tout  au  moins  pour  les  valeurs  de 
mod(j7  —  a)  assez  petites,  point  que  nous  admettrons  sans 
démonstration  (Théorème  de  Fuchs). 

On  fait  le  même  raisonnement  avec  la  racine  r^»  et  Ton  détermine 
de  même  une  solution  correspondante  ^2*  Donc  enfîn  : 

Si  a  est  un  pôle  d^ ordre  un  au  plus  pour  /?i(x),  deux  au 
plus  pour  />j(x),  et  si  V équation  déterminante,  relative  au 
point  a  y  a  pour  racines  deux  quantités  r^  et  r^y  dont  la  diffé- 
rence n  est  pas  entière,  V équation  -^t'^P^i^)'^  '^P*(^)y^^^^ 
admet  deux  solutions  (évidemment  distinctes)^  Zi  et  Z2,  des 
/ormes 

Zi  =  (x  —  ayi  H|(j7),        -3j=  {x  —  ay»  IIj(x), 

IIi(x)  et  U2{x)  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  et  non 
nuls  pour  x  =  a. 

386.  Deuxième  cas.  —  Les  racines  /'i  et  r^  de  Inéquation  dé- 
terminante ont  pour  différence  un  nombre  entier, 

i®  Si  ce  nombre  est  nul,  c'est-à-dire  si  r^^zr^^  il  est  impos- 
sible que  l'équation  admette  r/ewx  solutions  distinctes,  des  formes 
(x  —  a)'filli{x)  et  (x  —  a)^ilL(x)  :  en  effet,  si  ces  solutions 
existaient,  d'après  les  calculs  du  n"  384,  qi  et  ^2  seraient  racines 
de  l'équation  déterminante,  c'est-à-dire  que,  nécessairement,  on 
«ynrait  *y,==^2=^iî  mais  on  a  vu  qu'on  avait  le  droit  de  sup- 
poser qx^q^  (n"  382,  Remarque  2")  :  les  deux  solutions  n<î 
|)euvent  donc  exister.  On  reconnaît,  comme  au  numéro  précédent, 
qu'il  existe  une  solution  de  la  forme  {x  —  ay^  H|  (x). 

a"  Si  la  différence  7*2 — /'i  est  entière  et  non  nulle,  soit  r^  la 
plus  petite  des  deux  racines;  on  aura 

n  étant  entier  et  au  moins  égal  à  i. 

II.  —  II.  27 
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En  ce  cas,  il  y  a  toujours  une  solution  de  la  forme 

F(r),  en  effet,  n^admettant  pas  de  racine  supérieure  à/'a,  les  quan- 
tités F(ra-f- i),  F(/'2+ 2),  ...,  F(/-2-f-/?i),  ...  sont  toutes  diffé- 
rentes de  zéro,  et  le  calcul  des  coefficients  d  du  développement 

se  fail,  sans  ambiguïté  ni  impossibilité,  comme  on  Ta  vu  aux  nu- 
méros précédents. 

Reste  à  voir  s'il  existe  une  solution  de  la  forme  i^x  —  a)'"»  H|  (jr), 
c'est-à-dire 

Le  calcul  des  coefficients  c  se  fait  sans  difficulté  jusqu'au  coef- 
ficient c,/,  /l'étant  l'entier  défini  ci-dessus;  car  F(r|-|-i), 
I'(/'2+2),  . . .,  F(r, -h  71  —  1)  sont  différents  de  zéro. 

Au  contraire,  l'équation  (16),  qui  doit  donner  c„,  est 

et  le  coefficient  de  c„,  c'est-à-dire  F(/*,  4-  n)  ou  F(/'2),  est  nul.  Il 
reste  alors  une  équation  entre  les  quantités  c„_i,  c„_2,  ...,  C|, 
précédemment  déterminées,  et,  si  Ton  remplace  ces  quantités  par 
leurs  valeurs  trouvées,  on  obtient  une  relation  entre  /*,  et  les 
coefficients  des  développements  (12)  dey^,(vr)  el p2{x)  autour  du 
point  j;  =  a. 

Si  cette  relation  n'est  pas  vérifiée,  et  c  est  le  cas  général,  le 
calcul  des  coefficients  c  est  impossible,  c'est-à-dire  qu'il  n'exi>le 
certainement  pas  de  solution  de  la  forme  (x  —  «)^i  H,  (x). 

Si  elle  est  vérifiée,  l'équation  qui  suit  celle  qui  devait  donner  d 
fournira  C//^i  en  fonction  de  d,  c„  _i,  . . .,  C|  ;  la  suivante  donnera 
O/-1-21  et  ainsi  de  suite,  sans  impossibilité  :  le  coefficient  Cn  restera 
donc  indéterminé.  Il  y  aura  dès  lors  une  infinité  de  solutions  de  la 
forme  (a?  —  a)'*»  H,  (j:^^),  ayant  les  mêmes  termes  en  {^x  —  a)  jus- 
qu'au terme  c„(j7  —  a)''i"*'"  exclusivement  :  ce  résultat  pouvait 
être  prévu,  car  s'il  existe  une  solution  i^x  —  a)''«H,(u7)  et  une 
solution  (x  —  aY^\\^{x)y  il  y  aura,  puisque  7-2  =  /'i  -h  /«,  la  solu- 
tion 

(ar  — a)'-.  [Hi(^)-{-X(ar  — a)«II,(x)], 
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X  étant  une  constante  arbitraire;  le  crociiel  est  encore  une  fonc- 
tion holomorphe  de  x  autour  du  point  a,  puisque  n  est  entier,  et 
le  coefficient  du  terme  en  i^x  —  a)"  y  esl  indéterminé. 

De  là  résultent,  en  admettant  toujours  la  convergence  des  déve- 
loppements obtenus,  ces  propositions  : 

Si  a  est  un  pôle  d'ordre  un  au  plus  pour  pt{x),  deux  au 
plus  pour  p2{x)^  et  si  les  racines  /'i,  /'a  de  l'équation  détermi- 
nante sont  égales,  l'équation  différentielle  proposée  admettra 
une  solution  de  la  forme  [x  —  ay^  H|  (x),  mais  n'en  admettra 
jamais  une  seconde. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  la  différence  r^  —  r^  est  en- 
tière, et  si  r2>  /'i,  il  y  aura  toujours  une  solution  de  la  forme 
(x  —  ay*  H2(:r)  ;  pour  qu'il  y  ait  aussi  une  solution  de  la  forme 
(x  —  a)'"iH|(j7),  il  faut  et  il  suffit  qu'une  certaine  condition 
auxiliaire  (*)  soit  vérifiée  par  les  coefficients  de  P équation 
différentielle. 

Dans  ces  énoncés,  les  H(:r)  désignent  toujours  des  fonctions 
holomorplies  autour  du  point  a,  non  nulles  pour  x  =  a. 

387.  Résumé.  —  En  résumé,  pour  que  l'équation 

y-^pty-^Piy  —  o 

admette  deux  solutions  distinctes,  des  formes 

{x  ^  a)''tUi{x)y     (;r  —  a)'i  H,(a7), 

H|  et  Hi  étant  holomorphes  autour  du  point  a,  il  faut  et  il 
suffit  : 

i^  Que  a  soit  pour  pi{x)  un  point  ordinaire  ou  un  pôle 
d'ordre  i,  au  plus. 


(*)  La  conditioQ  auxiliaire  se  forme  aisément.  En  effet,  si  Ton  se  reporte  au 
n*  386  2%  les  équations  successives  qui  donnent  c,,  c,,  ...,  c,^,  sont  linéaires  par 
rapport  à  ces  quantités;  l'équation  (i6  bis)  Test  également,  et,  par  suite,  l'élimina- 
tion de  Cp  Cj»  . . .,  c^_i  entre  ces  relations  conduit  à  égaler  à  zéro  un  déterminant. 
Les  éléments  du  déterminant  sont  les  coefficients  des  quantités  c,-,  c'est-à-dire  des 
fonctions  connues  de  r^  et  des  coefficients  (connus)  A,  B,  C,  a„  ...,  a.,  ..., 
P«»  ••M  ?.»  •••  <t"*  figurent  dans  les  développements  (la)  de /?j(4:)  ct/?j(a?)  au- 
tour du  point  X  =  a. 
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Si  c'est  un  point  ordinaire  pour  les  deux  fonctions  />/,  toutes 
les  solutions  de  Téquation  proposée  sont  hoioraorphes  autour  de 
ce  point  sans  qu'il  y  ait  d'autres  conditions  à  vérifier  (ii**  dUS),  Si 
c'est  un  pôle  de  l'une  au  moins  des  deux  fonctions,  il  faut  et  il 
suffit  en  outre  : 

2®  Que  Véquation  déterminante  relative  au  point  a  ait  ses 
racines  distinctes:  ces  racines  sont  alors  les  quantités  ri  et  r^; 

3"  Que,  si  la  différence  /-^  —  r^  est  entière^  une  condition 
auxiliaire,  facile  à  former,  soit  satisfaite. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion proposée  estC|(x  —  ayiHi(x)  -|-C2(x  —  ay*ïi2{x)j  Ct  et  Cj 
étant  deux  constantes  arbitraires,  et  cette  formule  montre  comment 
l'intégrale  se  comporte  aux  environs  du  point  a. 


II.  —  APPLICATIONS. 


388.  Problème.  —  I.  Reconnaître  si  r intégrale  générale  de 

réquation  y -i- Pi(x)y-\- p.2{x)y  =  0  est  méromorphe  dans 
tout  le  plan  (à  distance  finie). 

W  faut  et  il  suffit,  pour  que  Tintëgrale  soit  méromorphe  dans  tout 
le  plan,  qu'elle  n'ait  comme  |)oiiits  critiques  à  distance  finie  que 
des  pôles.  Les  points  critiques  ne  peuvent  être  que  ceux  de /^«(j;) 
et/>2(x),  d'après  le  n*^  328;  soit  a  l'un  d'eux.  Pour  que  l'inté- 
grale générale  soit  méromorphe  autour  de  a,  il  faut  et  il  suffit 
que  Téquation  admette  autour  de  a  deux  solutions  distinctes,  méro- 
morphes  ou  holomorphes,  c'est-à-dire  des  formes  (^x  —  a)'"iH|  (jt) 
et  {x  —  aY^VIi2{^)^  f'\  ^^  f^2  étant  des  entiers  négatifs  ou  positifs; 
donc,  en  vertu  de  la  théorie  générale  j^récédente  :  i°«  devra  être 
pour  pi{x)  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  d'ordre  i  au  plus; 
2*^  l'équation  déterminante  correspondante  devra  avoir  ses  racines 
distinctes  et  entières  ;  et  3"  la  condition  auxiliaire  devra  être 
satisfaite.  Il  devra  en  être  de  même  pour  tous  les  points  critiques 
de/?,  {x)  et  p2{x).  Voici  donc  le  résultat. 
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Pour  que  l* intégrale  générale  soit  niéroniorphe  dans  tout  le 
plan  il  faut  et  il  sujffit  : 

I®  Que  Pi  (x)  etp2{x)  niaient  comme  points  critiques  que  des 
pôles  d'ordres  respectifs  un  et  deux,  au  plus  (ce  qui  entraîne 
que  pi(x)  et  p2{x)  soient  méromorphes  dans  tout  le  plan)] 

2°  Qu^en  chacun  de  ces  pôles,  a,  Véquation  déterminante 
ait  ses  deux  racines  distinctes  et  entières  ; 

3"  Que  la  condition  auxiliaire  correspondante  y  soit  vérifiée. 

Soit  alors  /'i  la  plus  petite  racine  de  Tcquation  déterminante 
relative  an  point  a]  le  point  a  est  pour  Tinlégrale  générale, 
Ci{x—  aY^V{i{x)  -\-  C2{x  —  «)'■« Ha (jr),  un  zéro  d'ordre /*,  (point 
ordinaire)  ou  un  pôle  d'ordre  — /i,  selon  que  /'i  est  positif  ou 
négatif  [car  H|  {a)  <  o]. 

On  connaît  ainsi  les  pôles  de  Tintégrale  générale,  dans  le  cas 
cil  elle  est  méroniorphe,  et  Tordre  de  multiplicité  de  chacun 
d'eux. 

389.  Problème.  —  II.  Reconnaître  si  l* intégrale  générale 
de  l'équation  y^' '^-  p%  {'^)y  -^ P^i-^) y  =  o  est  holomorphe  dans 
tout  le  plan  (à  distance  finie),  cestHi-diie  si  c'est  une  fonction 
entière. 

Le  raisonnement  est  le  même  que  ci-dessus,  seulement  a  ne 
pourra  plus  être  un  pôle  pour  l'intégrale  générale;  ce  devra  être 
lin  point  ordinaire,  c'est-à-dire  qu'en  outre  des  conditions  du 
II"  388,  /'i  et /'a  ne  pourront  être  négatifs.  Donc  : 

Pour  que  l'intégrale  générale  soit  holomorphe  dans  tout  le 
plan,  il  faut  et  il  suffit  : 

i"  Que  Pi  (x)  et  p2{x)  soient  des  fonctions  méromorphes 
dans  tout  le  plan,  avec  des  pôles  respectifs  d'ordre  un  et  deux 
au  plus  ; 

2"  Qu'en  chacun  de ^  ces  pôles  l'équation  déterminante  ait 
ses  deux  racines  distinctes,  entières  et  non  négatives  ; 

3*  Que  la  condition  auxiliaire  correspondante  y  soit  vérifiée. 

Dans  le  cas  o\xpx{x)  et />j(a;)  sont  holomorphes  dans  tout  le 
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plan  {à  distance  finie)^  l'intégrale  générale  l'est  également, 
sans  antres  conditions,  d'après  le  lliéorèine  général  du  n®  328; 
c'est  ce  qui  se  produit,  par  exemple,  dans  le  cas  des  équations 
linéaires  à  coefficients  constants,  dont  l'intégrale  est  une  somme 
de  termes  de  la  forme  e^^V„i{x). 

390.  Remarque.  —  On  peut  également  reconnaître  si  l'inté- 
grale générale  a  un  point  critique  à  Uinfini,  Il  suffit  pour  cela 
de  faire  dans  l'équation  difTérentielle  le  changement  de  variable 

indépendante  x  =  -  :  on  obtient  ainsi  une  équation  linéaire  nou- 
velle en  y  et  w,  et  l'on  étudie,  par  les  méthodes  précédentes,  ia 
nature  du  point  /£  =  o  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation 
transformée, 

391.  Problème  III.  —  Reconnaître  si  V intégrale  générale 
de  Inéquation  J'" -\-pt(^)y -\-p2{^)y  =  o  est  une  /onction 
rationnelle  de  x. 

Une  fonction  rationnelle  n'est  autre  chose  (n**  136,  3®)  qu'une 
fonction  méromorphe  dans  tout  le  plan,  pour  laquelle  le  pointa 
l'infini  est  un  point  ordinaire  ou  un  p,ôle.  Donc  : 

Pour  que  V intégrale  générale  soit  une  fonction  rationnelle, 
il  faut  et  il  sufjit  : 

rt.   Que  les  conditions  du  n^  388  soient  satisfaites; 

b.  Que,  si  l'on  pose  x  =  -  9  pour  obtenir  l'équation  trans- 
formée 

(17)  ^-^I!T,(«)^+nT.(«)j'  =  0, 

\^  Le  point  u  =  o  soit  un  point  ordinaire  ou  un  pôle  d'ordre  i 
au  plus  pour  Tî5i{u)\ 

2**  Et  si  c^est  un  pôle  pour  mi(u)  ou  ^^(w),  que  l'équation 
déterminante  relative  à  ce  point  ait  ses  racines  distinctes  et 
entières,  et  que  la  condition  auxiliaire  correspondante  soit 
vérifiée. 

Remarque  L  —  Si  l'inlégrale  générale  est  rationnelle,  p^  (x) 
èt/?2(x)  seront  nécessairement  des  fonctions  rationnelles  de  x\ 


CHAPITRE   V.    —   ÉTUDE   DES   INTÉGRALES  D*UNE  ÉQUATION   LINÉAIRE.      423 

car,  sî  y\  et  y^  sont  deux  solutions  rationnelles  distinctes,  les 
équations 

y\  -^  P\y\  -^ptyx  =  <>,      ft  -^  P\y\  ^  Ptyt  =  o 

donnent /7|  et  p-^  en  fonction  rationnelle  de^i,  j^^?  •••>  J^2>  c'esl- 
à-dire  en  fonction  rationnelle  de  x. 

Remarque  II.  —  Il  est  aisé  de  calculer  l'intégrale  générale, 
dans  le  cas  où  elle  est  rationnelle. 

Soient  rt',  a",  ...,  les  pôles  de/?i(a;)  ou /?2(j:)  pour  lesquels  la 
plus  petite  racine,  /'i,  de  l'équation  déterminante,  est  positive  ou 
nulle,  /•',  /•",  ...  les  valeurs  correspondantes  de  r|.  Soient,  de 
même,  6',  b'\  ...  les  pôles  de  px  (x)  ou/?2(-r)  pour  lesquels  /'i  est 
négative,  et  — 5',  — s'\  ...  les  valeurs  correspondantes  de  rt. 

D'après  le  n"  388,  l'intégrale  générale,  f{x)^  admettra  comme 
pôles  d'ordres  5',  5",  ...  les  points  b'^  b'\  ...,  et  n'en  aura  pas 
d'autres  à  distance  finie;  quant  à  «',  a",  . . .,  ce  seront,  poury(x), 
des  zéros  d'ordres  /•',  /",  ...,  de  sorte  qu'on  aura 

(,8)  /^^>=— ^-///(^-,^-).-...        - 

P(x)  désignant  un  polynôme  entier,  dont  le  degré  se  calcule  aisé- 
ment. 

Soient,  en  efict,  e/|  et  d  les  degrés  respectifs  du  numérateur 

et  du  dénominateur  de  /(x)  ;  si  Ton  pose  j:  =  -  on  aura 


u 


/«^)=/(^)  =  '^''-'''n('0, 


H(;/)  étant  holomorphe  autour  du  point  2/ =  o  et  ne  s'annulant 
pas  en  ce  point.  Il  en  résulte  immédiatement  que  âf  —  di  est  la 
plus  petite  racine  de  l'équation  déterminante  de  la  transformée  (1 7) 
relative  au  point  u  =  o;  si  donc  ^t  désigne  cette  plus  pelilc 
racine,  qu'on  sait  calculer  directement,  on  aura 

d'où,  pour  le  degré,  0,  de  V{x)y 

(*'-+- i'-f-...)  —  (/-'-h  r'-V-.  ..-4-0)  =  p,, 


OU 


o  =  (*'-f-5'-^...)— (r'-hr'-f-...)  — ?i=— ?i— 2''«' 


4^4  TROISIÈME  PARTIE.   ~   ÉQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 

On  remplacera  dès  lors  P(J7),  dans  Texpression  (i8)  de/{x)y 
par  un  polynôme  de  degré  8,  à  coefficients  tous  indéterminés, 
qu'on  calculera  ensuite  en  substituant  celte  valeur  de  /(x)  k  y 
dans  Téquation  difTérenlielIc  proposée  :  on  trouvera  nécessaircmenl 
que  P(^)  renferme  deux  constantes  arbitraires,  et  est  de  la  forme 
aA(t) -i- [jlB(j?),  a  cl  B  étant  deux  polynômes  déterminés.  On 
aura  ainsi,  par  (i8),  Tinlégraie  générale  cherchée. 

392.  Exemple.  —  Soit  Féq nation 

d*  Y  dy  ^ 

on  demande  de  reconnaître  si  son  intégrale  générale  est 
mcromorphe  dans  tout  le  plan. 

On  a 

9..r  —  3  _   —  9-  -f-  'XX  -4-  ^x^  ^ 

^*~"  x{x—  I)'         ^*~  ï(i— I)         ' 

les  seuls  points  critiques  de  p^  et  p2  sont  des  pôles  jr  ==  o,  x  =  i, 
d'ordre  un  pour  les  deux  fonctions.  Les  conditions  i®  du  n"  388 
sont  donc  satisfaites. 

L'équation  déterminante  relative  au  point  x  =  o  est,  puisque 

/•  (  /'  —  I  )  -i-  3  /•  =  o  ; 

ses  racines  sont  /•  r=r  o,  /•  =  —  i  ;  elles  sont  dislinctes  et  entières, 
c'csl-à-dire  que  les  conditions  '/.*'  sont  satisfaites,  pour  le  point 

Kestc  la  condition  auxiliaire  ;  pour  la  former,  puisque  —  2  est  la 
plus  petite  racine  de  réqnatioii  déterminante,  substituons  à  )\ 
dans  (i),  selon  la  méthode  générale,  le  développement 

il  vient 
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el  Ton  a,  en  égalant  à  o  les  coefficients  des  termes  en  -^j 


I      I      I 
— 1  »  -  t 


—  6     H- G  =0, 

6  — 2r|  —  4     -i-'î^'i — 2  =  o,  tlViù  ^i  =  o, 

ICi — '/Cl — '.>.Ci-hZ  —  (»,  11*011  Ci=  -• 

Ces  deux  derni<>res  équations  ne  sont  compatibles  que  si  a  =  o  ; 
c'est  la  condition  auxiliaire  pour  le  point  x  =^o. 

Il  faut  former  de  môme  l'équation  délermiiranle  relative  au 
point  J7=  I.  Pour  cela  développons  p\{x)  Qi  pi{x)  suivant  les 
puissances  croissantes  de  x  —  i  =  /.  On  a 

•kt  —  i        —  1  —  2  -h  p (  /  -+- 1  )'       o       —  2-1-3 

L'rquation  déterminante  est  donc 

/•(/•  —  i)  —  r  =  o, 

ses  racines  sont  r  =  o,  /•  =  2;  elles  sont  encore  distinctes  et  en- 
tières, et  il  suffit  maintenant  de  former  la  condition  auxiliaire. 
Remplaçons,  dans  Téquation  proposée,  pour  simplifier  les  calculs, 

X  par  /  H-  I  ;  -^  et  y~  deviennent  ^--  et  -^  ;  posons  ensuite 
nous  avons  : 

4-(— 2-}-3-h2  3r4-?/*)(l4-C,f  ^Cj^»-h...), 

et,  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  en  /",  /', 

2Ci—  2Ci-i-  2C|  —  2Ci-i-  Ci3  -i-  2^  =  O, 

équations  en  c^  qui  ne  sont  compatibles  que  si  ^j  =  o. 

Ainsi  :  Pour  que  l'équation  proposée  ail  son  intégrale  géné- 
rale méromorphe  dans  tout  le  plan,  il  faut  et  il  sujjit  que 
a  =±  o,  e^  3  =  o. 

On  reconnaît  sans  difficulté  que  Tintégrale  générale  est  alors 
rationnelle. 


4^6  TROISIÈME   PARTIE.    —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 


III.  -  ÉQUATION  DE  LAMÉ. 


Cesl  l'équation  diOereiilielle 
(i)  -^^^  =fun-ni)(pu-r-'k)y, 

où  u  est  la  variable  indépendante,  pu  la  fonction  elliptique  clas- 
si(|ue,  A  une  constante,  n  un  entier  positif. 

393.  Théorème.  —  L'intégrale  générale  de  l'équation  de. 
Lamé  est  méroniorpke  dans  tout  le  plan. 

Les  coefficients  de  Téqualion  étant  des  fonctions  elliptiques,  Il 
suffit  évidemment  d'établir  la  proposition  à  l'intérieur  d'un  paral- 
lélogramme des  périodes.  Or,  dans  un  tel  parallélogramme,  pu  n'a 
qu'un  pôle,  </ =  o,  qui  est  double]  donc  les  conditions  i°  du 
11°  388,  sont  satisfaites. 

L'équation  déterminante  relative  au  point  ;/  =  o  est,  puisque 

pu=  ^  -i-aa //=+..., 

F ( /•  )  =  r{  r  —  I )  —  n{  n-r-  i )  =  o, 

ses  racines  sont  /*  =  —  //,  /•  ^=  /i  -h  i  ;  elles  sont  entières  et  dis- 
tinctes, c'cst-à-dire  (jiic  les  conditions  2"  sont  satisfaites. 

Reste  la  condition  auxiliaire,  relative  au  point  w  =  o.  Pour 
reconnaître  si  elle  est  vérifiée,  il  faut  substituer  k  y^  dans  la  pro- 
posée (i),  le  développement 

On  remplace  en  même  temps  p//  par  son  développement  autour 
du  pôle  tt  =  o,  à  savoir 

j)  M  =  —  -r-  «1  u*  -r-  a;  u*  -;-..., 

qui  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  u. 

En  égalant  les  coefficients  de  u~"'^^~^  dans  les  deux  membres 
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de  (i),  OD  trouve  une  équation  de  la  forme 

linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  c,  car  on  a  introduit,  pour 
la  symétrie,  un  premier  coeflicient  Cq. 
On  l'écrit 

tous  les  coefficients  c  du  second  membre  ayant  leurs  indices 
respectifs  de  même  parité  que  k  :  cela  lient  à  ce  que  le  dévelop- 
pement de  pu  ne  contient  que  des  puissances  paires. 

Or  F(/*)  ne  s'annule  que  pour  /•  =  —  n  et  r  =  /i  -|-  i  ;  si  donc 
on  fait  successivement,  dans  cette  équation  (2), 

on  détermine  successivement  Ca,  C|,  ....  Ca;»,  ...,  sans  ambiguïté 
ni  impossibilité  en  fonction  de  Cq  :  en  ellet,  F (2/?  —  n)  ne  s'an- 
nule jamais  pour  />  ^  i ,  puisque  ip  —  /i  ne  peut  être  égal  à  /i  -f-  i 
pour  n  ei  p  entiers. 

Si  maintenant,  dans  (2),  on  fait  A'  =  1 ,  il  vient 

CiF(i  — n)  =  o;         troii         ci  =  o. 
De  même  k  =  3  donne 

^'3^  (3—  n)  -H  C|(       )=0  d'où  0j=O, 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  Â*  =  2  /i  -f- 1 ,  qui  donne 

c,„+,F(/i-r-i)-^r,«_i(     )-+-c,„-j(     )-t-...-Hc,(     )  =  o, 

relation     vérifiée     identiquement,     puisque     F(/i -|- 1)  =  o,     et 

C'est  précisément  la  vérification  de  cette  équation  qui  constitue 
la  condition  auxiliaire;  celle-ci  est  donc  satisfaite. 

394.  Cela  étant,  on  peut  trouver  a  priori  la  forme  d'une  inté- 
grale (au  moins)  de  l'équation  de  Lamé;  la  méthode  suivante  est 
due  à  M.  Picard  :  elle  s'applique  à  toutes  les  équations  difleren- 
tîelles  linéaires,  à  coefficients  elliptiques,  dont  l'intégrale  géné- 
rale est  méromorphe  dans  le  plan. 
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39o.  Soienly,  clyi  deux  intégrales  dislincles  de  Téqualion  de 
Lamé;  si  l'on  change  u  en  w-f-ato,,  ato,  étant  une  période 
de  pii^  Téquation  de,  Laraé  ne  change  pas,  c'esl-à-dire  que 
>'i  {u  -\-  2  W|)  et^'2('^-+"  2t0|)  sont  encore  des  solutions.  Par  suite: 

les  A  et  [JL  étant  des  constantes. 

Cherchons  s'il  existe  une  solution,  aj^'i  -+■  ^^'i,  qui  se  repro- 
duise multipliée  par  un  facteur  constant  lorsqu'on  change  u 
en  ?/  4-  2t0|.  Il  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

(^yi(u-h  aoij)  -{-  3>'i(M-f-  -2  0),)  =  s[xyi(u)  -^  ?^i(a)], 

tétant  une  constante. 

Remplaçant  ^,(^«-{-20),)  et  j^2('^  +  2co,)  par  leurs  valeurs 
ci-dessus,  on  a 

Comment  (m)  etj)*2(//)  sont  supposés  linéairement  distincts,  la 
relation  précédente  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  coefficients  de 
J'i  ^^y-i  sont  les  mêmes  dans  les  deux  membres,  ce  qui  donne 

(3)  aX,-f- |î;ai  =  a5;         aÀ,-T- ?{Ji,  =  ?*; 

et,  en  éliminant  a  cl  j3,  on  ohlienl  l'équation  en  s  : 

11  — s       ;jL| 


Aj  iXj— 5 


=  o, 


c[ui  est  du  second  ordre  et  qui  a  deux  racines,  distinctes  ou  con- 
(bndues,  mais  non  infinies,  puisque  le  premier  terme  est  s-,  Soit.Vi 
une  de  ces  racines  ;  les  relations  (3)  sont  compatibles  pour  5  =  5i, 
et  donnent  des  valeurs  pro])ortionnelles  de  a  et  j^;  il  y  a  donc  an 
moins  une  solution,  aj'i  -H  [^J'a^  qi'i  se  reproduit  multipliée  par^i 
quand  l'on  change  u  en  u  -h  20),. 

Désignons  cette  solution  par  z^{u). 

Si  2CO2  est  la  seconde  période  de  pu^  les  fonctions  Zx  (u  H-  ato^), 
5i(w-|-4w2)  sont  encore  des  solutions  de  Téquation  de  Lamé, 
comme  Zi(u)',  et  par  suite  il  y.  a  entre  ces  .trois  solutions  une 
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relation  linéaire  et  homogène 

;;i ( a  -f-  4  ««>i )  =  «1 -^i (  w) -f-  aj 5i (  a  H-  2 Wj  ), 

ai  et  a^  étant  des  constantes. 
Dès  lors,  si  Ton  pose 

(4)  ?(a)  =  5i(w-h2coj)-hX'5j(a)        (X'=:  const.), 

cp(//)  sera  une  solution  de  Téquatlon  de  Lamé  et  l'on  aura 

Ç(a  -h  2Wj  )=  Zi(u  -h  4Wt)  4-  X'5,(m  4-  2Wj) 

Choisissons  la  constante  )/  de  manière  que  )/=  rr — ! — ,  ce  qui 
est  toujours  possible,  au  moins  d\ine  manière;  il  vient 

Pi  désignant  la  constante  (X'-l-aa).  D'ailleurs  on  a,  d'après  la 
définition  même  de  Zi  ((/), 

et  par  suite  en  vertu  de  (4), 

çCa-H  2U)|)=  5|Ç(^^). 

396.  Ainsi: 

Véquation  de  Lamé  admet  toujours  au  moins  une  solution 
particulière  y  »(«),  vérifiant  les  relations 

I  <p(m-+-2(o,)  =  p,9(m), 

Oi  et  Si  désignant  certaines  constantes;  cette  solution  est  méro- 
morplie  dans  tout  le  plan,  puisque  l^ intégrale  générale  Vest 
elle-même  (*). 


(*)  L*équation  de  Lamé  ne  changeant  pas  quand  on  y  change  a  en  — u, 
9( —  u)  est  aussi  une  solulion  ;  si  donc  on  peut  calculer  9  (  a),  on  obtiendra  ainsi 
deux  solutions,  généralement  distinctes,  de  l'équation,  et  celle-ci  sera  dés  lors 
intégrée. 
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397.  Il  est  aisé  de  trouver  la  forme  générale  des  fonctions, 
méromorphes  dans  tout  le  plan,  qui  vérifient  les  relations  (5), 
sans  être  assujetties  à  d'autres  conditions. 

L'une  d'elles  est  la  fonction 

h  et  //;  désignant  des  constantes  convenablement  choisies.  En 
effet,  d'après  la  formule  d{u  H-  2(0^)  =  — e-^**^"'^***«^(^(a),  on  a 

f(u-r-  9.(0,)=/(M)e    îï)|/«^*/«W,,  f(u  -h  2  (o,  )=/(«/)«-«  V«+««w., 

et  il  suffit  de  déterminer  h  et  m  de  manière  que  Ton  ait 

—  'ir,ih  -h  'iniviii  =  log.vi,  —  ^i\ih  -h  u//i  102=  logpi, 

ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  TnCOa  —  7^20)1  =  ±  -j-  (n®  â32). 

Dès  lors,  si  o{u)  est  la  fonction  méromorphe  la  plus  générale 
vérifiant  les  relations  (5),  il  résulte  de  ces  relations  que  la  fonc- 
tion ^        ne  change  pas  quand  on  y  remplace  u  par  u  4-2ui|, 

Il  -f-  !A(02  ;  comme  elle  est  méromorphe  dans  tout  le  plan,  puisque 
o(//)  el/{u)  le  sont,  c'est  donc  une  /onction  elliptique j  E(«/), 
aux  périodes  2(0|,  âcu^,  de  sorte  qu'on  a 

^(  u  —  h)         -, ,     . 

398.  Dans  le  cas  où  o{u)  est  une  fonction  vérifiant,  non  seulo- 
ment  les  relalious  (5),  mais  l'équation  de  Lamé,  on  peut  préciser 
singulièrement  la  forme  de  la  fonction  elliptique  E(f/).  En  efiel, 
l'intégrale  ^'^6V^cv•rt/e  de  l'équation  de  Lamé  n'a,  dans  un  parallé- 
logramme, que  le  seul  pôle  u  =  o,  qui  est  d'ordre  /^,  puisque  la 
plus  petite  racine  de  l'équation  déterminante  correspondante 
est  —  //  :  donc  ©(«),  solution  particulière  de  l'équation  de  Lamé, 
admet  le  point  u  =  o  comme  pôle  d'ordre  n,  au  plus  (')  et  n'en 


(')  Kn  ciïcl,  autour  du  point  u  =  o,  une  solution  de  l'équation  de  Lamé  a  un 


I  c, 


développement  de  la  forme  — ;;  H ;p-j  -f-.. .  ;  une  autre  a  un  développement  de 

la  forme  «"-^'-f-  c\  a'*^-'-f-. . .  :  car  les  racines  de  Téquation  déterminante  sont  — ;i 
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a  pas  diantre.  Il  en  résulte  immédiateraenl,  d'après  (6),  que  E(</) 
admet  ce  même  point  comme  pôle  d'ordre  n  —  i,  au  plus,  et  ne 
peut  admettre  d'autre  pôle,  sauf  peut-être  u  =  A,  comme  pôle 
simple. 

Donc,  en  exprimant  E(w)  par  les  d  (n°  188),  on  a 

.,,    v__  :f{u  —  a\)^(^u^af).  ,.'^(u  —a„) 

une  ou  plusieurs  des  constantes,  a\^  ...,  ^r,,,  pouvant  être  o  ou  //, 
et  «1  4-  «2  -f-  •  •  •  -h  CLn  étant  égal  à  A  -H  Période.  On  a  ainsi 

et  il  est  certain  que  l'équation  de  l^amé  admet  une  solution 
particulière  de  cette  forme.  Il  ne  reste  qu*à  substituer  o{u)  dans 
cette  équation,  et  à  déterminer  m,  «i,  «2,  ...,  ûf//,  en  donnant 
ù  u  des  valeurs  particulières,  ou  par  toute  autre  méthode.  La  solu- 
tion îo(w)  étant  ainsi  connue,  <p( —  u)  sera  une  seconde  solution, 
comme  on  l'a  observé  plus  haut;  et  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion de  Lamé  sera  ^  =  C|©(w)  4-  c'2ç( —  u). 

399.  Intégration  de  l'équation  de  Lamé  pour  n  =  \.  —  L'équa- 
tion de  Lamé  est  alors 

(7)  5^  =  »(P« +  >>)>-• 


On  a  dans  ce  cas  : 


<p(a)  =  <?'»«*  -1— 1, 


d'où  l'on  tire 


i- — i  =  m  H-  Ç(a  —  a)  —  Cm, 


et  /i  +  i.  Pour  une  solulion  quelconque,  on  a  donc  le  développemeni 

y(-^  -H  ~^-^-{',..\-h\l'{u''■*^^'^c\u''^'-{-.,.)        (X'  et  HL'=const. arbitraires), 

et  Ton  voit  que  si  X'  <  o,  a  =  o  est  un  pôle  d'ordre  n  pour  cette  solution  ;  si  X'  =  o, 
c'est  un  zéro  d'ordre  n-^  », 
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et,  en  dérivant, 

ti 
?( 
ou 


")        L?(")J 


tTTri  =[''*-+-!;("  —  «)  —  ;"]*—}>(  w  —  «)-fr-pM. 

Il  faut  écrire  que  o(u)  vérifie  Téqualion  (^)  de  Lamé,  à  savoir 
-î-^^ — -  =  2(p//  -+-  A),  ce  qui  donne 

[m-h^i  u  —  a)  —  ; ;/ ]*  —  p( a  —  « )  —  pu  —  2 X  =  o. 

[|  s^agit  de  déterminer  les  constantes  a,  6,  m  de  manière  que 
celte  équation  soit  satisfaite  quel  que  soit  u,  et  Von  est  certain, 
a  priori,  que  cela  est  possible. 

En  employant  la  formule  ^(u  —  t^)  du  n"  197,  on  écrit  la  rela- 
tion précédente 

(  /?i  — Ça  -H  -  =- —  )  — [p(a — a)-h  pu~^pa]-hpa  —  ^\  =  o, 

\  1    pu  —  pCl  /  f        r  r      s        4  » 

ou,  d'après  la  formule  qui  donne  p{u  ±  v)  (n®  198), 

\  '  2    pu  —  paj         4\pw  — pa/        '^ 

Développons  le  premier  carré  et  réduisons,  nous  avons 

(8)  (/H  —  ;^/j2-+-(//i  —  ra)(  ^  ^^  "^^^  ^^  \^  pa—xl  =  o. 

'       \  pu  —  pet  / 

Le  premier  membre,  qui  doit  être  nul  identiquement,  est  une 
fonction  rationnelle  de  pu  et  p'u,  (|u'on  peut  mettre  sous  la 
forme  M(pu)-^  p'  u^(pu),  M  et  N  étant  rationnels  en  pu.  Pour 
qu'une  telle  fonction  soit  nulle  identiquement,  il  faut  et  il  suffit 
que  M  et  N  soient  nuls  identiquement:  sinon  on  aurait 

(|ucl  que  soit  u,  ce  qui  est  impossible,  car  le  second  membre  est 
une  fonction  monodrome/?rt//*e  de  w,  et  le  premier,  p'f/,  est  une 
fonction  impaire.  On  a  donc  d'abord  N  =  o,  c'est-à-dire  m  =  ^a\ 
il  reste  ensuite,  dans  (8),  2X  z=:  pa. 
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Si  donc  a  est  une  solution  quelconque  de  l'équation  "pa  =  2/, 
l*équation  (7)  de  Lamé  aura  comme  intégrale  la  fonction 

y    '^(u  —  a) 
e«;« :; 

cru       ' 

une  autre  intégrale  s'obtiendra  par  le  changement  de  â;  en  —  a, 
puisque  p(  —  ûr)=  pa^  et  sera 

^U         ' 

elle  se  déduit  d'ailleurs  de  la  précédente  par  le  changement  de  // 
en  —  u. 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  (7)  sera  dès  lors 

y    ^(u  —  a)  y    ^(u-ha) 

y  =  c,e"-^«  -^ h  c,e-"C« -. 

•^  s'a  Cm 


H.  -  II.  iH 
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CIIAPITUE  VI. 


KQl  ATIONS  A  ex  DKIUVEES  PAirriKLLKS. 


I.  -  GÉNÉRALITÉS. 


100.  On  nomme  équation  aux.  dérivées  partielles  une  relation 
entre  une  fonction,  ^,  de  plusieurs  variables  indépendantes, 
ces  variables  x^y,  ...,  et  les  dérivées  partielles  des  divers  ordres 
de  z  par  rapport  à  x,  >*,  ....  L'équation  est  d'ordre  n  si  la  dérivée 
partielle  de  l'ordre  le  plus  élevé  qui  y  figure  est  elle-même 
d'ordre  n.  Ainsi  l'équation 

^/  oz     ùz      ù^z  \ 

est  du  second  ordre. 

toi.  L'intégrale  générale  d'une  équation  diirérenlielle  ordi- 
naire d'ordre  n  contient  n  constantes  arbitraires;  de  même  l'inlc- 
grale  génriale  d'une  équalion  aux  dérivées  partielles  d'ordre  n 
coiiliciit  n  fonctions  arbitraires.  On  peut  s'en  rendre  compte 
<u3nime  il  suit,  en  se  bornant  à  ré(|ualion  du  premier  ordre,  à  deux 
vaiiablcs  Indépendanles. 

Soit  l'équallon 

,.  /  Oz      i)z  \ 

./  (•'•,.»',  3,  -—,—)=  o; 
(Kr     (ty/ 

résolvons-la  par  rapport  à  l'une  dos  dérivées  partielles  : 

*tz  I  oz\ 

Je  dis  que  l'équalion  (i)  admettra  une  solution  z^  qui, 
pour  jr  ^:=  o,  se  réduira  à  une  fonction  arbitraire  de  r,  A(^).  Eu 
effet,  en  développant  z  par  la  formule  de  Maclaurin,  suivant  les 
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puissances  croissanlcs  de  x^  on  aura 

Or  Téqualion  difTérenllelle  (i)  permet  de  calculer  la  valeur, 
pour  j?  =:  o,  de  tous  les  coefficients  de  ce  développement. 

Le  premier  terme  en  effet,  w(o,  y),  est  égal,  d'après  Thypothesc, 

Or  je  dis  que  si   Ton  connaît  les  n  premiers  coefGcients 

on  pourra  calculer   le    suivant,    c'est-à-dire   ( — j\      •  En  effet, 

Téquation  proposée  (i),  dérivée  (//  —  i)  fois   par  rapport  à  ^, 
donne 

t)'*Z        .             .    /                   oz               o'^-^  Z     OZ       O^Z  0"  z       \ 

(i)     =  fond. de  {  X,  )'    c,  —- >  •  •  •  > ■  >  —  ,  —  >  •  • . ,  —    — -  ) • 

Faisons  dans  cette  relation  x  =  o  :  les  valeurs  de 
sont  des  fonctions  de  y  supposées  connues;  soit 

\  dx   /  X  » 

on  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  r, 


valeur  cherchée  de  i  t— r  ) 

/  X=0 


et  par  suite,    toutes  les   quantités  <|ui  iigurent  dans  le  second 

membre  de  (3),  où  l'on  fait  j?  =  o,  sont  connues,  ce  qui  donne  la 

/d»z 
\dx^ 

Le  premier  terme  du  développement  (2)  étant  connu,  on 
pourra  ainsi,  de  proche  en  proche,  calculer  ^tous  les  autres,  et  ce 
développement  donnera  une  fonction  z,  de  J7,  y,  satisfaisant  à 
l'équation  proposée  (i),  et  prenant,  pour  a:  =  o,  la  valeur  •i(j'). 
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11  resterait  à  démontrer  que  le  développement  est  convergent, 
ce  qui  a  été  établi  par  Cauchy  :  admettant  cette  convergence  soos 
certaines  conditions,  on  voit  que  la  solution  z  obtenue  contient, 
dans  son  expression,  la  fonction  arbitraire  '!^(y). 

102.  Remarque.  —  Géométriquement,  cette  proposition 
s'énonce  ainsi  :  inéquation  dilTcrentielle 


admet  une  solution,  :;  =  ?(•''>  x)^  telle  que  la  surface  représentée 
par  Téquation 

passe  par  une  courbe  donnée,  z  =  '}(>'),  du  plan  x  =  o. 

403.  Plus  ^généralement,  on  peut  dire  que  Téquatlon  différen- 
tielle admet  une  solution,  ^  =  cp,(x,^),  telle  que  la  surface 
z  —  cpi  (j7,  y)  =  o  passe  une  courbe  donnée  de  Tespace. 

Soient  en  effet 

les  équations  de  cette  courbe;  prenons  pour  variables  indépen- 
dantes, à  la  place  de  x  et  de  r,  les  quantités  ;  et  yj  définies  par 

Nous  aurons 

()Z         ()Z    ()z  fiz  ()t         oz 

f)x  ~~  f>;    ô:c        Or^   Ox  ~  d^  ' 

ôz  ()z  ()^        ()z   (h^  ôz  _.,  Oz 

L'équation  différentielle  proposée  deviendra,  si  l'on  y  remplace 
.r,  ),  — ->  -"»  parleurs  valeurs  ci-dessus. 


/^  fJZ     oz\ 


elle  est  toujours  du  premier  ordre;  elle  admet  donc  une  solution 
^  =  '^(;,ri),  telle  que  la  surface  :;  —  »(;, 7|)=o  passe  parla 
courbe   ;  =  o,  ^  = 'i(ri)  ;  ce  qui  revient  à  dire  que  Téquation 
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dilTércntielle  primitive  admet  une  solution,  z  =  <p[j; —  ^{y)^y\f 
telle  que  la  surface  correspondante,  :;  —  0  =  0,  passe  par  la 
courbe  j:  =  F(^'),  z  =  •}( r)- 

-lOi.  Le  raisonnement  du  n"  401  s'élend  à  une  équation  d'ordre 
quelconque;  par  exemple,  étant  donnée  une  équation  du  second 
ordre,  à  deux  variables  indépendantes, 

/  ()z     àz     ô*z      à*z      ô*z\ 

on  pourra  trouver  une  solution,  ^,  telle  que,  pour  x  ==  o,  on  ait 

î  (£)„.-*■'-'• 

•i  et  '}i  étant  deux  /onctions  arbitrairement  choisies  de  y. 

Géométriquement,  cela  signifie  que  Téquation  (4)  admet  une 
surface  intégrale,  5  =  ©(jr,  jv),  passant  par  une  courbe  donnée 
5='^(j>'),  du  planx  =  o,  et  ajant,  en  chaque  point  de  cette 
courbe,  un  plan  tangent  déterminé  :  car  le  plan  tangent  en  un 

ÔZ       ^   ()Z 
r-  et    -- 

ux        Oy 

point;  or  la  seconde  équation  (5)  fait  connaître  -^  tout  le  long  de 
la  courbe  considérée,  et  la  première  équation  (5),  dérivée  par 
rapport  à  j^,  donne  de  même  -p- 

40o.  Plus  généralement,  on  verrait,  comme  au  n"  403,  que 
réquation(4)admet  une  solution  ^:=o(.r,j^),  telle  que  la  surface 
intégrale  correspondante,  z  —  cp(x,  r)  =  o,  passe  par  une  courbe  C 
de  l'espace  arbitrairement  choisie,  et  touche  tout  le  long  de  celte 
courbe  une  surface  donnée  quelcon(|ue,  passant  également  par  C. 

406.  Nous  allons  maintenant  indiquer  les  procédés  connus 
pour  intégrer  les  équations  aux  dérivées  partielles^  ou  plutôt /70///' 
les  ramener  à  des  systèmes  d'équations  différentielles  ordi- 
naires (à  une  seule  variable);  nous  nous  bornerons  au  cas  des 
équations  du  premier  ordre,   et  même,   dans  le   champ  ainsi 


point  est  déterminé  si  Ton  connaît  les  valeurs  de  -r-  et  -r^  en  ce 


438  TROISIEME   PARTIR.   —   ÉQUATIONS   DIFFÉRENTIELLES. 

restreint,  à  des  cas  particuliers:  i®  celui  des  équations  linéaires 
par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  inconoue; 
a*^  celui  des  équations  à  deux  variables  indépendantes  : 


-/  as    dz\ 


II.  -  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DU  PREMIER  ORDRE 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES. 


1°  Équations  linéaires  et  homogènes, 

407.  Considérons   d'abord   l'équation,    linéaire    et  homogène 
par  rapport  aux  dérivées, 

,  _,    ôz       -,    dz  „     dz  \ 

enlre  les  dérivées  d'une  fonction  inconnue  5,  et  les  n  variabr.es 
indépendantes,  ^,,  ^2?  •  ••?  ^/f  On  suppose  essentiellement  qu^ 
\,,  Xo,  . . .,  X,i  sont  des  fonctions  de  Xt,  ^2?  •  •  •»  -^/t  seuls,  c'esl-^, 
y-dire  ne  contiennent  pas  l'inconnue  z, 

\ 

408.  Solution.  —    Pour  intégrer  Féqualion  (i)  on  intégrera  le     ' 
système    auxiliaire    d'équations    différentielles  ordinaires, 
d'ordre  n  —  i , 


(•') 


\i        Xj  x„ 


Son  intégrale  générale  renfermera  (/i  —  i)  constantes  arbitraires, 
r'csl-â-dire  que,  entre  .ri»  . . .,  j*„,  il  y  aura  (/i —  i)  rclalvions  con- 
tenant les  {n  —  i)  constantes  c^ ,  Cj,  ....  Cn^\ .  Résolvant  ces  rela- 
tions par  rapport  aux  constantes,  on  aura 

^"  ••: , 
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les  fonctions  Çi,  02,  . ..,  cp/i_i  étant,  (n**  3î29),  (n  —  1)  intégrales 
premières  distinctes  du  système  (2). 

Cela  posé,  la  solution  générale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  (1)  est 

/étant  une  fonction  arbitraire;  et  toutes  les  solutions  sont  com- 
prises dans  cette  formule. 

Démonstration  J —  Je  dis  d*al>ord  que  les  fonctions  ©i,  02,  . . ., 
©/i_i,  et  plus  généralement  une  intégrale  première  quelconque,  ©, 
du  système  (2),  sont  des  solutions  de  Péqualion  (1).  En  effet,  si 
Ton  a,  pour  les  valeurs  de  Xx^  X21  *- -•>  Xn  qui  satisfont  au  sys- 
t4>me  (2),  la  relation 

on  aura,  en  difTérentiant, 

do    ,         do    .  00    , 

dl\  '^'  +  J;  dx,^...-^  ^^  cix,,  =  o, 

équation  qui  a  lieu  pour  les  mêmes  valeurs  de  Xt,  X'2,  ....  ^/i  ;  en 
y  remplaçant  e/j7|,  dx^j  . . .,  dx,t  parleurs  valeurs  proportionnelles 
tirées  de  (2),  on  a 

'  ()xi  Oxî  OXfi 

Cette  équation  (4)  a  encore  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de 
Xij  x^t  . ..,  :r„  vérifiant  le  système  (2);  elle  est  satisfaite,  en  par- 
ticulier, pour  les  valeurs  initiales,  lesquelles  sont  arbitraires 
(n**  324)  :  elle  a  donc  lieu  quels  que  soient  oti,  x^^  ...,  x,,,  c'est- 
à-dire  que  o{x\^X2j  ..-,  ^n)  est  une  solution  de  Téquation  pro- 
posée (i). 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  trouver  la  solution  la  plus  générale  de 
cette  équation  (i). 

Observons  à  cet  effet,  qu'une  au  moins  des  fonctions  X|,  ...  X/^ 

t  pas  nulle;    soit  par  exemple   X/i^o.   Prenons   alors   pour 

es  indépendantes  à  la  place  de  Xi,  Xi^  ...,  Xn^\j  ^n  les 


^" 
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fondions  0|,  o-j,  ...,  »;,_|,  et  Xn  (*)î  la  solulion  générale  cher- 
chée, 3,  sera  de  la  forme 

^  =  F(<pi,  <p2,  .  .  .,  9,,_i,  Xn), 

Écrivons  qu'elle  vérifie  (i),  et  à  cel  eflcl  formons  ^~J  •••,  --^« 

fjx  I  ox  n 

On  a 


ôz   _  ôF    c)ç,                     ôF 
ÔXi   ~  Ôtix   àxi         "'       d^n^i 

ôz         ôF  ôoi                     ôF 
dXi        c)ç,  ôx^     •  •••       ^^^_^ 

OXf 

ôz         ôF   c»ç>,                      r)F 

—          .       •         1             ; 

ôXn       <)oi  <)a:«    •  •••       (>o^_j 

» 

ÔX,t 

ÔF 

ÔXn* 

ôF 

-- —  élant  la  dérivée  parlielle  de  F  par  rapport  à  x,,,  en  tant  que 

cette  variable  figure  explicitement  dans  F.  Portant  ces  valeurs 
dans  (i),  on  obtient,  en  tenant  compte  des  équations  telles  que  (4) 
qui  expriment  que  0|,  cp2,  ...^tp^^i  sont  des  solutions  de  (i), 

\«-—  =  o; 

OXn 

ôF 
d'où,  puisque  X,,  n'est  pas  nul,  - —  =  o.  Ainsi,  il  faut  et  il  suffit 

que  la  fonction  F(oi,  ©2»  •••?©/#-!?  ^n)  ne  contienne  pas  explicite- 
ment x„y  c'est-à-dire  soit  une  fonclion  de  ©,,  ©ji  •••>  î5„_|,et  l'on 
a  des  lors,  pour  la  solulion  la  plus  générale  de  la  proposée  (i), 

F  élant  une  fonction  d'ailleurs  arbitraire. 

L'intégration  de  Téquation  (4)  est  ainsi  ramenée  à  celle  du 
syslcine  (2):  on  voit  que  la  solulion  la  plus  générale  de  (1)  est 
donnée  par  l'inlégrale  première  la  plus  générale  de  (2),  et  que 
rinlégratlon  de  l'é([uallon  (1)  et  celle  du  système  (2)  sont  deux 
problèmes  absolument  équivalents. 

(')  Ainsi,  nous  prenons  pour  variiiblcs  indejtendantes  5,,  9.^,  ...,  9^_,  el  x„: 
ce  cliangemcnt  de  variables  est  possible,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  relation 
entre  9,,  Çj,  . . . ,  »^_,  et  x,^.  Car  :  1°  il  n'y  a  pas  de  relation  entre  »,,  9,,  . . . ,  9„_p 
intégrales  premières  d'un  système  diflérentiel  canonique  d'ordre  (n  —  i)  (n''32y): 
2°  il  n'y  a  pas  de  relation  de  la  forme  x^=  fonct.  de  (9,,  ^j,  ...,  9„_,  ),  car  une 
telle  relation  exprimerait  que  j:„=  consl.  est  une  intégrale  i)remièie  du  système  (2), 
ce  qui  entraînerait,  dans  (2),  dx^^—  o,  et  par  suite  X„  =  o,  hypothèse  écarlcc. 
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i09.  Exemple.  —  Soit  Inéquation 


ôz  ùz 


ôx      '^  dy         ' 


qui  rentre  bien  dans  le  lype  (i).  Le  système  auxiliaire  (2)  est 

dx       dy 

X    ""   y' 

et  rinlc;:ralion  donne 


v  =  ciir;         d'où         C|  = — 

X 


La  solution  la  plus  générale  de  la  proposée  est  donc 


-œ 


F  étant  une  fonction  arbitraire. 


14'*  Equations  linéaires  à  second  membre, 
^lO.  Soit  maintenant  Téquation 

(j)  X,- hX,-r h...H-\«-- =Z, 

Oxi  ox^  ôXa 

OÙ  non  seulement  il  y  a  un  second  membre,  Z,  mais  où  les 
X|,  K2,  ...,  X/,  et  Z  sont  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes, J7|,  . . .,  x,t^  et  de  la  fonction  inironnue  z. 

Supposons    que    Tinconnue   z   soit    définie  par  une  équation 
implicite 

(6)  4>(ar,,  Xi,  ...,  r„,  z)=zo, 

et  cherchons  à  déterminer  la  fonction  4>  de  telle  sorte  que  z 
vérifie  la  proposée  (5).  On  tire  de  (()),  en  dérivant  successivement 
par  rapport  à  chacune  des  variables  indépendantes  x^,  x^y  ••••,  x,,^ 


Oxi         ôz  dxx 


d^  fM>  ôz 

ôxi  ôz  ÔXx 

cM>  ô^   ôz    _^ 

OXt  ôz    ÔXn  ^ 
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équations  qui  donnent -r-^>  j^>  •••>  sous  la  forme 

»^^— •     ^'""  '     -  ■  ^^—  f  •    •    •  • 

C>J7|  (>Xi   '  OZ 

Portons  ces  valeurs  dans  (5),  nous  avons 

(7^  A|- h  A, h...-f-\rt- hZ-—   =0, 

fya-i  f>j*i  (>j^«  oz 

équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion 4'.  Pour  que  la  fonction  5,  définie  par  4>(^|,  ....  .r„_j,  z)  =  Oj 
soit  une  solution  de  la  proposée  (5),  il  n'est  pas  nécessaire  que 
Téqualion  (7)  ait  lieu  identiquement,  c'est-à-dire  quels  que  soient 
Xi,  J*.j,  ...,  Xni  z;  il  suffit  qu*elle  ait  lieu  pour  les  valeurs  de 
Xij  . . .,  Xn^  ^  qui  vérifient  ^{x^,  . ..,  x„,  z)=  o.  Si  donc  nous 
déterminons  4>  en  regardant  Inéquation  (7)  comme  ayant  Heu 
identiquement,  nous  obtiendrons  ainsi  des  solutions,  :;,  de  Téqua- 
tion  proposée,  mais  nous  ne  serons  pas  sûrs  d'obtenir  toutes  les 
solutions.  Suivons  néanmoins  cette  marche. 

L'équation  (7),  quand  on  la  suppose  vérifiée  quels  que  soient 
.Ti,  X2j  . . .,  Xfii  5,  est  une  équation  aux  dérivées  partielles  en  4>, 
les  variables  indépendantes  étant  J7|,  ...,  Xn,  z;  elle  est  du  tjpe 
que  nous  savons  intégrer  (n"*  408  et 409).  Ou  considère  à  cet  effet 
le  système  auxiliaire  de  n  équations  : 

dxi  _  ri.ri  _        _  dx,,        dz 

A|  Aj  \„  / 

que  Ton  intègre  sons  la  forme 

et  Ton  obtient  la  solution  générale  de  (7)  par  la  formule 

/"étant  une  fonction  arbitraire.  Donc  une  solution,  w,  de  Téquation 
proposée  (5),  sera  définie  par  la  relation  implicite 

411.  yi  priori,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  ne  doit 
pas  s'attendre  à  avoir  ainsi  la  solution  la  plus  générale  :  mais  on 


(S» 
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peiil  établir  que  la  solution  (9)  ne  laisse  échapper  que  des  solutions 
exceptionnelles,  ne  renfermant  pas  de  constante  arbitraire. 

Soit  en  effet  4>(ari,  x^i  ...<.  Xn^  z)=c  une  solution  de  la  pro- 
posée (5)  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  c  (*);  en  tirant 

de  cette  relation  -7---»  t—»  •••  comme  on  Ta  fait  plus  haut,  et 

portant  dans  (5),  on  retombe  sur  Téquation  (-j),  à  savoir 

équation  011  c  ne  figure  pas  explicitement,  et  qui  doit  avoir  lieu 
pour  les  valeurs  de  x^,  x^,  . . .,  x»^  z  vérifiant  la  relation 

Or,  c  étant  une  constante  arbitraire,  cette  dernière  relation  est 
vérifiée  par  des  valeurs  initiales  simultanément  arbitraires  de 
a:^,  . , ,,  x„f  Zy  c'est-à-dire  que  (7)  doit  avoir  lieu  identiquement, 
quels  que  soient  x^,  . . .,  x,t,  z. 

Par  suite,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  4>  est  une  fonction  de 
9m  ?2>  •••?  ?«>  ^^  ^^^  ^^^^  '^  solution  ^{Xi.  ...,  Xfi,  z)=c  est 
comprise  dans  la  solution  (9)  : 

où  y  est  une  fonction  arbitraire. 

Donc,  comme  nous  l'avons  annoncé,  s'il  existe  d'autres  solu- 
tions que  la  solution  (9),  ce  sont  des  solutions  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire,  qu'on  nomme  solutions  singulières, 

412.  Règle.  —  Voici  donc  l'énoncé  de  la  règle  d'intégration  qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  celle  du  n°  408  : 

Soit  l'équation 
OÙ  z  est  l'inconnue,  Xi,X2,  . . . ,  x,i  les  variables  indépendantes, 


(*)  On  suppose  réqiiation  entre  x,,  Xj,  ...,  x^t  2  et  c  résolue  par  rapporta  la 
constante  c,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité. 
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etUi,  Xa,  . . .,  Z  des  /onctions  de  x,,  X2^  .  • .,  ^/t,  ^.  Pour  l^ in- 
tégrer, on  intégrera  le  système  auxiliaire  d^ équations  diffé- 
rentielles  ordinaires  {d'ordre  n)  : 

dxx        dxi  __  dxn        dz 

(  o  ^  -^ —    —    -7: —    —  ...  —  -^ —  -7^  f 


-"^I 


X,  \n  Z 


ce  qui  donnera  n  relations  qu'on  résoudra  par  rapport  aux 
n  constantes  arbitraires  : 

m 

La  solution  générale  z  de  l'équation  proposée  sera  donnée 
par  la  relation  implicite 

y  étant  une  fonction  arbitraire  :  mais  certaines  solutions  (sin- 
gulières, ne  renfermant  pas  de  constante  arbitraire)  pourront 
échapper  à  cette  formule. 

413.  Exemples.  —  1°  Equation  des  cylindres.  —  C'est  Téqua- 
lion  aux  dérivées  partielles  (Tome  I,  n"  120) 

ôz       ,  dz 
a  - — h  0  ^     =1,        (a  et  ^-— const.)- 

f)x  dy 

Le  syslème  auxiliaire  (8)  est  ici 

(Ir        (ly        dz 
a  b  I 

d'où  Ton  lire 

X  —  az^  cj,         y  —  bz  -  c,, 

et  la  solution  générale  de  la  pro[)osée  est  donnée  par 

f(x  —  az,y  —  bz)  =  i), 

f  étant  une  fonction  arbitraire.   Celte   équation    représente    un 
cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  a,  6,  i . 

2"  Equation   des  fonctions  homogènes,    —    Soit   à   intégrer 

Téquation 

Oz  ôz 

X h  V  -  -    —  //l  5 . 

ox  dy 
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Le  système  auxiliaire  (8)  csl  ici 

(8  bis)  —  =  -^  = , 

*  X         y         mz 

d'où  Ton  lire 

ou 

z 

L'intégrale  générale  de  la  proposée  est  donc 

f(l.,Z)=o,  ou  ±.  =  o(^-), 

G  étant  une  fonction  arbitraire.  L'inconnue  z  est  donc  une  fonc- 
tion homogène  quelconque  de  x  eiy,  d'ordre  m. 

3**  Equation  des  sur/aces  de  révolution,  —  Soit  à  intégrer 
ay  —  bx -k-  -j-Kcy  —  bz)-k-  —  {az  —  ex)  =  o. 

Le  système  auxiliaire  (8)  est 

dx  dy  dz 


(8  ter) 


cy  —  bz       az  —  ex       bx  —  a  y 

On  en  lire 

a  dx  -\'  b  dy  -^  c  dz  =  o, 

X  dx  -\-  y  dy  -{-  z  dz  =  o, 

relations  qui  s'intègrent  de  suite  et  donnent 

Cl  =  ax  -^^  by  -+•  cz, 

Ci  =  a-*  H- j'*  -4-  5»; 

c'est  l'intégrale  générale  du  système  différentiel  (8  ter),  La  solu 
lion  de  la  proposée  est  donc  fournie  par  l'équation  implicite 

/(ax-f-  by-hcZj  x^-^y^-^  z^)  =  o, 
qui  représente  une  surface  de  révolution  autour  de  la  droite 

-  =  -^-^  =  f . 
abc 
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4°  Soit  à  intégrer  l'équation 

dz  dz 

--   -+-   3  -r-    =  O. 

dx  Oy 

Le  système  auxiliaire  est 

(Ix      dy  __  dz 

i  z  o 

Le  dernier  rapport  entraîne  dz  =  o,  d'où 

Cl  =  z. 

Portant  cette  valeur  de  s  dans 

,        dy 
dx  =  —9 

on  en  conclut 

y  =  CiX'^Ci, 

d'où 

c,  =  3,         Ci=y  —  zx, 

et  Tinlégrale  générale  de  la  proposée  est  donnée  par  Téquation 

f(z,y-^zx)=zo, 

y'étant  une  fonction  arbitraire. 

Ml.  Interprétation  géométrique  de  la  méthode   d'intégration. 

—  Soil  réqualion  dilîerenlielle  à  deux  variables  indépendantes,  r 

Oz  Oz 

(lo)  P—  -H(,>    -   =  H, 

0.r  Oy 

qui  est  TéquaLion  (5)  dans  le  cas  de  n  =  'x  :   P,   Q,   K  sont  do 
fonctions  de  x^  y.  z. 

Considérons  la  droite  D  qui  a  pour  équations 

\    -T        Y-r        Z       z 


(t); 


V  O  K 


à  cbaquc  point  x,  y^  z  de  l'espace  correspond  ainsi  une  droite  D, 
passant  par  ce  poinl. 

Soit  :;  =  '^(x^y)  une  intégrale  de  Téqualion  (lo)  :  cette  équa- 
tion (lo)  exprime  que  le  plan  tangent  à  la  sur/ace 
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au  point  (xj ^^,  ^),  contient  la  droite  D  relative  à  ce  point,  car 
ce  plan  langent  est 

Cela  posé,  appelons  courbe  caractéristique  une  courbe  qui,  en 
chacun  de  ses  points  x,  y^  z^  admet  pour  tangente  la  droite  D 
correspondant  à  ce  point  :  les  courbes  caractéristiques  seront  déG- 
nies  analytiquement  par  le  système  diflercnliel 

^  dx       dv       (Iz 

(G)  _  =  ^  =  ~, 

dont  rintégrale  générale,  qui  renferme  deux  constantes  arbitraires, 
est  de  la  forme 

(il)  Ci=3>,(a:,  j',  z),         c,=  Oj(j:,  j,  j). 

Ces  deux  équations  (i  i)  sont  celles  des  courbes  caractéristiques: 
celles-ci  sont  en  nombre  doublement  infini  (*). 

Or  toute  surface  engendrée  par  des  caractéristiques,  associées 
suivant  une  loi  quelconque,  est  une  intégrale  de  Inéquation  pro- 
posée (lo)  :  car,  en  chaque  point  (j^*^,  5)  de  cette  surface,  le 
plan  tangent  contient  la  langente  à  la  caractéristique  qui  passe 
en  j7,  y^  z,  c'est-à-dire  la  droite  D  relative  à  ce  point. 

Réciproquement,  sur  toute  surface  intégrale  de  Téquation  (lo), 
il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques.  En  effet,  on  peut  tracer  sur 
une  surface  quelconque.  S,  une  série  simplement  infinie  de  lignes 
définies  par  la  condition  de  toucher,  en  tout  point  de  S,  une  droite 
déterminée  située  dans  le  plan  tangent  :  ainsi  les  lignes  de  cour- 
bure sont  celles  qui  touchent,  en  chaque  point,  un  des  axes  de 
l^indicatrice.  Or,  pour  une  surface  intégrale  de  (lo),  en  tout 
point  M,  la  droite  D  relative  à  M  est  dans  le  plan  tangent,  puisque 
Téquation  (lo)  exprime  précisément  cette  propriété  :  on  en  con- 
clut qu'il  y  a  bien,  sur  la  surface,  une  série  simplement  infinie  de 


(')  Les  équations  (ii)  donnent  la  solution  générale  du  système  difTéren- 
tîel  (C);  elles  ne  donnent  pas  toutes  les  solutions.  Les  solutions  singulières  du 
système,  s*il  en  existe,  ne  sont  pas  nècessairenient  comprises  dans  les  for- 
mules (il). 
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lignes  touchant,  en  chacun  de  leurs  points,  la  droite  D  correspon- 
dante, c'est-à-dire  une  série  de  caractéristiques  (*). 

L'intégrale  générale  de  (lo)  est  donc  une  surface  quelconque, 
engendrée  par  les  caractéristiques  :  or,  pour  que  la  caractéris- 
tique (i  i), 

engendre  une  surface,  il  suffît  d*élablir  une  relation,  quelconque 
d'ailleurs,  entre  Cx  et  c^, 

/(c,,c,)  =  o, 

de  sorte  que  les  surfaces  intégrales  cherchées  sont  données  par 

Téqualion 

/(?i»?î)  =  o, 

y*  étant  une  fonction  arbitraire.  On  retrouve  ainsi,  par  une  voie 
géométrique,  les  résultats  analeptiques  du  n"  412. 

415.  Remarque.  —  Si  Ton  veut  trouver  la  surface  intégrale  qui 
contient  une  courbe  donnée,  on  prendra  les  caractéristiques  qui 
passent  par  les  divers  points  de  cette  courbe  :  leur  lieu  sera  la  sur- 
face cherchée.  De  même,  on  obtiendra  une  surface  intégrale  cir- 
conscrite à  une  surface  donnée  en  prenant  les  caractéristiques  qui 
louchent  cette  surface. 

416.  Exemples.  —  i**  Dans  Tinlégration  de  Téquation  aux 
dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolution,  on  a  trouvé  pour 
les  caractéristiques 

les  caraclérisliqucs  sont  donc  des  cercles,  situes  dans  des  plans 


(*)  Ce  raisonnement  peut  soulFrir  des  exceptions.  En  elFet,  les  courbes  qui 
louchent  en  chacun  de  leurs  points  la  droite  D  correspondu  nie  ne  sont  pas  né- 
cessairement des  caraclérisliqucs,  parce  que  le  svslème  diirérenliel  (C)  peut 
admettre  comme  solutions  {singulières)  d'autres  courbes  que  les  caractéris- 
tiques. Mais  si  de  telles  courbes  existent,  elle  ne  peuvent  dépendre  que  d'une 
constante  arbitraire,  au  plus,  puisqu'elles  ne  constituent  pas  la  solution  géné- 
rale du  système  (C);  elles  ne  peu>ent  dès  lors  engendrer  qu'une  seule  surface, 
dont  l'équation  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire.  Cette  surface  est  d'ail- 
leurs, quand  elle  existe,  une  solution  singulière  de  l'équation  proposée  (10);  on 
démontre  qu'elle  est  TenNcloppc  des  caractéristiques. 
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perpendiculaires  à  l'axe  —  =  y  =  -,  et  ayanl  leurs  centres  sur  cet 

axe  (parallèles). 

2"  Déterminer  une  surface  telle  que  le  plan  tangent  en  un 
quelconque  de  ses  points,  M,  rencontre  Oz  en  un  point  qui 
soit  équidistant  du  point  M  et  de  C origine. 


Le  plan  tangent  en  M,  (^,  ^,  w),  étant 

Z 


àz    ..  ùz  ._, 

OX  ÔY  '^ 


Téquation  du  problème  est 


,       /     ùz  dzY       I  ùz  ÙZ\*' 


ou,  après  réductions, 


(12) 


ùz 


ùz 


«2 


ùx  ùy 


—  r'  —  r^ 


ùz        ùz 
C'est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  ~  et  ~  >  qu'on  intégre- 

rait  aisément  par  la  méthode  analytique  générale;  il  sera  plus  inté- 
ressant de  l'intégrer  géométriquement. 

Soit  M  un  point  quelconque  d'une  surface  intégrale;  désignons 
par  T  le  point  de  O5  équidistant  de  M  et  de  O  {^fig-  90)  :  le  plan 

Fig.  90. 


tangent  à  la  surface  intégrale  en  M  doit  passer  par  T,  c'esl-à-dire 
contenir  la  droite  MT.  C'est  là  la  condition  nécessaire  et  suffisanle 
que  doivent  vérifier  les  surfaces  intégrales  ;  c'est  celle  qu'exprime- 
rait analytiquement  l'équation  (12). 

Il  en  résulte  que  MT  est  la  droite  D  qui  correspond  au  point  M. 
H.  —  II.  29 
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Cherchons  maintenant  les  caractéristiques,  c'est-à-dire  les 
courbes  qui  admettent  pour  lanp;enlc»  en  un  point  quelconque  M,  la 
droite  D  (c'est-à-dire  MT)  relative  à  ce  point.  L'égalité  Ï0  =  TM 
montre  que  la  droile  MT  est  tangente,  en  M,  au  cercle  qui  passe 
par  M  et  qui  touche  O:;  au  point  O;  par  suite  les  cercles  (en 
nombre  doublement  infini)  qui  passent  par  l'origine  O  et  touchent 
en  ce  point  l'axe  Oz  sont  les  caractéristiques. 

l^a  surface  intégrale  est  donc  une  surface  quelconque  engendrée 
par  des  cercles  touchant  O3  en  O;  un  tel  cercle  est  situé: 
1°  dans  un  plan  mené  par  Oj  ;  2®  sur  une  sphère  passant  par  l'ori- 
gine O,  et  touchant  en  ce  point  un  plan  arbitrairement  choisi 
mené  par  Ozy  le  plan  o:  ==  o,  par  exemple.  Les  caractéristiques 
ont  donc  pour  équations 

d'où,  pour  l'équation  d'une  surface  engendrée  par  ces  lignes, 

ou 


Xi^yi^Z^=  X^(^jy  et  Z  =i/—X^  —  y^'i-X^(^\j 

']^  étant  une  fonction  arbitraire.  On  a  ainsi  trouvé  les  surfaces 
cherchées  sans  même  se  servir  de  Téquation  (12)  qui  les  définit 
analyliquement.  En  intégrant  celle-ci  on  arriverait  aux  mêmes 
résultats. 


in.  —  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES. 


417.   Généralités.   —   Les    équations  (linéaires)  aux   difiTéren- 
tielles  totales  sont  du  tjpe 

(1)  dz  =  \(t,  y,  z)dx  -{-  Y(>,  j,  z)dy^ 

où  X  et  Y  sont  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  Existe-t-il  une 
fonction  z  {x,  y),  de  x  ely,  telle  que,  si  l'on  forme  dz^  c'est-à-dire 

(fz    ,  Oz    , 

—  dx  -i-  —dy, 
ox  (fy    ^ 
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celte  différenllelle  soît  identique  au  second  membre  de  (i),  où 
l'on  a  remplacé  z  par  z{x^y)'!  Évidemment  il  faut  et  il  suffît  pour 
cela  que  la  fonction  z{Xy  y)  vérifie  les  deux  équations  difTércn- 
tielles 

Le  problème  de  chercher,  si  elles  existent,  les  solutions  z  do 
l'équation  (i),  revient  donc  à  chercher  les  solutions  z  communes 
aux  deux  équations  aux  dérivées  partielles  (2), 

Pour  reconnaître  si  le  système  (2)  admet  une  solution  5,  déri- 
vons la  première  équation  (2)  par  rapport  à  ^,  la  seconde  par 
rapport  à  x.  Nous  trouvons,  en  tenant  compte  des  équations  (2) 
elles-mêmes, 


Ox  Oy        ôy         dz   Oy        Oy        àz 
O^z         OY        ()Y   Oz  _  ôY        ôY 


<)y  dx        dx        dz   dx        dx        Oz 

Si  la  fonction  z  existe,  on  aura  donc 

r>X        r>X„       OY        OY^ 

^3)  0^'^lJ7^'=ô:^^ôi^^ 

égalité  qui  doit  avoir  lieu  quand  on  remplace,  dans  les  deux 
membres,  z  par  la  fonction  z(Xj  y),  solution  du  système  (2). 
Deux  cas  sont  alors  possibles  :  i"  la  relation  (3)  est  une  identité 
en  X,  y^  z\  2"  dans  le  cas  contraire  elle  définit  une  fonction  z,  de 
X  et  y,  qui  ne  renferme  pas  de  constante  arbitraire,  et  qui  seu/e 
peut  satisfaire  au  système  (2)  :  il  suffira  d'examiner  si  elle  y 
satisfait  effectivement,  et,  suivant  le  résultat  du  calcul,  le  sys- 
tème (  2)  aura  ou  n'aura  pas  de  solution. 

Par  suite,  le  système  (2)  ne  pourra  admettre  de  solution, 
z{x,  y)^  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  que  si  l'équation  (3), 
que  nous  appellerons  la  condition  d'intégrabilité,  est  satisfaite 
identiquement.  Si  elle  ne  l'est  pas,  il  est  possible  qu'il  existe  une 
solution,  sans  constante  arbitraire,  qu'on  obtiendra  comme  il  vient 
d'être  dit. 

418.  Intégration.  —  Supposons  donc  la  condition  d'inlégrabi- 
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lilé  (3)  satisfaite  idcnliquemeut,  quels  que  soient  or,  y^  z\  je  dis 
que  le  svslème  (2)  admet  une  solution,  et  que  celle-ci  renferme 
une  constante  arbitraire. 

Considérons,  en  effet,  la  première  équation  (2), 

C'est  une  équation  aux  dérivées  parlielles,  linéaire  en  —  et  -^itX 
^  ^  ^  ox      oy 

à  second  membre;  son  intégrale  générale  s'obtient  (n®  412),  par 
rinlégration  du  svstème  auxiliaire 

dx       dv       dz  dy  dz       „ , 

(4)       -  =  ^  =  -j^.  ou         --=0,         ^=\(T,y,=), 

dont  une  intégrale  première  estj>'=:C,.  Soit/(x,  j',  :;)=C2UDe 
autre  intégrale   première;   l'intégrale  générale,   z^  de  Téqualion 

-^  =X  sera  donnée  (n"  412)  par  la  relation 

(5)  A^y^  -)  =  *C>')^ 

4>  désignant  une  fonction  arbitraire.  Observons,  avant  d^aller  plus 
loin,  que  la  fonction  y(x,  y,  c),  intégrale  première  du  système  (4)? 
vérifie  (n*^  408),  quels  que  soient  x^  y^  5,  la  relation 

(0)  ^^X^  =  o. 

^      '  OX  OZ 

Cela  posé,  la  question  de  reconnaîlre  si  les  deux  équations  (2) 
sont  satisfaites  [)ar  une  même  fonction  z  revient  à  examiner  si  la 
fonction  :;,  définie  par  (5),  et  qui  est  la  solution  générale  de  la 
première  des  équations  (2  ),  peut  aussi  vérifier  la  seconde,  à  savoir 

oz 

oy  \    1  ^  ^ 

Or  la  relation  (5)  donne,  par  dérivation  par  rapport  àjK, 

()f       of  i)z 

^'^  oy    '    oz  fiy  •^'' 

()Z  .  .  ()" 

d'où   Ton  tire  —:  si   nous  exprimons  nue  cette  valeur  de  ~  est 

Oy  *  1  Oy 

égale  à  \,  nous  avons  l'équation 


oy        oz  ^    ' 


oy 


\ 
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qui  doit  être  satisfaite  quand  on  y  remplace  z  par  la  fonction 
z{x,  y)  définie  par  (5). 

Ainsi,  tout  revient  à  voir  si  Ton  peut  déterminer  la  fonction 
arbitraire  <^(y),  de  telle  manière  qu'en  tirant  ^  de  (5)  et  portant 
dans  (8),  on  obtienne  une  identité  en  x  ely. 

Or  (5)  donne  pour  z  une  expression  de  la  forme 

et,  après  substitution  de  celte  valeur  dans  (8),  le  premier  membre 
de  (8)  devient  une  fonction  de  x,  j%  ^(y)l  '^  second  membre  est 
une  fonction  de  j^  seul,  ^\y)  :  on  n'arrivera  donc  à  une  identité 
que  si  le  premier  membre  nouveau  ne  contient  pas  x]  alors  l'équa- 
tion (8)  se  réduira  à  une  relation  entre  y^  ^^{y)^  *^^'{y)i  c'est- 
à-dire  à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  en  ^(y). 
Elle  deviendra  une  identité  si  l'on  prend  pour  ^(y)  l'intégrale 
générale  de  cette  écpiation  différentielle,  intégrale  (jui  contient 
une  constante  arbitraire. 

Donc  enfin,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
fonction  5,  définie  par  (5),  vérifie  (8)  est  que,  en  remplaçant  z  par 
sa  valeur  tirée  de  (5)  dans  le  premier  membre  de  (8),  on  obtienne 
un  résultat  indépendant  de  .r.  Cela  revient  à  dire  que  le  premier 
membre  de  (8),  où  z  est  défini  par  (5),  a  une  dérivée  nulle  par 
rapport  à  x\  c'est-à-dire  que  l'on  a,  quels  que  soient  x  eiy^ 

*''      OyOj:        dyOz  Ou;  \()z  Ox        Oz^-  Ox  j       ()z\dx        ùz   Ox  / 

Or,  pour  la  fonction  z  définie  par  (5),  --^  est  égal  à  X  puisque 

i)Z_ 

Ox 
vertu  de  V identité  (G),  --=  —  X^>  on  a  identiquement,  quels 
que  soient  x^  y  et  c, 

dx  ùy  ^   Oz  Oy       Oy  Oz  Ox  Oz  '    Oz^        oz  Oz 

Portons  les  valeurs  précédentes  de  ~»  — —^    .     .    dans  l'équa- 

*^  Ox     Ox  Oy     Ox  Oz  ' 

tion  (g);  celle-ci  devient,  après  réductions, 

Of /0\       0\  ^       0\       0\\ 
Oz  \0x        Oz  Oy        Oz     / 


l'équation  (5)  est  l'intégrale  générale  de  -^  =  X;   d'ailleurs,  en 
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et  se  trouve  satisfaite  identiquement,  en  vertu  même  de  l'hypo- 
thèse faite  sur  la  condition  d^inlégrahiliié  (3). 

Il  résulte  de  toule  cette  analyse  que,  si  la  condition  d'intégra- 
hilité  (3)  est  satisfaite  identiquement,  on  pourra  trouver  une 
fonction  ^(^),  renfermant  une  constante  arbitraire,  telle  que  la 
fonction  z  définie  par  (5)  vérifie  le  système  (2);  en  d'autres 
termes,  l'équation  auxdiflférentielles  totales  (i)  admettra  alors  une 
solution,  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  et  qu'on  obtiendra 
comme  il  vient  d'être  expliqué  :  on  aura,  pour  déterminer  ^(jk)»  à 
intégrer  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

419.  Exemple.  —  Soit  l'équation  aux  différentielles  totales 

z  z 

(10)  dz  =  n  —  dx  -\-  m  —  dy, 

X  y   -^ 

n  et  m  désignant  des  constantes;  elle  revient  au  système 

(H)  -—  =  n  - ,  --  =  m  — . 

Ox  X  Oy  y 

La  condition  d'intégrabilité  est  ici 

f)  / z\  ^    ^  ( '^^\  ^        ^  f  ^\       nz   â  / mz\ 

'^ày\T/       "  y  àz\  X  J'^      Ox\y)        x    Oz\  y  )' 

Comme  —  (  -  )  =  o,  et  que  de  même  —  (  —  )  =:  o,  il  reste 

Oy\xJ  '  »  Ox\y/  ^ 


m 


y\xj  x\yj 


cl  la  condition  d'intégrabilité  est  vérifiée  identiquement. 

Intégrons  maintenant  la  première   équation   (11);   le  système 
auxiliaire  est 

Ht        rfy         x     ,  ,  dx        dz 

—  =  -  •  -  =  —  rtw,         ou         «K  =  o,         n =  (), 

i  o         nz  "  X  z 


ce  nui  donne 


x^ 


L'intégrale   générale  z  de    la   première  équation  (i  i)  est  donc 
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donnée  par 

d'où,  par  dérivation  par  rapport  à  y, 

et,  puisque  z  doit  satisfaire  à  la  seconde  équation  (i  i), 

z 
(i3)  m—  =ar'»4»'(^). 

Il  faut  déterminer  ^(y)  de  manière  que  Zy  déiini  par  (12), 
vérifie  (i3),  ce  qui  donne 

et,  par  intégration, 

log  *(  j^)  =  m  \o%y  -+-  loga, 

a  désignant  une  constante  arbitraire.  La  solution  z  de  l'équa- 
tion (10),  ou  du  système  (i  i),  est  donc  donnée  par  l'équation  (12), 
où  l'on  remplace  ^{y)  par  sa  valeur  précédente;  on  trouve  ainsi 

420.  Remarque.  —  La  méthode  des  n""  417-418  permet  de 
trouver,  si  elle  existe,  la  solution,  ^,  d'un  système  de  deux  équa- 
tions du  type 

i 

Jjc    •  ^   dz     ^   dz 

p  ei  q  désignant  t-  et  —  • 

Car  en  résolvant  ces  deux  équations  en/>  et  ^,  on  a 

p=^\{x,y,  z),         q  ^Y(x,y,  z), 

et  l'on  est  ramené  au  système  (2)  traité  plus  haut. 

Si  les  deux  équations  (  i4)  ne  pouvaient  être  résolues  en  p  et  q^ 
c'est  qu'en  tirant  p  de  la  première  et  portant  dans  la  seconde, 
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on  réduirait  celle-ci  à  une  équation 

indépendante  de  q.  On  examinera  alors  si  la  fonction  z^  définie 
par  celte  équation,  vérifie  le  système  (i4))  ^^  selon  le  résultat  du 
calcul,  le  système  aura  ou  n^aura  pas  de  solution. 


IV.  -  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  ORDRE  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


421.  Ce  sont  les  équations  de  la  forme 

en  posant,  pour  simplifier  l'écriture, 

<)z  ()z 

Lagrange  a  donné,  pour  intégrer  Téquation  (i),  une  méthode 
extrêmement  remarquable. 

On  suppose  connue,  et  nous  verrons  plus  loin  le  moyen  de 
l'obtenir,  ce  qu'on  appelle  une  solution  ou  intégrale  complète, 
c'est-à-dire  une  relation  entre  x,  y,  :;  et  deux  constantes  arbi- 
traires, a  et  j3, 

(•2;  'lM.r,  j-,  3,  a,  3}=o, 

telle  que  la  fonction  :;  définie  par  cette  relaliou  soit  une  solution 
de  la  proposée  (i),  quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes 
a  et  p. 

Une  telle  fonction  <I>  étant  connue,  on  peut  en  déduire  l'équa- 
tion difïérentielle  (1):  car  on  a,  en  dérivant  (2)  par  rapport  aux 
variables  indépendantes  x,  y, 

ox       '   oz  ^ 

(4) r  q—-    —  O, 

Oy        ^  Oz 
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Cl,  en  éliminant  a  et  ^  entre  (a),  (3)  et  (/(),  on  arrive  à  une  rela- 
tion 

que  je  dis  être  identique  à  la  proposée  (i).  Car,  s'il  en  était 
autrement,  entre  les  relations  (i)  et  (5),  que  vérifie  la  fonction  5, 
de  Xjjr,  définie  par  (2),  éliminons  q  :  nous  obtenons  une  rela- 
tion 

vérifiée  par  cetïe  même  fonction.  Ur,  en  choisissant  conve- 
nablement a  et  p  dans  (2),   on   peut   faire  en   sorte  que,   pour 

X  et  j^  donnés,  5  et  —  >  ou  />,  aient  des  valeurs  arbitraires  (')  ^  il  ne 


(•)  Voici  comment  on  peut  rendre  ce  point  rigoureux.  Résolvons  Féquation  (2) 
par  rapport  à  ^^ 

(3  bis)  ?  =  ?(j:,  y,  z,  a). 

()'^     f)o    O'p 
Je  dis  d'abord  que  Tune  au  moins  des  dérivées  partielles  -—  »  -H-  »  -7^  contient  a. 

*  *  ()x    ôy    Oz 

Car  on  a  identiquement 

d^  —  -^  dx  -\ —  '  dy  H -dz  -\'  -'■  aa, 

ox  Oy    -^        Oz  Ox       ' 

d'où  (Tome  I,  n«  328), 

et  si   T^»  —  >  ~   ne  contiennent  pas   a,  on  voit  que  a  ne  figure  dans  -^  qu'au 
ox    Oy    Oz 

dernier  ternie,  de  sorte  que  9  =  fonct.  (x,  ;>',;:)  4-  y  (a).  L'équation  (2  bis)  s'écrit 

alors 

?  — ^(a)=  fonct.(x,^',  ;;); 

et  elle  ne  renferme  en  réalité  qu'«/it'  seule  constauie,  Jl  —  vj<(a),  ce  qui  est  con- 
traire à  riiypothcse. 

Cela  posé  supposons  que   —  ou      '    contienne  a;  je  dis  qu'en  choisissant  con- 

ox  (fZ 

veDablement  a  et  p  dans  (a  bis)  <»n  peut  faire  en  sorte  que,  pour  x  ciy  donnés, 

z  al  p  aient  des  valeurs  arbitraires.  Dérivons  en  eiïet  (a  bis)  par  rapport  à  j;  il 

vient 

Oo  ()o 

O  =    — ^    -^  P-T-^ 

Ox  Oc 
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saurait  donc  exister  de  relation  entre  x^  y^  5,  />;  d'où  la  nécessité 
que  les  équations  (i)  et  (5)  soient  les  mêmes. 

422.  Mode  d'intégration.  —  Voici  maintenant  comment  La- 
grange  déduit  de  l'intégrale  complète  ^  =  o  toutes  les  solutions  de 
la  proposée  (i). 

L'équation  (i)  étant,  comme  ou  vient  de  le  voir,  le  résultat  de 
l'élimination  de  a,  ^  entre  (2),  (3)  et  (4),  peut  être  remplacée 
par  le  système  des  trois  équations  (2),  (3)  et  (4),  où  les  inconnues 
sontz,  a  et  p  :  en  d'autres  termes,  intégrer  (i)  revient  à  trouver 
trois  fonctionSj  z,  ol^  p,  de  x  eiy^  vérifiant  (2),  (3)  et  (4)-  Or  si 
l'on  dérive  (2)  par  rapport  k  x  et  y^  et  en  considérant  a  et  p 
comme  des  fonctions  de  x  et  y^  il  vient 

,  ôx       '   dz        ôi  ôx        d%   dx  ~~    ' 

(2')  i  ^ 

équations  qui,  si  l'on  tient  compte  de  (3)  et  (4))  deviennent 
^^  da  dx'^  d<^  dx  ~'^' 

et  le  système  des  équations  (2),  (6)  et  (^)  est  évidemment  équi- 
valent au  système  (2),  (3)  et  (4)  dont  on  l'a  tiré  :  car  (2) 
entraîne  (2')  qui,  si  l'on  tient  compte  de  (6)  et  de  (7),  donne 
(3)  et  (4). 

Or  les  relations  (6)  et  (-)  sont  linéaires  et  homogènes  en  — 

et  —f-',  deux  cas  sont  donc  a  distinguer  : 


équation  d'où  l'on  peut  tirer  a  en  fonction  de  x,  y^  z  et  /?,  puisque  a  y  figure 
par  hypothèse.  L'équation  (2  bis)  donne  ensuite  p. 

Si  a  ne  ligure  ni  dans  — ^  ni  dans  — ^>   il  fiiiuredans  -r-\  alors  c'est  p  qu'il  faut 

Ox  dz  Oy  ^  ^ 

éliminer  entre  (i)  et  (5);  on  obtient  ainsi  une  relation 

0,(x,  X,  z,  g)  =  G, 

dont  on  démontre  l'impossibilité  comme  ci-dessus. 
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i"  Le  déterminant  - — r^  —  -r-  -r-  n'est  pas  nul  :  les  relations 

ox  oy        Ox  ôy  ^ 


(6)  et  (7)  donnent  alors 


lia  ~"°'        ÏÏ 


=  o,         —  =  o, 


dx 


équations  qui,  jointes  à  ('2),  déterminent  Zj  a  et  p,  et,  par  élimi- 
nation de  a  et  ^,  Tinconnue  principale  z. 

On  obtient  ainsi  une  solution,  5,  de  l'équation  proposée,  qui 
ne  contient  rien  d'arbitraire;  c'est  ce  que  Lagrange  appelle  la 
solution  ou  intégrale  singulière, 

2?  Si  le  déterminant  (Jacobien)  -7-  t^ —  t^ -r-  est  nul,  cela 

^  ^   ox  oy        ox  oy  ' 

exprime  (Cours  de    i"  année,  n°  51)  qu'il  existe  une  relation 
entre  a  et  p, 

(8)  P  =  ?(«). 

ç  étant  une  fonction  de  a,  quelconque  d'ailleurs.  Introduisons 
cette  hypothèse  dans  les  équations  (6)  et  (7),  celles-ci  deviennent 

auxquelles  on  peut  satisfaire  de  deux  manières  : 

a.  En  posant 

diL        di  ,,    , 

-r--  =  -:-=o,         (lou        a  =  const. 

ox       ôy 

et,  en  vertu  de  (8),  p  =  const.;  on  retrouve  ainsi  l'intégrale  com- 
plète ^{x^y,  5,  a,  p)=o,  dont  on  est  parti. 

b.  En  posant 

Les  inconnues  2,  a,  ^  sont  alors  déterminées  par  les  trois  équa- 
tions (2),  (8),  (9) 

*  =  o,         _H-_.ç'(a)  =  o,  P  =  ç(a), 
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OÙ  o  désigne  une  fonction  arbitraire.  I-i'élimination  théorique 
de  a  et  p  donnerait  une  solution,  z,  dépendant  d'une  /onction 
arbitraire;  c'est  cette  solution  que  Lagrange  appelle  solution  ou 
intégrale  générale. 

Le  problème  de  déduire  d'une  intégrale  complcle  toutes  les 
autres  intégrales  est  ainsi  complètement  résolu. 

423.  Interprétation  géométrique.  —  L'intégrale  complète 

où  a  et  ^  sont  des  constantes,  représente,  en  x^y,  3,  une  surface; 
en  faisant  varier  a  et  p,  on  obtient  une  double  infinité  de  surfaces, 
qui  sont  toutes,  par  hypothèse,  des  surfaces  intégrales  de  l'équa- 
tion proposée  (i). 

L'intégrale  singulière,  surface  obtenue  en  éliminant  a  et  Centre 

4>  =  O,  =0,  --7-    =  O, 

est  l'enveloppe  de  ces  surfaces,  chaque  enveloppée  louchant 
l'enveloppe  en  uu  nombre  limité  de  points  (Tome  I,  n"  363).  Par 
exemple  si  les  surfaces  4>  =  o  sont  des  plans^  l'intégrale  singulière 
est  la  surface.  S,  que  touchent  tous  ces  plans,  chaque  plan  tou- 
chant l'enveloppe  en  un  seul  point. 

On  obtient  lintégrale  générale  en  considérant  dans  la  série 
doublement  inllnie  des  surfaces  <1>  =  o  une  série  quelconque, 
simplement  infinie  [ce  qu'on  fait  en  établissant  entre  a  et  jï  une 
relation  quelconque,  j3  :=  o(a)j  et  en  prenant  Tcnveloppe  des 
surfaces  (à  un  paramètre)  ainsi  déterminées.  En  effet  les  équa- 
tions qui  définissent  l'intégrale  générale 

4»(j',^',  z,  a,  ?)  =  o,  p  =^  cp(a),  -j-  -T-  -^o'(a)=  o, 

donnent,  [)ar  l'éliminalion  de  ^j, 

Or  la  seconde  équation  a  pour  premier  membre  la  dérivée  de 
<I>[j:-,  j-,  :;,  a,  'f(a)J  par  rapport  à  a;  l'élimination  de  a  entre  les 
deux  dernières  relations  donne  donc   l'enveloppe   des    surfaces 
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^[x,^,  ^,  a,  cp(a)]=  o,  ce  qui  démontre  la  proposition.  Les 
enveloppées  considérées  louchent  alors  leur  enveloppe  tout  le 
long  d'une  ligne  (caractéristique). 

424.  Exemple.  —  Si  les  surfaces  ^  sont  les  plans  tangents 
d'une  surface  S,  l'inlégrale  générale  est  l'enveloppe  d'une  série 
simplement  infinie  de  ces  plans,  c'est-à-dire  une  surface  dévelop- 
pable,  quelconque  d'ailleurs,  circonscrite  à  S. 

Autre  exemple.  —  Les  surfaces  4>  =  o  sont  des  sphères  de 
rajon  donné  11,  ayant  leurs  centres  dans  un  plan  II  :  l'intégrale 
singulière,  enveloppe  de  toutes  ces  surfaces,  est  l'ensemble  des 
deux  plans  parallèles  au  plan  II,  situés  à  une  distance  R  de 
celui-ci;  l'intégrale  générale  est  une  surface-canal,  enveloppe  des 
sphères  de  la  série  dont  les  centres  décrivent  une  ligne  quel- 
conque du  plan  II;  chacune  des  sphères  de  la  série  touche  cette 
enveloppe  le  long  d'un  grand  cercle. 

425.  En  résumé,  l'intégrale  singulière  est  l'enveloppe  des  sur- 
faces, en  nombre  doublement  infini,  représentées  par  l'intégrale 
complète,  chaque  surface  touchant  Tenveloppe  en  un  nombre 
limité  de  points;  l'intégrale  générale  est  l'enveloppe  d'une  série 
simplement  infinie  de  ces  surfaces,  chacune  de  ces  enveloppées 
touchant  l'enveloppe  le  long  d'une  ligne.  C'est  le  choix  arbitraire 
de  la  série  simplement  infinie  qui  introduit,  dans  l'intégrale  géné- 
rale, une  fonction  arbitraire. 

426.  Remarques.  —  i*^  Il  était  évident  a  priori  que  l'enve- 
loppe de  toutes  les  surfaces  0  =  0,  ou  d'une  infinité  simple 
d'entre  elles,  serait  une  solution  de  la  proposéey(j:,j^,  r,/>,  y)  =  o, 
car,  en  un  quelconque  de  ses  points,  l'une  ou  l'autre  enveloppe 
touche  une  des  surfaces  4>,  de  sorte  qu'en  ce  point  x^y^  ^1  p^  ^ 
sont  les  mêmes  pour  l'enveloppe  et  pour  la  surface  4>  :  celle-ci 
vérifiant  la  proposée,  il  en  est  de  même  de  l'enveloppe. 

2*^  L'intégrale  singulière  est  l'enveloppe,  non  seulement  des 
surfaces  ^  =  0,  qui  répondent  à  l'intégrale  complète  considérée, 
mais  de  toutes  les  surfaces  données  par  l'intégrale  générale.  Cela 
résulte  de  ce  théorème  de  Géométrie  facile  à  établir  :  Soit  une 


4C'2  TROISIÈME   PARTIE.    —    ÉQUATIONS   DIFFERENTIELLES. 

infinité  simple  de  surfaces  4>',  dont  chacune  touche,  en  un  ou 
plusieurs  points,  «i ,  a^,  .  .  .,  une  surface  S;  Tenveloppe  des  sur- 
faces 4>'  touche  S  le  long  d'une  ligne  qui  est  le  lieu  des  points 

CL\  j  Ct*2  ^    •  •  •  • 

3**  Il  y  a  une  infinité  d'intégrales  complètes;  on  les  obtient  en 
prenant  pour  'f  (a)  une  fonction  renfermant  deux  constantes  arbi- 
traires. Elles  sont  donc  comprises,  comme  cas  particuliers,  dans 
rintégrale  générale. 

4®  La  solution  singulière,  S,  reste  la  même  quelle  que  soit 
l'intégrale  complète  dont  on  parte  :  car,  d'après  a**»  elle  est  aussi 
l'enveloppe  des  surfaces  correspondant  à  l'intégrale  générale,  ce 
qui  la  définit  complètement. 

427.  Au  point  de  vue  analytique,  la  solution,  z^  de  réqualion 
différentiel  le  ne  peut  être  effectivement  obtenue  sous  sa  forme 
générale,  puisqu'il  faudrjait,  pour  l'obtenir,  éliminer  a  et  ^  entre 

*  =  o,      P  =  ?(«),      5i""^  ;;3  *?(*)= ^» 

ou,  encore,  éliminer  a  entre 

(lo)  *[a:,  j^,  ;;,  a,  ç(a)]  =  o         et         4»'a=o, 

ce  qui  est  impossible  tant  que  l'on  ne  particularise  pas  la  fonction 
arbitraire  o.  On  ne  peut  donc  représenter  l'intégrale  générale 
par  une  seule  équation;  il  faut  les  deux  équations  (lo),  qui 
définissent  à  la  fois  l'inconnue  cherchée  ^,  et  une  inconnue  auxi- 
liaire a. 

Mais,  au  point  de  vue  géométrique,  on  peut  représenter  para- 
mélriquement  la  surface  intégrale  générale,  et  cela  d'une  manière 
explicite.  Tirons  en  effet  des  deux  équations  (lo)  les  valeurs  de 
deux  des  coordonnées  x,  y,  z;  par  exemple  de  ^  et  de  :;  :  ce 
calcul  est  possible  théoriquement,  puisque  ni  Xj  ni  j^,  ni  z  ne  sont 
engagés  sous  le  signe  de  la  fonction  arbitraire  ©.  On  aura  ainsi 

y  =  F,[:r,  a,  ç(aj,  cp'(a,)],         z  =  Fi[x,  a,  ^(a),  cp'(ajj, 

et,  en  y  joignant  l'équalion  x=:a:,  on  aura  x,y  et  z  exprimés  eu 
fonction  de  deux  paramètres,  x  et  a,  ce  qui  définit  la  surface  inté- 
grale générale.  Nous  verrons  une  application  de  celte  remarque 
au  n'^  437. 
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428.  Remarques.  —  On  peut  aisément,  quand  on  connaît  une 
intégrale  générale  complète,  <I>  =  o,  obtenir  la  surface  intégrale 
qui  passe  par  une  courbe  donnée;  il  suffît  pour  cela  de  prendre 
les  surfaces  <ï>(.r,  j^,  Zs  a,  ,3)=  o  qui  touchent  cette  courbe;  elles 
sont  en  nombre  simplement  infini,  et  leur  enveloppe  est  une  sur- 
face intégrale  qui,  évidemment,  contient  la  courbe  (*). 

De  même  l'enveloppe  des  surfaces  <l>(x,  )',:;,  a,  ^)  =  o  qui 
touchent  une  surface  donnée,  -,  est  une  surface  intégrale  cir^ 
conscrite  à  S. 

429.  Détermination  d'une  intégrale  complète  de  fix,  y,z,p,q)=o, 
—  D'après  la  théorie  qui  précède,  l'intégration  de  Téquation 

(i)  fi^^y,  ^iPfq)==o 

se  ramène  à  la  détermination  d'une  intégrale  complète,  c*est- 
à-dire  contenant  deux  constantes  arbitraires. 

A  cet  effet,  cherchons  à  adjoindre  à  l'équation  (i)  une  équation 
du  même  type,  renfermant  une  constante  arbitraire,  a,    , 

et  telle  que  le  système  des  deux  équations  (i)  et  (2)  admette 
une  solution  5,  dépendant  d^une  constante  arbitraire,  ^  :  cette 


(*)  Je  dis  en  efTet  que  si  des  surfaces  <l>,  en  nombre  simplement  infini,  touchent 
une  courbe  C,  leur  enveloppe  contient  cette  courbe.  Car,  dire  qu'une  surface  <^ 
touche  C,  c'est  dire  qu'elle  coupe  C  en  deux  points  infiniment  voisins  m  et  m'; 
de  même,  une  surface  <t>',  voisine  de  <l*,  coupe  C  en  m'  {/ig*  91),  et  en  un  point 

Fig.  91. 


m 


voisin,  m*.  Le  point  m'  est  donc  commun  à  <l>  et  ù  <!>',  et,  en  passant  à  la  limite, 
on  voit  que  la  surface  <t>  est  coupée  parla  surface  infiniment  voisine  suivant  une 
ligne  qui  passe  par  m.  Or  renveloppc  des  surfaces  <I>  est  le  lieu  des  lignes  suivant 
lesquelles  chacune  d'elles  est  coupée  parla  surface  infiniment  voisine  de  la  série; 
ce  lieu  contient  donc  le  lieu  du  point  //i,  c'est-à-dire  la  courbe  C. 
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fonction  3,  conlenanl  les  conslanles  a  et  p,  sera  dès  lors  une  înlc- 
gralc  complète  de  (i). 

Or,  |)0ur  que  le  système  (i),  (2)  admette  une  solution  5,  ren- 
fermant une  constante,  il  faut  et  il  suffit  (n°*  420  et  417)  que, 
p  et  q  étant  tirés  de  (i)  et  (2)  sous  la  forme 

P  =  X(^,  y,  z),        q  =  Y(j7,  y,  z), 

les  fonctions  X  et  Y  vérifient  identiquement  la  condition  d'inlè- 
grabilité  du  n**  417,  qui  est,  en  écrivant/?  et  </  à  la  place  de  X  et  Y, 

ùy        Oz  ^        ox       dz  ' 

Formons,  en  partant  des  équations  (i)  et  (2),  qui  définissent 

p  et  <7    les  dérivées  -^  >  —>  ~>  ~  qui  fi^^urent  dans  (3)  :  ce  sont, 

i^        '^  Oy    Oz    Ox    ôz  ^        ^  ^    ^  ' 

par  définition,  les  dérivées  partielles  de  p  et  de  q  quand  on 
regarde  ces  quantités  comme  fonctions  des  variables  x,y^  s,  sup- 
posées indépendantes. 

En  dérivant  par  rapport  à  te  les  deux  équations  (1)  et  (2),  on  a 

dx        dp  Ox        Oq  Ox  ' 

'^  H_  !^  !^  H.  i^  !^  =  o 
Ox        dp  dx        dq  dx  * 

d'où  Ton  tire 

df   do         df   do 
dq         d.v  Oft        ojt  d.r 

ôi  ~  df_   ^  _  ^"   ^' 
dp   dq         dq   dp 

On  trouverait  de  même,  en  dérivant  (1)  et  (2)  |)ar  rapport  à  y, 
puis  par  rapport  à  z^ 

'>/  ^  __  ^  j>? 

dp  dy  d(j        dq   dy 

oy  "        çj/'  ^  _  ry^    dj£ 
dp  dq         dq   dp 

df  do  df  do  df  d^  df  do 

dp  dz   dq  dq  Oz  dq         dz  dp  dp  dz 

ïiz  ~^~~  df  do  df  00  '  dz    ~~  if   do  df  O'^  * 

dp  dq  dq  dp  dp  dq  dq  dp 

et,  si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  la  condilion  d'intégrabilité  (3), 
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celle-ci  devient 


I         \dx      ^dz/ôp       \0y       '  dz)  ùq 


dp  dx        dq 

(4)  '       ^  ^ 


Elle  doit  être  (n®"  417-418)  identiquement  vérifiée  en  Xy  y,  z 
quand  on  y  a  remplacé  p  et  q  par  leurs  valeurs  en  x,  j',  z  tirées 
de  (i)  et  (2).  A  fortiori,  la  condition  d'intégrabilité  sera  satisfaite 
si  l'équation  (4)  est  une  identité  en  Xy  y^  z,  /?,  q,  A  ce  point  de 
vue  cette  équation  est  une  équation  linéaire  sans  second  membre, 
par  rapport  aux  dérivées  de  la  fonction  inconnue  o^  les  variables 
indépendantes  étant  x^  y,  z^  p^  q;  et  il  résulte  de  notre  analyse 
que,  si  o  est  une  solution  quelconque  de  (4),  le  système 
f{Xjy^  Zy  /?,  q)  =  Oy  o(Xj  y,  z^  /?,  q)=o  admettra  une  solution  z^ 
dépendant  d'une  constante  arbitraire,  ^  (n"  418). 

Pour  obtenir  ainsi  une  intégrale  complète  de /(or,  ^',  ^,/?,  q)=Oj 
il  suffira  donc  de  trouver  une  solution,  o,  de  (4),  contenant  une 
constante  arbitraire,  a.  Or  l'intégration  de  l'équation  (4),  où  les 
variables  indépendantes  sont  x,y,  z^  />,  q,  se  ramène  à  celle  du 
système  auxiliaire  d'ordre  quatre 


(5) 


d.r  dy     __  dz  _^       —  ^P      ^       —  ^9 

\dp/        \dq)        ^  dp       ^  dq        dx       ^  dz        dy       ^  Oz 


et,  si  f  I,  02)  ?3}  ?4  sont  quatre  intégrales  premières  distinctes  de 
ce  système,  l'intégrale  générale,  ©,  de  l'équation  (4)  est 

(6)  <p  =  F(9,,  ?j,  ?3,  ?0, 

F  étant  une  fonction  arbitraire.  Si  donc  on  a  trouvé  une  seule 
intégrale  première  du  système  (5),  Oi(^,  J^,  5, /?,  (7)=  const.,  une 
^o\xx\\Qn  particulière  cp,  de  (4),  sera,  eu  vertu  de  (6), 

a  désignant  une  constante  arbitraire. 

A.vec  cette  valeur  de  cp,  le  système  (i),  (2)  sera 

et  admettra,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  une  solution  z^  qu'on 
H.  —  II.  3o 
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trouvera  par  la  méthode  du  n^  418,  qui  renrermera  une  nouvelle 
constanle,  ^,  et  sera  dès  lors  une  intégrale  complète  deFéquation 
proposée  (i). 

430.  Remarque.  —  On  peut  observer  que  o  =:/(x,  j^,  -3,/?,  g) 
vérifie  identiquement  l'équation  (4),  ce  qui  prouve  (n*408),  que 
yî=coost.  est  une  intégrale  première  du  système  (5).  C'est  une 
autre  intégrale  première  de  ce  système  qu'il  faut  trouver,  car 
l'hypothèse  0|  =/ introduite  daûs  (7)  conduirait  à  une  absurdité, 
si  a^o,  ou  à  une  indétermination,  si  a  =  o.  Toutefois  la  con- 
naissance de  l'intégrale  première  /==  o  permet  d'abaisser  d'une 
unité  l'ordre  du  système  (5),  (n**  329),  c'est-à-dire  de  le  ramener 
au  troisième  ordre.  Cette  remarque   donne  la  mesure  de  la 
difficulté  du  problème;  on  voit  ainsi  que  l'intégration  de  l'équa- 
lipn  f{x^  y,  z^  p^  q)=  o  se  ramène  à  la  recherche  d'une  intégrale 
première  d'un  système  canonique  d'ordre  trois,  qu'on  fera  suivre 
de  l'intégration  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre 
(n**  428)  pour  déterminer  la  solution  du  système  (7). 

431.  Cas  de  l'équation  /(^,  y,  p,  q)-    —    Si   l'équation    pro- 
posée (i)  ne  contient  pas  l'inconnue  z,  c'est-à-dire  si  elle  est  du  type 

on  cherchera  une  fonction  ç,  de  même  forme,  telle  que  les  deux 
équations 

donnent,  pour  p  et  q,  deux  fonctions  de  x  el  de  y  pouvant  être 
les  dérivées  partielles,  par  rapport  à  x  el  y^  d'une  même  fonc- 
tions. H  faut  pour  cela  (Tome  T,  n"327)  que  -^  =  ^,  c'est-à-dire, 

r  \  '  ^  ^        Oy         Ox  ' 

en  tirant  —  et  —  des  équations  (8),  qu'on  ait 

ôf  ôo        ùf  ôo        Of  Oo         ()f  do 
Op  ux  '     0(]  ôy        Ox  Op        Oy  ôc] 

Si  donc  çi  (j7,  j^, /?,  </)=  const.  est  une  intégrale  première  du 

système 

dx             dv           —  dp         —  dq 
(10)  __.__^ L_-^        y. 


\iip)         \0q)         \0x)         \0y) 
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les  deux  équations 

définiront  deux  fonctions,  p  et  q^  de  x  et  y^  telles  que  -p  =.;^' 

La  fonction  z^  dont  les  dérivées  partielles  sont  p  et  <jr,  vérifiera 
d'après  cela  Péquation  proposée /(a?,  j^,  /?,  q)^=  o,  et  sera  donnée 
par  la  formule  (Tome  I,  n**  327) 

(II)  -^^  /   p^^^y)^^-^  I    q(^i*^y)^y-^?j 

ce  sera  donc  une  intégrale  complète  de  /{^,  y^  Py  q)=o^ 
puisqu'elle  dépend  des  deux  constantes  arbitraires  a  et  p. 

Le  cas  particulier  examiné  ici  est  plus  simple  que  le  cas  général 
en  ce  que,  la  fonction  Oi  étant  obtenue,  on  u^a,  pour  trouver  s^ 
qu'à  eflectuer  les  deux  quadratures  (i  i),  au  lieu  d'avoir  à  intégrer 
uoe  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

D'ailleurs  les  équations  (9)  et  (10)  sont  comprises  dans  les 
équations  (4)  et  (5)  du  cas  général. 

432.  Elxemple.  —  Soit  à  intégrer  l'équation 

px-+-qy=/i{p,  q). 

Les  deux  dernières  équations  du  système  (10)  donnent 

dp       dq  , 

— ^  =  — ^j  (I  ou  q  -=  ip. 

p  q 

ce  qui  est  une  intégrale  première  de  (10).  Portant  la  valeur  q  z=,ftp 
dans  la  proposée,  ou  en  tirera  p  en  fonction  de  J7,  y^  a;  on  en 
déduira  </,  qui  est  égal  à  a/>,  puis  une  intégrale  complète  ^,  par 
le  procédé  ci-dessus. 

Si  par  exemple  la  proposée  est 


px-\'qy=pq, 


on  aura 


p  =  -(a7-Haj^),         qz=x-^OLy, 
5=    /   \-{x-^OLy)dx-\-{x-\-ay)dy\ 
=    /     -{X'^7.y)dx-^r  I     OLydy-h^f 
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c'est-à-dire,  tous  calculs  faits, 

-5=  ^  (^ -*- a J^  )*-+-?, 
intégrale  complète  de  la  proposée. 

433.  Cas  particuliers  divers.  —  Dans  quelques  cas,  il  est 
possible  de  découvrir  directement,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'ap- 
pliquer les  méthodes  générales,  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion /(^,  y-t  5,  />,  q)  =  o.  Voici  des  exemples  : 

1*^  L'inconnue  z  et  l'une  des  variables  x^  ou  y  y  manquent  dans 
Téquation  :  si  y  manque,  résolvons  l'équation  par  rapport  à/?, 

on  vait  de  suite  que  si  l'on  pose  q=iç/.(^cL  étant  une  constante),  d'où 
^  = '|(j7,  a),  la  condition  dHntégrabilité,  -p  =  ~»  sera  satis- 
faite, ses  deux  membres  étant  nuls.  On  a  donc  une  intégrale 
complète  par  la  formule 


5  =    /  ^{x,  a)  dx  -+-  %y  -f-  p. 


2"  Si  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 
on  posera 

/i{x,  p)=fi{y,  q)=  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire,  d'où  l'on  tirera 

/>  =  çp,(x,  a),         q  =  Oi(y,  a); 
p  étant  une  fonction  de  x  seul,  etr/  de  y  seul,  la  condition  -^  =z'-^ 

'  7/^7  Oy         Ox 

est  encore  satisfaite  (ses  deux  membres  étant  nuls)  et  une  intégrale 
complète  de  la  proposée  est 

On  peut  appliquer  ce  procédé  aux  équations 
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en  les  écrivant 

3**  Parfois  on  peut  apercevoir  immédiatement  une  intégrale 
complète;  par  exemple,  dans  le  cas  de  Véquation  de  Clairaut 
^généralisée 

on  a  une  intégrale  complète  en  prenant 

a  et  ^  étant  deux  constantes;  car  celle  relation  donne  />  =  a, 
q^=P,  et  ces  valeurs  de  s,  /?,  q  vérifient  bien  la  proposée.  Les 
surfaces  représentées  par  l'intégrale  complète  sont  des  plans,  dont 
l'enveloppe  s'obtient  par  l'élimination  de  a  et  ^  entre 

cette  enveloppe  est  l'intégrale  singulière;  l'intégrale  générale  est 
nne  surface  développable  quelconque  circonscrite  à  la  précé- 
dénie  (n^  423). 

4®  Une  équation  du  type  /{x^  z,  p,  q)=  o^  qui  ne  renferme 
pas  l'une  des  variables  indépendantes,  ici  y,  se  ramène  au  t}^pe 
/{x^y,  p^  ^)  =  o  du  n®  431,  si  l'on  prend  j'  pour  inconnue,  :r  et  5 
pour  variables  indépendantes. 

La  relation 

dz  :=^  p  dx  -\-  q  dy^        ou        dy  =  —  ^dx  -\ —  dz^ 


donne  en  effet 


ày  p  ^y       ^  A>  ^  \^^/ 


dx  q  dz        q 

la  proposée  devient  donc 


\àx) 


m     m' 


/     ^y  ^»  — -TXTT'  TT-r      =0 


et  ne  contient  pas  l'inconnue  j^.  c.  q.  f.  n. 
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V.  —  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  D'ORDRE  SUPÉRIEUR 

AU  PREMIER. 


•i34.  On  se  bornera  à  donner  quelques  exemples  d'inlégration 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  :  Tinlégrale 
générale  d'une  telle  équation  contient  (n**  403)  deux  fonctions 
arbitraires. 

43o.  Il  peut  arriver  que  tous  les  termes  de  Téquation  soient 
des  dérivées,  exactes  par  rapport  à  l'une  des  variables;  soit  par 
exemple  Téquation 

d^z  dz 

on  en  tirera  de  suite,  en  intégrant  les  deux  membres  par  rapport 
à  X, 

?(j^)  ^l3"t  une  fonction  arbitraire  de  y  (car  la  constante  d'inté- 
gration ne  doit  être  constante  que  par  rapport  à  x^.  On  est  ainsi 
ramené  fi  une  équation  du  premier  ordre  linéaire  par  rapport  aux 
dérivées  partielles,  et  à  laquelle  s'applique  la  méthode  générale 
du  n"  412. 

43C.  Si,  dans  Téquation  différenlielle  proposée,  il  n'entre  que 
des  dérivées  prises  par  rapporta  Tune  des  variables,  on  regardera 
les  autres  variables  comme  des  constantes  et  Ton  aura  à  intégrer 
une  équation  différentielle  ordinaire  à  une  inconnue  et  à  une 
variable;  seulement  on  aura  soin  de  remplacer  les  constantes 
introduites  dans  l'intégration  par  des  fonctions  arbitraires  des 
variables  regardées  comme  constantes.  Soit,  par  exemple,  Téqua- 

iion 

à^z        .     dz 

-— T  —  ix- h-  IX* z  =  o; 

Ojri  ôy 

en  y  regardant  x  comme  constant,  c'est  une  équation  linéaire,  à 
coefficients  constants,  sans  second  membre.  L'équation  caracté- 
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rîslique  (n**  350)  est  ici 

ses  racines  sont  s==  x  et  s=2x.  L'intégrale  générale  est  donc 

■   ■  '  • 
C|  et  C2  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x. 


437.  Donnons  une  application  géométrique  de  ces  considéra- 
tions. 

Problème.  ^—  Trouver  tes  sur/aces  sur  lesquelles  les  lignes  de 
courbure  d'un  système  sont  situées  dans  des  plans  parallèleè. 

Soit  z=if{Xy y)  la  surface  cherchée;  posons  comme  d^ordi- 
naire  ~  =/^>  •  •  •?  ^-7  =  /',...;  l'équation  différentielle  des  lignes 
de  courbure  est  (Tome  I,  n°431) 

Si  nous  prenons  pour  plan  des  xz  un  plan  parallèle  à  ceux  des 
lignes  de  courbure  du  système  considéré,  l'équation  ci -dessus 
devra  être  vérifiée  poury  =  const.,  dy  =zo^  c'est-à-dire  que  Ton 
aura,  pour  déterminer  z^  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  \-\ 

(1)  s{\-^p^)—pqr  =  o, 

qu'on  peut  écrire  , 

— f — -  =  —,  ou  — \ — I- = -^ -> 

f-¥-p*        q  i-hp^  q 


I  !      / 


car  r  =  -^ ,  5  r:^  -r^.  Sous  celte  dernière  forme  les  deux  membre^ 

ox  àx 

de  Téquation  différentielle  sont  des  dérivées  exactes  par  rapport 
à  x  (n°  435);  intégrons,  il  vient 


,  •  >  I 


-log(i -+-/?*) -h  const.  =  logy, 


la  constante  étant  une  fonction  arbitraire  dey,  qne  nous  désigne^ 
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rons  par  logo'(y).  On  a  ainsi 

équalion  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  ne  renferme 
ni  z  ni  X.  On  aura  donc  une  intégrale  complète  (n°  433,  i^)  en 
posant 

/?  =  a,         d'où         q  = /n- a*  çp'(^), 

a  étant  une  constante,  ce  qui  donne 

intégrale  complète  avec  les  deux  constantes  arbitraires  a  et  ^. 

L'intégrale  générale  de  (2),  c'est-à-dire  la  surface  cherchée, 
s'obtiendra  donc,  suivant  la  méthode  de  Lagrange,  par  l'élimi- 
nation du  paramètre  a  entre  les  deux  équations 

'|i(a)  étant  une  fonction  arbitraire  du  paramètre  a.  On  peut,  pour 
obtenir  une  représentation  paramétrique  de  la  surface  cherchée 
(n*'  427),  résoudre  ces  deux  équations  par  rapport  à  :r  et  à  r,  ce 
qui  donne 


En  y  joignant 


y  =  y^ 


on  a  trois  équations  qui  définissent  les  coordonnées  d*un  point 
de  la  surface  cherchée  en  fonction  de  deux  paramètres  a  eiy^  et 
où  o  ei  ^  sont  deux  fonctions  arbitraires. 

On  peut  simplifier  cette  représentation  paramétrique  en  posant 

?(r)=w»         tl'où        ^==F(w), 
F  étant  évidemment  une  fonction  arbitraire,  puisque  o  l'est. 
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On  a  ainsi 

/i-f-a* 

/i-*-a» 

les  deux  paramètres  sont  mainlenanl  a  et  //;  F  et  '|  sont  les  deux 
fonctions  arbitraires  qui  doivent  figurer  dans  Inéquation  générale 
des  surfaces  cherchées,  puisque  celles-ci  dépendent  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  (i)  du  second  ordre. 


EXERCICES 

SUR  L\  THÉORIE  DES  FONCTIONS  ANALYTIQUES 
ET  LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Exercice  I.  —  La  fonction  <p(s)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
V intégrale  l(-5), 


I(^)  =  y    ^{u)du, 


soit. fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan. 

La  valeur  la  plus  générale  de  I  (r),  quand  on  déforme  la  ligne  d'in- 
tégration, est  obtenue  (n®*  151-152)  en  ajoutant  à  l'intégrale  U,  prise 
le  long  du  segment  rectiligne  z^z,  la  valeur  de  l'intégrale  prise  le 
long  d'un  nombre  quelconque  de  lacets.  Or  (n°»  153-154)  l'intégrale 
le  long  du  lacet  relatif  à  un  pôle  a  de  o(c)  est  égale  (dans  le  sens 
positif)  à  27:/ A.,  A  désignant  le  résidu  correspondant;  on  a  donc  fina- 
lement 

\{z)  =  U  H-  iTzi^niiS.x-k-  /W2A,-4-. . .)» 

A/  étant  le  résidu  de  ^{z)  relatif  au  pôle  a/,  et  m/  un  eniiev  quel- 
conque,  positif,  négatif  ou  nul.  Donc,  pour  que  1(5)  n'ait  qu'une 
valeur  pour  une  valeur  donnée  de  5,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les 
résidus,  A/,  de  ^{z)  soient  nu  h. 

Cela  exige,  en  particulier,  que  tous  les  pôles  de  ^{z)  soient  d'un 
ordre  de  multiplicité  supérieur  à  i. 

Si  les  conditions  précédentes  sont  vérifiées,  \{z)  est  non  seulement 
uniforme,  mais  méromorphe  dans  tout  le  plan.  En  effet  ses  seuls  points 
critiques  possibles  sont  (n°  110)  les  pôles  de  ^{z)\  autour  de  l'un 
d'eux,  a,  on  a  d'ailleurs  (n°  131),  puisque  le  résidu  est  nul, 

^  (z  —  a)'*  {z--a)* 
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^(z)  élant  holomorphe  aux  environs  de  a,  et  Ton  en  conclut 


n  —  I  (-5  —  a)'*-*       "'      z  —  a 


ce  qui  montre  que  a,  pôle  d'ordre  n  de  «(s),  est,  pour  I(c),  un  pôle 
d'ordre  n  —  i . 

f       .  .     est  fonction  uniforme  de  5. 
sin*a 

En  eflTel,  les  pôles  de  ^{z)  sont  les  zéros  de  sine,  c'est-à-dire  les 
points  z=zkTz.  Pour  avoir  le  résidu  correspondant,  posons  enrA'Tt-h/; 
il  vient 


sin«(Aiî-f-  t)        sin^t 


=s  rr  -H  Ao  H-  Aj  /*  -f- .  ,  ,  , 

car  le  développemetit  ne  contient  que  des  puissances  paires  de  L  Le 
résidu  est  donc  nul,  ca  qui  établit  la  proposition.  On  a  d'ailleurs 
directement 


X 


du 

-3— r—  =  —  (C0t5  —  COt«<|)« 

sin*tt 


2°  L'intégrale    /     p'^  it  du  est  aussi  une  fonction   uniforme  de  z 

(n  entier  positif);  car  autour  du  pôle  w  =  o,  par  evemple,  le  dévelop- 
pement de  p"f/,  fonction  paire,  ne  renferme  pas  de  puissances  im- 
paires de  u,  donc  pas  de  terme  en  ->  et  le  résidu  correspondant  esl 
nul.  {Voir  à  ce  sujet  l'Exercice  IX.) 

Exercice  II.  —  Dans  les  mêmes  hypothèses,  quelles  sont  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  fonction  F(z), 


I     ^{11)  du 
F(;;)  =  e^-o 


soit  fonction  uniforme  de  z  dans  tout  le  plan? 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a,  pour  la  valeur  la  plus  générale 

deF(z), 

p^ -\  __  gU-»-2i:/(m,At+m,A,-t-...» 
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et)  pour  que  le  second  membre  ait  une  valeur  unique,  il  faut  et  il 
suffit  évidemment  que  tous  les  résidus,  A/,  de^{s)  soient  des  entiers 
positifs,  négalifs  ou  nuls. 

S^il  en  est  ainsi,  on  reconnaît,  comme  plus  haut,  qu*aulour  d^un 
pôle  a,  d'ordre  /i,  de  ^(^),  on  a 


/ 


o(u)da^  r ^ — -— ,  — ... h  A  Iog(^  —  rt)  -h  ^j;(-5), 


d'où 


^-•••+'^!-»-Al0gl=-«)4-.>(5)  ,   _  _^.       _k__^H....+ .!;(;) 


F(5)  =  e(--")-'   -   :^-n    "    "^       '    ""' '=(5  — a)Ae<=-«)""'    " 


) 


et  il  en  résulte  (n®  100,  3°)  que  le  point  a  est,  pour  F(5),  un  point 
singulier  essentiel  lorsque  n  est  supérieur  à  i.Si  w:=:i,  c*est  un  pôle 
ou  un  zéro,  selon  que  le  résidu  A  est  négatif  ou  positif. 

Dés  lors,  si  Ton  veut  que  F(^)  soit  non  seulement  uniforme,  mais 
méromorphe,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  pôles  de  ^(z)  soient 
simples  et  que  les  ré^idus  correspondants  soient  entiers.  Pour  que 
F(:;)  soit  holomorphe,  il  faut  et  il  suffit  de  plus  que  ces  en  tiers  soient 
positifs. 

Exemples,  —  i**  Soit  ^(z)=z r-,  h  étant  une  constante  : 

peut-on  déterminer  h  de  manière  que  F{z)  soit  uniforme  dans  tout  le 
plan? 

Soit  a  un  pôle  de  '^(z);  le  résidu  correspondant  est : —  ou 

y «  puisque  cosa  -h/i  =  o.  En  exprimant  qu'il  est  égal  à  un 

entier  /i,  nous  avons 

A*  =  I r         ou  A  =  ±:  ^ ♦ 

n^  n 

relation  indépendante  du  pôle  considéré.  Donc,  si  h  a  une  valeur  de 
cette  forme,  la  fonction  F{z)  est  uniforme;  elle  est  de  plus  méro- 
morphe, car  (étant  exclu  le  cas  de  /i=zhi,  c'est-à-dire  n=:oc)  les 
pôles  de  <f(z)  sont  simples. 

2*  Soit  o{z)  =1  pz]  les  pôles  sont  doubles  et  les  résidus  nuls  :  donc 
¥{z)  est,  dans  tout  le  plan,  une  fonction  uniforme  de  z,  qui  admet 
les  pôles  de  pz  comme  points  singuliers  essentiels. 

Exercice  III —  La  fonction  o{z)  étant  méromorphe  dans  tout  le 


ï 
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plan,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
^o{z)  soit  uni/orme? 


Les  seuls  points  critiques  possibles  de  V^<p(<s)  sont  (n^  100,  Re- 
marque) les  zéros  et  les  pôles  de  ^(s);  autour  de  Tun  d'eux,  a,  on  a 

^{z)  n^étant  ni  nul  ni  infini  pour  Z'=za.  Donc 

m 


et,  comme  ^^(z)  est  liolomorphe  autour  de  a,  il  faut  et  il  suffit,  pour 

que  ^^{z)  soit  uniforme  autour  de  ce  point,  que  —  soit  entier,  c'est- 

à-dire  que  m  soit  pair. 

Donc,  tous  les  zéros  et  tous  les  pôles  de  o{z)  doivent  être  d^ ordre 

pair.  S'il  en  est  ainsi,  il  est  clair  que  sj^{z)  est  mé  romo  rphe  dsins  tout 
le  plan. 

Exemples,  —  i®  Soit  <p(c)r=i  —  cos-s  :  celte  fonction  n'a  pas  de 
pôles;  ses  zéros  sont  z  =:  2 A'?:;  chacun  d'eux  est  double,  car  la  déri- 
vée sinz  s'y  annule,  et  la  dérivée  seconde  cos^  ne  s'y  annule  pas. 

Donc  y/i  —  cos-3  est  une  fonction  uniforme  dans  tout  le  plan  :  c'est 
une  fonction  holomorphe,  car  elle  n'a  pas  de  pôles.  Eflectivement,  la 

Trigonométrie  montre  que  cette  fonction  est  égale  à  y/2  sln  ^  • 

2°  Soit  o{z)  =zpz  -\-  h;  peut-on  déterminer  la  constante  h  de  ma- 
nière que  ^o{z)  soit  uniforme  dans  tout  le  plan? 

Les  pôles  de  pz  -+-  h  sont  ceux  de  pz  et  sont  doubles;  il  suffit  donc 
que  les  zéros  soient  aussi  d'ordre  pair.  Soit  a  l'un  d'eux  :  s'il  e>l 
multiple,  il  ne  peut  être  que  double,  puisque  pz-hh  est  une  fonction 
elliptique  d'ordre  deux;  il  doit  donc  annuler  simultanément  pz  4- A 
et  j)'^,  c'est-à-dire  qu'on  a 

p'a  =  G,         d'où         rt  =  wa 4- période 
et 

Il  =  —  pa  =  —  €x' 

Les  valeurs  cherchées  de  h  sont  donc  les  quantités  —  ej,  —  ^,,  — e,. 
On  a  d'ailleurs  reconnu  directement  (n<»»  200-201)  que  les  radicaux 

y/ps  — 6'a  sont  bien  des  fonctions  méromorphes  de  z  dans  tout  le 
plan. 
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Exercice  IV.  —  Calculer  l'intégrale  réelle 

Jr*^       dx 
f        r         (^  réel  et  >  i). 
^       cosx-i-h         ^  ' 

Faisons  le  changement  de  variable 

e^-^  =  u  ; 

lorsque  a;  va,  par  valeurs  réelles,  de  o  à  21:,  le  point  u  décrit  évidem- 
ment, dans  son  plan,  une  circonférence  C,  ayant  pour  centre  Torigine 

et  pour  ravon  î.  On  a  donc,  puisque  da:  =  -r  — > 

du  1    r  du 


\  '1         iu  J 


(.  a*  -t-  '.«  hu-hi 


Le  trinôme  z/*-f- 2/ta  4- 1  a  une  seule  racine,  «0=— /n- v//«' — i, 
comprise  à  l'intérieur  de  C,  c^est-à-dire  de  module  inférieur  à  i;  le 

résidu  correspondant  de  la  fonction  — ; ; est 

'^  w--t-2/ta-+-i 

I  1 

ou        '     « 


On  a  donc,  par  le  théorème  des  résidus, 

/•''^  dx  .'X  I  -271 

1=    1        P=aT:tT 


=x 


cosar-hA  i  2/A*— i        \/h*—i 


Exercice  V.  —  Intégrer  la  fonction  -e*  le  long  du  contour  d'un 
rectangle  dont  les  côtés,  parallèles  aux  axes,  ont  pour  équations 

x  =  a,        07=  — X,       7  =  X,       j  =  — X  (X>o), 

en  faisant  tendre  X  vers  •+•  00. 

Si  a  <  o,  le  rectangle  ne  comprend  aucun  point  critique  de  -e=,  et 

l'intégrale  est  nulle  ;  si  a  >  o,  le  rectangle  comprend  le  pôle  z  =  o  ;  le 
résidu  correspondant  étant  +i)  Fintégrale,  prise  dans  le  sens  posi- 
tif, est  2 ICI. 

Je  dis  maintenant  que  Tintégrale  le  long  de  chacun  des  trois  der- 
niers côtés  tend  vers  zéro  pour  X  infini. 
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Car  : 

1°  Le  long  du  côté  x  ■=.  —  X,  on  a 

-5  =  —  \-\'  iy 


et 


I  I  %  6"X  c~^ 

mod  -  e*  =  mod  — ^ 7-  «-'•-^■'r  =     .  <  -.—  ; 


comme  la  longueur  du  côté  est  aX,  Tintégrale  correspondante  a  son 
module  inférieur  à  aX  -r— >  ou  2e~\  quantité  nulle,  pour  X  =  x. 
2**  Le  long  du  côté  y  =it:  X,  on  a 


et 


mod  -  e-  =    ,  <  T-  > 

-  /a:«-f-  X«         ^- 


d^oii,  pour  rintégrale  correspondante  I, 


mod 


I<  /'"Ç^=  L(e<.-c->.), 


quantité  qui  tend  bien  vers  zéro  pour  X  infini. 

L^intégrale  le  long  du  contour  se  réduit  donc  à  Tintégrale  le  long 
du  premier  côté  x=a\  le  long  de  ce  côté,  on  a  5  =  a  H-  iy,  dz-^idy^ 
et  dès  lors,  par  ce  qui  précède, 


/•"^*   e'^-^'y    .  ,         i  27rf         SI         rt  >o, 
.'_.     ^*-+-'^-      -^        (     o  si         a<o. 

En  mullipllaot  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fonction  sous 
le  signe  /  par  a  —  iy^  et  égalant  les  parties  imaginaires  dans  les 
deux  membres,  on  a 


/: 


a  r:os>' -4- y  sinv    ,  (27:         si         «  >  o, 

ea d. £^ =_  dy  = 

«'H-J^*  !    o  si         a<o. 


équations  qu'on  peut  écrire,  en  mettant  le  signe  de  a  en  évidence, 

/""^"  a  cosr -f- r  sin y   ,  /.-+•«  —  a  cosy -f- y  sin  k   , 

/  -1 ~ —  dy  =  2 -c-'»,         /  ^ ^ •-  dy  =  o. 

Finalement,  par  addition  et  soustraction,  on  trouve  les  formules 

/-+-00  >.,-+-«        • 

a-  -r-  >'2    '^       J  a*  -T-  y^    -^  \     ^    / 

—  00  w  «-  —  «o  'y 
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Exercice  VI.  —  La  fonction  ^{z)  étant  méromorphe  dans  tout  le 
plan,  la  fonction  f{u) y 

f(u)  =  <p(a  loga),         (a  =  consl.) 
peut-elle  être  uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  //? 

Les  points  critiques  possibles  de  f{u)  sont  (n°  100,  Remarque)  le 
point  i/==Oy  critique  pour  loge/,  et  les  points  e//,  où  la  valeur  de 
a\o%u  est  celle  d'un  des  pôles  de  ^{z). 

En  un  de  ces  points  £//,  f{u)  devient  infinie,  et  son  inverse  reste 
évidemment  holomorphe  aux  environs  :  le  point  considéré  est  donc  un 
pôle  de/(w). 

Le  seul  point  de  branchement  possible  pour  /(w)  est  donc  1/  r=  o. 

Lorsque  la  variable  u  tourne  une  fois  autour  de  ce  point,  dans  le 
sens  positif,  a  loge/  se  reproduit,  augmenté  de  laiziy  et  la  fonction 
îp(alogw)  devient  <p(alogw  4- 2^11/)  :  elle  change  donc,  en  général, 
de  valeur,  et  le  point  e/  =:  o  est  un  branchement. 

Pour  qu'il  en  soit  autrement,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

ç(aloga)  =  (p(aIog</  -h  aairt), 

quel  que  soit  //,  c'est-à-dire  que  la  fonction  ^{z)  admette  la  période 
2  ait/. 

'  Si  donc  ^{z)  admet  une  période  2(1),  et  si  a  est  égal  à  10  :iri,  la  fonc- 
tion (p(aloge/)  sera  uniforme  dans  tout  le  plan  de  la  variable  u\  le 
point  u:=:o  sera  pour  elle  un  point  singulier  essentiel. 
Par  exemple,  la  fonction  F(e/), 

I^(w)  =  p(alugw), 

sera  uniforme  si  a  est  égal  a  — - — - — : — =— i,  mi  et  m,  désighant  deux 
entiers,  quelconques  d'ailleurs,  et  20)1,  20)2  étant  les  périodes  de  pz. 


Exercice  VII.  —  Soient  a,,  a,,  . . ,,  an  des  quantités  de  somme 
nulle:  exprimer  rationnellement  en  pu  et  p' u  la  fonction  ellip- 
tique 

:f(u  —  ai)^(u  —  ai)  ...  3'(//  —  a„  ) 

Soit  F(//)  cette  fonction;  son  seul  pôle  (à  des  périodes  près)  étant 
u  =:  o,  et  le  résidu  correspondant  étant  nécessairement  nul,  on  a,  par 
la  formule  dllermile, 

F  (  M  )  =  Ao  -T-  Al  p  M  -h  A2  p'  w   f- . . .  -h  A„_j  p^n-i)  11^ 
H.    -  II.  3i 
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les  A  désignant  des  constantes  à  déterminer.  Or,  en  exprimant  que 
F(m)  s'annule  pour  u  --  a^^  aj,  . . . ,  a«_i,  on  trouve  évidemment 


F(m)  =  A- 


pu 
pa, 


p  tt 


|)C«-t)  u 


I     pa«-i     p'aa-\     ...     p^"-*'»/»-! 


A:  étant  une  constante,  qu'on  déterminera  en  égalant  les  coefGcienls 
de  u^'^  dans  les  développements  des  deux,  membres  autour  du  pôle 
£i  =  G.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  ce  calcul. 


Cf'lW 


Exercice  VIII.  —  Montrer  que  la  fonction  -^^ —  est  elliptique,  et 
trouver  son  expression  en  pu  et  p' u. 


De  la  formule 


on  déduit 


(f(u  --  2  0>a)  —  —  ««W**-*-»»'  3'M, 


et  Ton  en  conclut  immédiatement  que  la  fonction  proposée  admet  les 
périodes  ao),,  2 eu,;  elle  est  donc  elliptique  :  son  ordre  est  trois,  car, 
dans  un  parallélogramme,  son  seul  pôle  est  le  pôle  triple  i/  =o;  ses 
trois  zéros  sont  évidemment  les  demi-périodes  (u,,  coj,  co,.  Elle  a  ainsi 
les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pôles  que  p'  Uy  et  ne  diffère  dès  lors  de 
celle  fonclion  que  par  un  facteur  conslaiil.  Comme  d'ailleurs,  aux  en- 
virons de  //  -  0,  on  a 


J.U 

''*u 


7r^ 


cl 


j)  u 


if 


le  facteur  constant  est  —  i;  et,  par  suile, 


•Àif 


y*  u 


P  " 


Exercice  IX.  —  Intrgrcr  un  polynôme  entier  en  pu  et  p'  u. 


\ii\  remplaçant,  dans  ce  polynôme,  p'-u  par  !\p^u 
le  met  sous  la  forme 


à'^jP" 


g^i  on 


P  el  Q  élanl  des  polynômes  en  pu,  L'inlégrale    /  i)(pu)p' u  du  >e 
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calcule  immédialement;  car,  par  le  cliangement  de  variable  pur—,  z, 
elle  devienl  /  Q{z)dz,  c'est-à-dire  Tintégraie  d'un  polynôme  en  z, 
Kesle  donc  à  calculer 


/   \*(ptl)(iu  tiU  j  p'"ucfft. 


m  étant  entier  et  positif. 

Au  lieu  d'avoir  recours  à  la  formule  d'ilermite,  on  procédera  comme 
il  suit.  On  a 

p" Il  --.  Gj)'w  —  -A'î. 
d'où,  par  dérivations  successives, 

l)"'u=z  l'ipup'u,  p''U=l9.pu((\p^lt—^^^rÀ   ^,.^(|j)3„_^jj),4_^.j 

-r=  Xp^u  -4-  B  p  a  -+-  C, 
A,  B,  C  étant  des  constantes;  et,  en  général,  on  aura 

P  étant  un  polynôme  entier,  d'ordre  /i  -h  i,  en  pu.  Les  relations  ainsi 
obtenues 

p" a  =  6p*  //  —  -  ^'t>        P'^  w  =  Ap'  w  -^  Fip //  -+-  C.         . . . , 

p'in}u=  V„^i(pu), 

permettent  d'exprimer  successivement  p-u,  p^tty  .  .  en  fonction  li- 
néaire de  ptiy  p" u.  p'V/,  ...,  et  rintégrale  /  p'^udu  s'en  déduit 
immédiatement. 

Exemple,  —  Soit  à  calculer     /  p'^udu.  On  a,   par  ce  qui  pré- 
cède, 

d'où 


p'^u-f\p^u  —  g^pii  —  gi=  ^-[p'^</^i8^,pa-T-i2^3]  — iTîpw  — ^3 


et 


p^  u  du  =  ■-'  p  u  -^  j  gi^u--  -  gi  u  -h  const. 


Exercice  X.   —    Décomposer  en   éléments  simples   la  fonction 

I 

■  • 

l)ÀU  —  pu 
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Les  zéros  du  dénominaleur  sont  fournis  par  la  formule 

%u  =  -Jz  u-\-  Période, 

d'où  Ton  tire,  en  prenant  successivement  le  signe  —  et  le  signe  -t-, 
3m  r=  2/7ii  loi -4- ïxwijWj        et        M  =  2/ni  toj-h  2/?iiU)j, 

ou,  en  négligeant  les  multiples  des  périodes, 

u  = f         \f^ij  ^H  =  o,  I,  2),         et         a  =  o. 

Or  w  =  G  n'est  pas  un  pôle  de  la  fonction  donnée,  c'est  un  zéro  ;  les 
seuls  pôles,  évidemment  simples,  sont  donc  les  huit  quantités 

a.=  3 , 

m,  et  /nj  prenant  les  valeurs  o,  i,  2,  le  système  o,  o  excepté.  Soit  %i 

Tune  de  ces  quantités;  le  résidu  correspondant  de  la  fonction  proposée 

est 

I 

•2p\2a/)  — p'a/* 

et,  comme  on  a  trouvé 

•lût/  -:  —  ai  -f-  Période, 

p' {iii)  est  égal  à  — p'^i\  le  résidu  est  donc  —  i  :  Sp'a,  et  la  formule 
d'ilermile  donne 


V     ' 


- —  Ç(  w    -  oLi)  -î-  const. 


j)'2//       pu  jLd  3p'a/ 

On  dclermine  la  conslanle  eu  écrivant  que  la  fonclion  s'annule  pour 
wnzo;  donc,  finalement, 

P'Kii       pu  .^d  3p  a/^" 

Exercice  XI.    -  Cnlculrr  les  intégrales 

I  '     u  du  I  '         (lu 

Pour  obtenir  la  première,  observons  que  l*on  a  (n°  190) 

l  P  (  "  —  Wa  )  —  e»  ] , 
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d'où,  en  posant,  pour  simplifier,  (^a —  ^p)  (^a —  ^y)  =^  -r  > 

-7-    /   —    /  u[p( u  ^  (Ogf)  —  ea]du 

a'         /* 
-:  —  ea h    /   î/  p  (  w  —  ti)a  )  c/u^ 

et,  en  intégrant  par  parties, 


\      r     udu  u^  ^,  ^        Cy/  \ 


du 


Aa  seconde  intégrale  se  calcule  par  le  changement  de  variable 
pu  =.z,  d'où 

r du      __  r dz , 

et  Ton  est  ramené  à  une  quadrature  classique  (Tome  I,  n°  218). 

Exercice  XII.  —  Décomposer  p2u  en  cléments  simples. 

Soient  2(U|,  2t0j  les  périodes  de  pu;  si  Ton  considère  j)2m  comme 
une  fonction  elliptique  aux  périodes  20)1,  2 ou,  ses  p<Mes  sont,  à  des 
périodes  près,  les  points  u  =:=  o,  m  =r  w,,  f/  m  o),,  ^/  zzz  (oj,  dont  chacun 
est  évidemment  double.  On  a  d'ailleurs 

4'*  I'" 

d'où  Ton  tire,  par  la  formule  d'IIerinite, 

P7.U  —  7  fp'/   -  j>(  '/  —  oj|  )  -H  p(//  —  o)j  )  -^  j)(m  —  (U3  )]  -4-  const. 

On  détermine  la  constante  en  faisant  ;/  =  o;  on  a  ainsi 

- — r  -h  X^/*-f-. . .  =  -     --  -h  A  a^H-. .  .-h  ^i-+-  fj-h  r.,-  ...     -i-  const., 

4"^  1  \"-  / 

les  termes  non  écrits  s'annulant  pour  m:=o.  Comme  e, -i-Cj-hf73  est 
nul,  la  constante  elle-même  est  nulle,  et  il  reste 

4  p  2  W  =  p  M  -^  p  (  «/  —  (Oi  )  -+-  p  (  W  —  Wj  )  H-  J>  (  M  —  Wa  ). 
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# 

Exercice  XIII.  —  Etudier  les  fonctions  f(u)  et  o(w), 

cp(M)  =  ^1(^2— e3)3'i6a-f-Cj(e3— ^,)3'joW  -+-  e3{ei—  et)^ioU. 

D'une  manière  générale,  la  fonction  ///i/?ûr£>e  or,  3'jo-h  «j^io"*"  ^a^ao 
est  (n'*  202)  elliptique,  auv  périodes  ^w,,  4^1)  ses  pôles,  dans  un  pa- 
rallélogramme construit  sur  ces  périodes,  sonto,  2(ui,  2(Ojy  atoji,  pôles 
simples  (ibid.). 

Pour /(m)  et  o(m),  h  -=0  n'est  pas  un  pôle,  car,  aux  environs  de  ce 

point,  on  a  0*010 m  =  -  -h...,  et  le  terme  en  —  disparaît  dans y(w)  et  9(11), 

parce  que  les  sommes  ^(^p — ^y)  et  ^^e^(e^ — e^)  sont  nulles.  On 

en  conclut  que /(m)  eto(«)  sont  des  fonctions  elliptiques  d'ordre  trois, 
aux  mêmes  pôles  (simples)  2a)(x. 

Etudions  de  plus  près  les  développements  de  /(u)  et  9{ii)  autour 
de  u  zl:  g. 

On  a,  en  utilisant  la  formule  du  binôme, 

3'ao  tt  =  \^p  u  —  c-^—  -  yj  \  —  ea"--i-  t'i  w*h-.  . . 

^         I  I  H-  ( —  Cr.u'^-^  C^h'*-\-  .  .  .\Y 

— } (  —  ('a  w*  -h  ri  //>  -+-  Cj  M^  -f- . . .  » 

H ^ (—  Cy,U'^—  Cx  «*-h.  .  .  )"^--.  .  . 

I  .  '2  .  // 

d'où  l'on  lire  sans  difficulté,  en  tenant  compte  de  e^-^  ^'p-i-  ^v  ^^  o, 

'^(  u  ) u       >     C:,{  t"i  —  e  '  )  --  U*i  )  -H  .  .  .  . 

Le  ])oint  tf  —  i)  est  donc  un  zéro  simple  pour  <f{u)  et  triple  pour 
/{u)  :  c'est,  ])ar  suite,  le  seul  zéro  (à  des  périodes  près)  de /(w),  qui 
est  d'ordre  trois. 

D'après  cela,  le  ciuolienl  * — -,  nui  n'a   pas  d'autres  pôles  que  les 
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zéros  de /(m),  admet  le  seul  pôle  w  =  o,  qui  est  double;  et,  autour  de 
ce  point,  on  a 

/•    /  V  .  I  •%     •'1'  •        •       •      • 

11  n'y  a  pas  de  terme  en     ,  puisque  y- — ->  quotient  de  deux  fonctions 

impaires,  est  paire;  il  n'y  a  pas  de  terme  constant,  parce  que  les 
termes  en  u^  et  «*  manquent  respectivement  dans  <p(«)  ei/{u). 

On  en  conclut,  par  un  raisonnement  souvent  fait,  qu'on  a  identi* 
quement 

q>(  M)  __     /  u\  _  gifgj--  e3)(i'ioU  -f-  e^je^i—  ei)(f2on  -\-  e^jjei—  e») 3*30 m 

Exercice  XTV.  —  Exprimer  p—  en  fonction  de  pu. 

On  pourrait  partir  de  l'équation  qui  donne  p2u  en  fonction  de  pu] 
il  sera  plus  simple  de  profiter  du  résultat  précédent. 

Soit  pu  =z puoy  Uq  étant  donné;  les  valeurs  de  ^(7  )  seront  évi- 
demment 


Uo 
P--9 

'2 


pÇh^u^^y  p(^^  +  (o,j,  p^-^  +  a,3J. 


Or  la  formule  finale  de  l'Exercice  XllI,  où  l'on  remplace  u  par  Uq  et 
^ao("o)  par  \fpuQ —  Ca,  donne  p  —  en  fonction  de  pWo>  ^^^  radicaux 

ayant  la  détermination  qui,  pour  Uq=:o,  a  la  valeur  principale —  Si, 

Uq 

dans  cette  formule,  on  change  u^^  en  u^-h'^^oD  ^^^  fonctions  ^^0(^0)  ^^ 
^yo("o)  changent  de  signe,  ^'«^(mo)  est  inaltérée  (n® 202)  :  donc,  enfin,  les 

quatre  valeurs  de  j)  -  >  lorsque  j3  u  est  donné,  sont  fournies  par  la  for- 
mule 


u        «'.(e,  — C3)v/pw  — ^,-+-62(^3  — ei)v/pM  — e,-+-Cî(ci— e,)\/pa— ej 

P  —   ^-~    — ^:^:^ 'j^^z^z^^^^~~  f 

'^  (^2 — ei)^pu  —  tfi-h(«3 — C\)^pu  —  ^2-+-  («1  —  Ci)^pu Cl 

les  trois  radicaux  prenant  tous  les  signes  possibles,  mais  chacun  d'eux 
ayant,  au  numérateur,  le  même  signe  qu'au  dénominateur. 

Exercice  XV.  —   Trouver  la  relation  qui  lie  les  périodes,  2«0i  et 
2(u,,  de  puj  lorsque  g^  est  nul. 
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Soit  posé 


£  et  &^  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité.  On  a,  puisque 
et,  par  suite,  en  vertu  des  formules  du  n°  204, 

Posons,  dans  la  seconde  intégrale,  /  ~:  e^;  nous  trouvons 


(Os 


=/ 


ce  qui  donne 

(02=  î(Oi. 

Telle  est  la  relation  cherchée;  réciproquement,  si  Ton  aioj=  £(0|,je 
dis  que  g^  est  nul.  Car,  en  substituant  à  (o,  cette  valeur,  dans  l'expres- 
sion de  gx  en  fonction  des  périodes  (n®  185),  on  a 

Go 


_  oo   ^ 
~  (7[  2^ 


(mi-f-  £A7li)* 


ce  qu'on  peut  écrire  aussi,  en  remplaçant /nj  et  mj  respectivement  par 
m, —  ra^  et  —  /;?,, 


_  6o   ^'  I  _    ()0    ^'  I 

^       (of  ^^   (/Mt  £*-i- m.j  )♦  ""  io}£  J^   (mi-^îm^y*' 

on  en  conclut 

i^ii  —  gi,         (l'oà         irs=<).  c.   0-   F.    i>. 

La  relation  (o^^  :(o,  peut  prendre  une  autre  forme  :  comme  on  a 
on  aura  aussi 

(0^  -r-  (Oj  (0.2  -i-  (0|  =  (). 

Exercice  XVI.  —  Peut-on  déterminer  la  constante  X  de  manière 
que  p{\u)  s  exprime  rationnellement  en  fonction  de  pu? 

Si  la  fonction  p(\u)  est  rationnelle  en  pu,  elle  admet  les  périodes 
a(0|  et  '^(o,  de  pu.  Réciproquement,  si  celte  condition  est  remplie, 
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p(Xw),  fonction  elliptique  aux  périodes  2Wj  et  2a)j,  s'exprime  ration- 
nellement en  pu  et  p' u  :  comme  elle  est  paire,  il  est  clair  que  p' u  ne 
peut,  dans  l'expression  obtenue,  figurer  que  par  son  carré,  c'est-à-dire 
que  pCka)  est  rationnel  en  pu. 

Tout  revient  donc  à  exprimer  que  p(X//)  admet  les  périodes  awi 
et  2(02,  c'est-à-dire  qu'on  a 

p(À//  -t-aXto,)  =  p(X//); 

il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  2X(o,  et  aXco,  soient  des  périodes 
(le  p  u.  On  a  donc,  en  désignant  par  les  m  et  n  des  entiers,  quelconques 
(Pailleurs, 

(  X(Oi  =  m'toi  "h /l'to-., 

(1)  !       ' 

/  Xtoj  —  m  (i)i  H-  n  toj. 

On  en  déduit,  par  division, 

(oi        m'tO|-+- /l'toj  ,       ,  ,.  ,    ^ 

—  =  ou  m(o?-+-(n  —  /n  )tOi(o-»-- n  (0  3  =  G, 

wj         m(«)i  -+-  /itoi"  * 

relation  quadratique  homogène,  à  coefficients  entiers,  entre  toj  et  (o*. 
Celte  relation  n'est  une  identité  que  sim  :zz  fi  -  m' ^=i  n' z-:  o  ;  les  équa- 
tions (i)  donnent  alors  \  =  n  :  le  multiplicateur  X  est  donc  un  entier 
quelconque,  et  pÇku)  s'exprime  rationnellement  en pw.  C'est  la  mul- 
tiplication ordinaire. 

Si  la  relation  quadratique  n'est  pas  une  identité,  c'est-à-dire  si  les 
périodes  sont  liées  par  une  équation  du  type 

(2)  /V(u?-i- Bu>i(«)2-î- G(ï)|  —  o, 

où  A,  B,  G  sont  des  entiers  premiers  entre  eux,  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  multiplicateurs  X,  non  entiers,  répondant  à  la  question 
posée. 

11  suffit  en  eflet  de  prendre 

(3)  X  =  --  [AOto,-+-  ûoj,], 

(05 

6  et  p  désignant  des  entiers  quelconques;  on  aura  aussi,  en  vertu 

de  (o.), 

(4)  X:=     -i-[(p  —  0B)(O,—   C0(O;], 

(Oj 

de  sorte  que  2X0)1  et  2X(Oj  seront  bien  des  périodes  de  ptt. 

Pour  que  le  rapport  des  périodes  de  pu  soit  imaginaire,  il  faut  que 
B»—  4A.G  soit  négatif;  dès  lors  la  valeur  (3)  de  X,  où  l'on  remplace 
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—  par  sa  valeur  tirée  de  (2),  est  Imaginaire,  c^est-à-dire  que  tous  les 

mulliplicateurs  sont  imaginaires  :  de  là  le  nom  de  multiplication  corn- 
plexe,  donnée  à  la  propriété  dont  il  s^agit. 

Il  n^y  a  donc  multiplication  complexe  que  si  les  périodes  vérifient 
une  relation  du  type  (2);  on  peut  en  donner  de  suite  deux  exemples 
simples. 

1°  Si  ^j  est  nul,  on  a  vu  (Exercice  XV)  que  a),=i£w,,  e  étant  une 
racine  cubique  imaginaire  de  Tunité,  ce  qu'on  écrit  aussi 

10}  -h  101WJ-+-  cdI  =  o, 

relation  du  type  (2).  On  aura  un  multiplicateur  X  par  la  formule  (3), 
oii  Ton  fera 

A=i,         0  =  1,  p  =  o,  d'où         X=— 1  =  -. 

Ainsi  p( ->  o,  5'jj   doit  s'exprimer  rationnellement   en   fonclion   de 

j)(w,o,^3)  :  effectivement,  la  formule  d'homogénéité  (8)  du  n«  206, 
où  Ton  pose 

X  —  £î        et        A'j  =  o, 

donne 


P(  7'  O'^sj  =  £'P(">o,  ^3). 


^^  Si  ^3  est  nul,  on  a  (n<>  23^,  Note) 

(1)0  —  10 1  /, 


on 


0)J    f-  oj|  —  o, 


relation  du  type  (2).  Un  multiplicateur  X  sera  donné  par  (3),  où  Ton 
fera 

A  =  0  =  I  /  —  o,  d'où         X  =  -  : 

efTectivemenl,  si  l'on  pose,  dans  la  formule  d'homogénéité  de  pu, 

X  =  —  1         et         .A'a  =  o, 


on  trouve 


J)(    y,    ^2.  o)    =     -  J>(M,  ^2,  O). 


Exercice  XVII.  —  Montrer  que  le  rapport  anharmonique  des 
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quatre  tangentes  que  ion  peut  mener  à  une  cubique  plane  par  un 
de  ses  points  est  constant,  quel  que  soit  ce  point. 

Supposons  la  cubique  représentée  paramétnquement  (n^  215)  sous 
la  forme 

ap'  u-h  bpu-h  c^         ^        ap'  U'+'  bpu  -h  c 

et  soit  h  Targument  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe.  Les 
quatre  tangentes  T,  T,,  Tj,  Ts,  menées  de  M  à  la  cubique,  touchent 

celle-ci    respectivement    (n®    219)    aux.    points    d'arguments > 

/t  h  fi 

—  — h  w,, h  (Uj,  —  -  H-  103;  soient  T  nz  o  Téquation  cartésienne, 

^'  JL  ^ 

en  a:  et  /,  de  la  première;  Q:=o  celle  d'une  seconde  droite,  quel- 
conque d'ailleurs,  passant  par  M.  Les  droites  issues  de  M  auront  pour 
équation  générale  Q  —  XT  =  o,  et  la  droite  T  correspond  à  X  =  00. 
Les  trois  autres  tangentes  T,,  Tj,  T3  correspondront  à  des  valeurs 
Xi,  X,,  X3  de  X,  et  le  rapport  anharmonique  (T,  T,,  T,,|T3)  sera  égal 
,  Xj  —  Xj 

Xi  — A, 

Calculons  maintenant  X,,  X,,  X,. 

11  suffît,  pour  obtenir  Xa,  d'écrire  que  la  droite  Q  —  XaT  =  o  passe 

par  le  point  d'argument h  Wa  sur  la  cubique;  on  a  donc 

X  -^ 

en  supposant  les  coordonnées  courantes,  x  et  y,  remplacées,  dans 

Q  etT,  par  leurs  valeurs  au  point h  Wa.  Or,  si  l'on  substitue  à 

X  et  j',  dans  QlT,  leurs  valeurs  (i)  en  w,  on  obtient  une  fonction 
elliptique,  ç(m),  du  type 


.  ' .«  ' 


m  p  u-\-  npu  -\-  r 
mp'u  -t-  npu  ■+-  r 


les  /;2,  /<,  /'  étant  des  constantes;  les  seuls  pôles  possibles  de  cp(e/)  sont 
les  zéros  du  dénominateur,  c'esl-à-dire  les  arguments  des  points  où  la 

droite  T  =:  o  coupe  la  cubique,  à  savoir  /è, > ;  les  zéros  pos- 

sibles  de  cp(//)  sont  de  même  les  arguments  des  points  où  la  droite 
Q  z:^  o  coupe  la  cubique,  c'est-à-dire  A,  et  deux  quantités  de  somme 
égale  à  —  A.  Il  en  résulte  que  la  fonction  ç(w)  n'admet  que  le  pôle 
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double ,  et,  dès  lors,  en  vertu  de  la  formule  d*Hermîle,  elle  peut 

se  mettre  (n°  195)  sous  la  forme 

o(u)  —  a\\(a->r-  -  )  -f-  /->, 

a  et  6  étant  des  constantes. 

Cela  posé,  d'après  ce  qui  précède,  on  a 


>^a=  ?(—  7-^'***)  =  ae^-^-b. 


et  le  rapport  ~ — ~  est  égc^l  à    ~ :  il  est  donc  indépendant  de  h^ 

c'est-à-dire  du  point  initial  M,  pris  sur  la  cubique.         c.  Q.  F.   D. 

Exercice  XVIII.  —  Montrer  que  si  »(^,  v)  ^-^^  /onction  holo- 
morphe  de  x  et  y  aux  environs  du  système  de  valeurs  j?=  a,  y^zb^ 
L'équation  différentielle  en  y 


(■'  7/x^?^-'-'-''^ 


n  admet  qu'une  solution  prenant  la  valeur  />,  pour  x^z  a. 

D'après  le  théorème  de  Gauchy  (n**»  322-32.'i.)  l'équation  (i)  admet 
une  solution,  /(-r),  qui  se  réduit  à  b  pour  x:=ay  et  qui  est  fonction 
holomorphe  (le  .r  autour  du  points/.  Supposons  qu'il  y  ait  une  seconde 
solution,  holoinor|)he  ou  non,  prenant,  pour  r  =  a,  la  valeur  b,  et 
représentons-la  par  v'(.r  ) -|- //(./;)  ;  la  quantité  if  (a)  sera  nulle  et  Fou 

aura 

fl(  r  ■'    K  ) 

(/.r  .        '  » 

d'où 

Le  second  membre  est  une  fonction  holomorphe  de  //  autour  du  point 
u—n,  en  vertu  même  de  Thypothèse  faite  sur  'f(j", /)*,  comme  il 
s'annule  pour  //-:o,  quels  que  soient  j;  et  y,  il  contient  en  facteur 
une  puissance  entière  de  u  (n"  126),  et  l'on  a 

(lu  ,  , 

—    =  u'"'\{x^y,u), 

•!^ (./■,)',  w)  ne  devenant  pas  infini  pour  u       o,  du  moins  lorsque  x  et  )• 
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ont  des  valeurs  suffisamment  voisines  de  a  et  b.  Supposons  mainte- 
nant y  et  u  remplacés,  dans  ^^  par  y  (a?)  et  u{x)\  on  pourra  écrire 

la  fonction  y(x)  demeurant  finie  aux  environs  de  x  i=  a.  Intégrons 
les  deux  membres  le  long  d^un  petit  arc  quelconque  partant  du  point  a, 
nous  avons 

__Lr_.  ' '    u  r/(x)«/... 

Le  second  membre  est  évidemment  fini,  le  premier  est  iiiiini,  puisque 
u{a)  est  nul;  Tégalité  est  donc  impossible. 
Dans  le  cas  où  m  serait  égal  à  i,  on  aurait 

logM(  J*  »  —  lo^iz/c // )    -    1      fi.r)dx, 

relation  également  impossible. 

On  en  conclut  que  Téquation  (i)  ne  peut  admettre  d'intégrale,  >e 
réduisant  à  b  pour  x  m  a,  autre  que  l'intégrale  liolomorphe. 

Ce  théorème,  par  une  autre  démonstration,  s'étend  à  un  système 
diirérentiel  canonique  d'ordre  quelconque. 


FIN    DL    TOllH   SECOND. 
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